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含局部空间约束的 t分布混合模型的点集配准

周志勇 1 李莉华 2 郑 健 1 蒯多杰 1 胡 粟 3 张 涛 4

摘 要 基于高斯混合模型 (Gaussian mixture model, GMM) 的点集非刚性配准算法易受重尾点和异常点影响, 提出含局部

空间约束的 t 分布混合模型的点集非刚性配准算法. 通过期望最大化 (Expectation maximization, EM) 框架将高斯混合模

型推广为 t 分布混合模型; 把 Dirichlet 分布作为浮动点的先验权重, 并构造含局部空间约束性质的 Dirichlet 分布参数. 使用

EM 算法获得配准参数的闭合解; 计算浮动点的自由度, 改变其概率密度分布, 避免异常点水平估计误差. 实验表明, 本文提出

的配准算法具有配准误差小、鲁棒性好、抗干扰能力强等优点.
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Point Sets Non-rigid Registration Using Student′s-t Mixture Model with

Spatial Constraints

ZHOU Zhi-Yong1 LI Li-Hua2 ZHENG Jian1 KUAI Duo-Jie1 HU Su3 ZHANG Tao4

Abstract A robust non-rigid registration framework using the student′s-t mixture model with spatial constraints is

proposed in this paper. The Gaussian mixture model which is vulnerable to outliers and data longer than normal tails

is a special case of the student′s-t mixture model in theory. The Dirichlet distribution is used as a prior distribution to

reduce the impact of outliers. The Dirichlet parameter set with spatial constrains is structured to incorporate the spatial

information into the decision process. The closed form solution of the parameter set of the student′s-t mixture model is

solved by re-parameterizing the student′s-t mixture model in the expectation maximization (EM) algorithm. The degree

of freedom of each moving point is calculated to change the probability density to reduce the registration error. It can

also avoid estimating the outlier level of data sets that may bring additional error. The experiments showed that this

non-rigid registration algorithm has features of high-accuracy and good robustness compared to other point set registration

approaches.

Key words Student′s-t mixture model, Dirichlet distribution, point set, non-rigid registration, expectation maximization
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特征点配准是医学图像分析、计算机视觉和

图像检索的重要研究方向. 迭代就近点 (Iteration
close point, ICP) 算法[1] 使用最近距离准则, 通过
最小化点集空间变换距离计算点的位移, 优点是结
构简单、计算复杂度低, 缺点是要求参考点集和浮
动点集的初始位置偏差较小. 通过在 ICP 中加入概
率密度[2], Chui 等[3−4] 提出了鲁棒点匹配 (Robust
point matching, RPM) 算法. Chui 等[5] 在 RPM
中用薄板样条 (Thin plate spline, TPS)参数化形变
场,提出了TPS-RPM算法,并指出RPM算法在浮
动点集和参考点集中寻找对应点和位移量等价于高

斯混合模型 (Gaussian mixture model, GMM) 的
参数期望最大化算法 (Expectation maximization,
EM)[3]. GMM 配准算法[5−6] 将两个点集分别看作
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GMM 质心和数据点, 通过最大化配准参数的似然
函数期望求解配准参数. Revow 等[4] 提出的 GMM
点集非刚性配准算法假设 GMM 质心均匀分布于目
标边缘, 因此仅能配准目标边缘点. Bing 等[6] 改进

Tsin 等[7] 提出的基于相关性的配准算法, 并提出了
参数化 GMM 的非刚性配准算法. 该算法将两个点
集看作 GMM 质心并参数化其中一个点集, 通过最
小化点集概率密度分布的 L2 范数计算 GMM 的配
准参数. Jiang 等[8] 在距离函数中增加形状约束, 能
较好地配准简单形状的点集.

EM 算法计算 GMM 配准参数实质是使用最

小二乘法拟合参数. 因此, 一定数量的外点会导
致最小二乘法估计误差. 理想的 GMM 未考虑异

常点和重尾点 (统称为外点) 的影响[9], 外点会影
响配准精度和鲁棒性. Myronenko 等[10] 把均匀

分布的外点概率密度分布加入到 GMM 中, 提高
了 GMM 配准算法的鲁棒性. Myronenko 等[11] 在

EM 算法的条件期望函数中加入正则项, 提出了运
动一致性 (Coherent points drift, CPD) 的配准算
法 (GMM-CPD), 在一定程度上解决了点与点的对
应关系. Wang 等[12] 在 EM 迭代中加入混合优化算
法自适应地估计 GMM 中的外点数量水平, 避免了
外点数量水平估计误差对配准结果的影响, 但混合
优化算法降低了配准速度. David 等[13] 通过 EM 算
法框架的隐含数据将 GMM 推广为 t 分布混合模
型 (Student′s-t mixture model, TMM)[14], 应用于
点集聚类分析[15]. 因为 t 分布的尾部比高斯分布更
厚, 所以 TMM 抗外点干扰能力更好. Gerogiannis
等[16−17] 提出了 TMM 点集刚性配准算法, 其精度
和鲁棒性都优于 GMM 刚性配准算法, 缺点是仅能
计算平移向量, 无法计算旋转矩阵和放缩因子等其
他刚性配准参数, 也不能用于非刚性配准. 为了去除
外点影响, 可使用离群点识别算法作为点集配准的
预处理[18].
在理论上, TMM 可以看作是GMM 的推广[15].

其优点是鲁棒性和抗干扰能力更好, 缺点是在 EM
算法中难以得到配准参数的闭合解[13, 19−22]. 为
了获得闭合解, 需将 TMM 看作是加权 GMM 的

积分形式, 使得有限混合模型变换成了无限混合
模型, 从而造成各个点的独立性, 因此无法利用点
集的局部邻域空间信息. 此外, GMM-CPD 均匀
分布的先验权重不能配准含大量外点的点集. 因
此本文提出含局部空间约束的 TMM 非刚性配准

算法 (Dirichlet-TMM), 即使用 Dirichlet 分布作为
先验权重分布[23−24]; 构造含局部空间约束性质的
Dirichlet 分布参数; 最小化 TMM 的似然函数期望
求解配准参数的闭合解; 计算各个点的自由度, 改变
点的概率密度分布模型, 避免了 GMM-CPD 算法

中人为估计外点数量水平而引入额外误差, 提高配
准的精度和鲁棒性.

1 含局部空间约束的 t分布混合模型

1.1 点集配准的 t分布混合模型

参考点集XXXN×D = (xxx1, · · · ,xxxN)T 是待测的 D

维样本集合, 浮动点集 YM×DM × D = (yyy1, · · · ,
yyyM)T 是观测到的D 维数据点集合, xxxn 的GMM 概
率密度为

f(xxxn;yyym, wm,Σ) =
M∑

m=1

wmfN(xxxn;yyym,Σ) (1)

其中,

fN(xxxn;yyym,Σ) =

exp
[
−1

2
(xxxn − yyym)TΣ−1(xxxn − yyym)

]

(2π)
D
2 |Σ|

1
2

wm是yyym的先验权重,满足 0 < wm < 0,
∑M

m=1 wm

= 1; Σ 是协方差矩阵. 当XXXN×D 中存在外点时, 定
义一个服从伽马分布的隐含随机变量 u fΓ(α, β). 根
据文献 [13], 令 α = β = γ/2, 则式 (1) 可写为

f (xxxn;yyym, wm,Σ) =
∫

wmfN

(
xxxn;yyym,

Σ
u

)
dH (u)

(2)

其中, H(u) 是 χ2 分布, γ 是 t 分布的自由度. 因此,
xxxn 的 t 分布概率密度为

ft(xxxn;yyym,Σ, γm) =

Γ(
γm + D

2
)

[
γmΓ

(
1
2

)]D
2

Γ
(γm

2

)
1

|Σ| 12 [1 + d(xxxn, yyym,Σ)]
D+γm

2

(3)

其中, Γ (·) 是伽马函数, d(xxxn, yyym,Σ) = (xxxn − yyym)T

× Σ−1(xxxn − yyym) 是马氏平方距离. 为计算简便, 设
Σ = σ2I. xxxn 的 TMM 概率密度函数为

f(xxxn;yyym, wm, σ2, γm) =
M∑

m=1

wmft(xxxn;yyym, σ2, γm)

当 γ →∞时, TMM退化为高斯混合模型;当 γ = 1
时, TMM 退化为柯西分布模型. 因此, γ 可改变分

布模型以适应点集的分布. 因为当 γ ∈ (0,∞) 时, t
分布的尾部比高斯分布更重, 所以 TMM 对点集中

的外点具有更好的抗干扰能力. 进一步地, 由式 (2)
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可得:

fT

(
xxxn;yyym, w, σ2, γ

)
=

∫
fN

(
xxxn;yyym, w,

σ2

u

)
fΓ(u)du

(4)

因此, TMM 可以看作是以伽马分布作为权重的加

权高斯混合模型.

1.2 含Dirichlet分布的 t分布混合模型

为了在 EM 算法中得到 TMM 的闭合解, 需引
入 EM 框架的隐含数据 u, 将 TMM 看作加权的高
斯混合模型, 造成了各个浮动点 yyym 之间的独立性,
因而无法使用点集的局部邻域信息. 此外, GMM-
CPD 均匀分布的先验权重也不能配准含大量外点
的点集. 因此, 将 xxxn 的 TMM 概率密度改写为

f(xxxn;yyym, wm, σ2, γm) =
M∑

m=1

wmnft(xxxn;yyym, σ2, γm)

(5)

其中, wmn 是浮动点 yyym 对应参考点 xxxn 的先验权

重, 满足 0 < wmn < 1,
∑M

m=1 wmn = 1. 为了在
TMM 中加入局部空间约束, 使用 Dirichlet 分布[25]

作为点集先验权重. 根据文献 [26], 有

p(zm|αm) =
∫ 1

0

p(zmn|wmn)p(wmn|αmn)dwmn

其中, (zm)n = zmn, zmn = 1 表示 yyym 和 xxxn 有关联,
zmn = 0 表示 yyym 和 xxxn 无关联; αm = {αm1, · · · ,
αmN} 是 Dirichlet 分布参数, 满足 0 < αmn < 1;
p (zmn|wmn) 和 p (wmn|αmn) 分别为

p(zmn|wmn) =

M∏
m=1

(wmn)zmn

M∏
m=1

(zmn)!
(6)

p(wmn|αmn) =
Γ(

M∑
m=1

αmn)

M∏
m=1

Γ(αmn)

M∏
m=1

(wmn)αmn−1 (7)

为了构造具有局部空间约束性质的 Dirichlet 分
布[27], 定义 Dirichlet 分布参数 αmn 为

αmn = exp


 α̂

Nm

∑
yi∈∂yyym

p(yyym;xxxn)


 =

exp


 α̂

Nm

∑
yi∈∂yyym

pmn


 (8)

后验概率密度 pmn 为

pmn =
wmnft(xxxn;yyym, σ2, γm)

M∑
m=1

wmnft(xxxn;yyym, σ2, γm)
(9)

其中, Nm 是 yyym 的 d-邻域内的浮动点数量; ∂yyym 表

示 d-邻域中除 yyym 以外的浮动点; yyyi ∈ ∂yyym 表示 yyyi

位于 yyym 的 d-邻域中; α̂ 是 Dirichlet 分布的局部空
间约束系数. 通过式 (8) 构造的 αmn 包含了浮动点

的邻域信息, 使得配准具有局部空间约束性质. 进一
步地, EM 算法只需求解系数 α̂, 而非原先M × N

个参数 αmn
[26], 减少了计算量, 简化了计算复杂度.

2 含局部空间约束的 t分布混合模型的配准

参数求解

2.1 t分布混合模型的似然函数

为在 EM 算法中求得 TMM 配准参数的闭合

解, 需要引入 EM 框架的完整数据集合, 其定义为
Xc = (X, zT

1 , · · · , zT
N , u1, · · · , uN)T. 其中, u是EM

框架的隐含数据, zn = (z1, · · · , zM)T, 并且有

un|zmn=1 ∼ fΓ

(
1
2
γm,

1
2
γm

)
(10)

xxxn|un,zmn=1 ∼ fN

(
yyym,

σ2

un

)
(11)

配准参数集合定义为 Ψ = (w1, · · · , wM , γ1, · · · ,
γM , y1, · · · , yM)T, wM = (wm1, · · · , wmN)T. 分
离参数后的 TMM 似然函数为

L(Ψ) = L(yyym, wmn, σ2, γm) =

−
N∑

n=1

ln
M∑

m=1

wmnft(xxxn;yyym, σ2, γm) =

L(wmn) + L(γm) + L(yyym, σ2) (12)

其中,

L(wmn) = −
N∑

n=1

M∑
m=1

zmn lnwmn

L(γm) =

−
N∑

n=1

M∑
m=1

zmn

[
− ln Γ

(γm

2

)
+

1
2
γm ln

(γm

2

)]
=

−
N∑

n=1

M∑
m=1

zmn

[γm

2
(lnun − un)− lnun

]

L(yyym, σ2) =
N∑

n=1

M∑
m=1

zmn

[
D

2
ln (2π) ln σ2

]
+
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N∑
n=1

M∑
m=1

zmn

[
un

‖xxxn − yyym‖2

2σ2

]

2.2 配准参数计算

在第 k 次迭代时最小化配准参数集合的条件期

望[28], 可得:

Q
(
Ψ;Ψ(k−1)

)
= E

[
L

(
Ψ;Ψ(k−1)

)]
=

−
N∑

n=1

M∑
m=1

p
(
yyy(k)

m ;xxxn

)×

ln
[
w(k)

mnf
(
xxxn;yyy(k)

m , (σ2)(k)
, γ(k)

m

)]

对 Q(Ψ; Ψ(k−1)) 分离参数, 可得 Q(Ψ; Ψ(k−1)) =
Q1(w(k); Ψ(k−1)) + Q2(γ(k); Ψ(k−1)) + Q3(yyy(k),
(σ2)(k); Ψ(k−1)). 其中有:

Q1

(
w(k); Ψ(k−1)

)
= −

N∑
n=1

M∑
m=1

p(k)
mn lnw(k)

mn (13)

Q3

(
yyy(k), (σ2)(k); Ψ(k−1)

)
=

N∑
n=1

M∑
m=1

pmn

[
D

2
ln(2π) +

1
2

ln (σ2D)
(k)

]
−

N∑
n=1

M∑
m=1

pmn

[
1
2
D lnu(k)

mn −
u(k)

mn‖xxxn − yyym‖2

2(σ2)(k)

]

(14)

u(k)
mn = EΨ(k)(un;xxxn, zmn = 1) =

γ(k)
m + D

γ
(k)
m + d

(
xxxn, yyy

(k)
m , (σ2)(k)

) (15)

其中,

u(k)
mn = EΨ(k)(un;xxxn, zmn = 1) =

γ(k)
m + D

γ
(k)
m + d

(
xxxn, yyy

(k)
m , (σ2)(k)

) (16)

ϕ
(

γ(k)
m +D

2

)
− ln γ(k)

m +D

2
是 lnum 的校正项, ϕ (·) 是

Digamma 函数. 由式 (6) 和式 (7) 可得:

p (zmn|αmn) =

1
M∏

m=1

(zmn)!

Γ
(

M∑
m=1

αmn

)

M∏
m=1

Γ(αmn)

M∏
m=1

Γ(αmn+zmn)

Γ
[

M∑
m=1

(αmn+zmn)
] =

1
M∏

m=1

(zmn)!

Γ
(

M∑
m=1

αmn

)

M∏
m=1

Γ(αmn)

M∏
m=1

Γ(αmn + zmn)

Γ
[

M∑
m=1

(αmn + zmn)
]

(17)

将 Γ (x + 1) = xΓ (x) 代入式 (12), 并和式 (16) 联
立可得先验权重 wmn:

w(k)
mn = p

(
zmn = 1|α(k)

mn

)
=

α(k)
mn

M∑
m=1

α
(k)
mn

(18)

最小化式 (13) 可得 α̂(k) 是式 (19) 的迭代解; 最小
化式 (14)可得 γ(k)

m 是式 (20)的迭代解.点集非刚性
配准的位移向量为 T (Y, v) = Y + v (Y ). 在 Q(Ψ;
Ψ(k−1)) 中加入点集位移的正则项 φ (v) 使浮动点集
具有运动一致性[10]. 因此式 (14) 可改写为式 (21).

M∑
m=1

N∑
n=1

p(k)
mn

∑
yi∈yn

p
(k)
im

Nm

−
M∑

m=1

N∑
n=1

p(k)
mn

M∑
m′=1

[(
1

Nm

∑
yi∈yyym

p
(k)
im′

)
exp

(
α̂(k)

Nm

∑
yi∈yyym

p
(k)
im′

)]

M∑
m′=1

exp

(
α̂(k)

Nm

∑
yi∈yyym

p
(k)
im′

) = 0 (19)

− ϕ

(
γ(k)

m

2

)
+ ln

γ(k)
m

2
+

N∑
n=1

p(k)
mn

(
lnu(k)

mn − u(k)
mn

)

N∑
n=1

p
(k)
mn

+ ϕ

(
γ(k−1)

m + D

2

)
− ln

γ(k−1)
m + D

2
+ 1 = 0 (20)
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Q̂3 = Q3

(
y, σ2; Ψ(k−1)

)
+

λ

2
φ(ν) = −

N∑
n=1

M∑
m=1

[
−D

2
ln(2π)− 1

2
lnσ2D +

1
2
D lnumn

]
=

N∑
n=1

M∑
m=1

umn‖xxxn − yyym‖2

2σ2
+

λ

2
φ(ν) (21)

其中, λ > 0 是正则项的权重因子. λ 越大, 配准结
果的正则性越强; λ 越小, 配准结果越精确. 求解式
(20) 中的配准参数 v (Y ) 和 σ2, 当且仅当最小化式
(20). 根据文献 [10] 可得:

Q̂
(k)
3 =

N∑
n=1

M∑
m=1

p(k)
mn

[
D

2
ln(2π) +

1
2

ln (σ2D)
(k)

]
−

N∑
n=1

M∑
m=1

[
1
2
D lnu(k)

mn−

u(k)
mn

∥∥xxxn − yyy(k−1)
mn −G(m, ·)W (k)

∥∥2

2(σ2)(k)

]
+

λ

2
tr

[(
WT

)(k)
GW (k)

]
(22)

其中, GM×M 是高斯核矩阵, 作用等价于低通滤波
器, 用于减小点集位移的高频摆动能量[29−30], 使点
集具有运动一致性, G (m, ·)表示G的第m行向量;
WM×D 是 G 的权重矩阵; β (β > 0) 是平滑性参数,

β 越大则浮动点集的位移向量越平滑. 令 ∂Q̂
(k)
3

∂W (k) =
0, 可得:

W (k) =
[
diag{P̂ (k)1}G + λ{σ2}(k−1)

I
]−1

×
[
P̂ (k)X − diag{P̂ (k)1}Y (k−1)

]
(23)

其中, P̂ (k) 是由 p̂(k)
mn (p̂mn = p(k)

mnu(k)
mn) 组成的M ×

N 矩阵, 表示后验概率密度矩阵 P 经过隐含数据 u

修正后的矩阵; 1 是全 1 列向量; diag {·} 是对角矩
阵; I 是单位矩阵. 令 ∂Q̂

(k)
3

∂(σ2)(k) = 0, 可得:

(σ2)(k) =
N∑

n=1

M∑
m=1

p(k)
mnu(k)

mn

∥∥xxxn − yyy(k−1)
m −G(m, ·)W (k)

∥∥2

D
N∑

n=1

M∑
m=1

p
(k)
mnu

(k)
mn

(24)

综上所述, 含局部空间约束的 TMM 点集非刚

性配准算法为:
步骤 1. 初始化配准参数集合 Ψ: γm, w0

mn,

(σ2)(0), 其中, (σ2)(0) = 1
DMN

N∑
n=1

M∑
m=1

‖xxxn − yyy0
m‖2

.

步骤 2. 初始化 β, λ, d 和误差收敛阈值 τ ; 构

造低通滤波器 G : gij = exp

(
− 1

2

∥∥∥∥
yyy
(0)
i −yyy

(0)
j

β

∥∥∥∥
2
)

, gij

是 G 的第 i 行第 j 列元素.
步骤 3. E-step: 使用式 (9) 计算后验概率密度

p(k)
mn.

步骤 4. M-step:
1) 分别使用式 (18) 和式 (8) 计算局部空间约

束系数 α̂(k) 和 Dirichlet 分布参数 α(k)
mn;

2) 分别使用式 (17) 和式 (19) 计算数据先验权
重 w(k)

mn 和自由度 γ(k)
mn;

3) 分别使用式 (22) 和式 (23) 计算 W (k) 和

W (k).
步骤 5. 计算 Y 移动后的坐标 Y (k+1) = Y (k)

+ GW , 计算配准误差 Er(k).

步骤 6. 重复步骤 3∼ 5,直至
∥∥∥Er(k+1)−Er(k)

Er(k+1)

∥∥∥ <

τ .

3 实验与分析

在数学上, TPS-RPM 的交替寻优方法等价于

GMM 的 EM 算法, 而 GMM 是 TMM 的特例,
因此 TPS-RPM、GMM-CPD 和 Dirichlet-TMM
可看作是同一类型算法, 因此本文将三者进行比
较. 为论述方便, 当点集中含有外点时, 将点集
细分为目标点集、重尾点集和异常点集. 当参考
点和浮动点数量相等时, 配准误差定义为 Er =
1
M

∑M

m=1 ‖xxxm − yyym‖. 当参考点和浮动点数量不
同时无法指定对应关系, 因此配准误差[12] 定义

为 Er = 1
M

∑M

m=1

∑N

n=1 wmnpmn ‖xxxn − yyym‖. 其
中, ‖xxxn − yyym‖ 是 xxxn 和 yyym 之间的欧氏距离. 实
验中发现, 当 Dirichlet-TMM 和 GMM-CPD 的配
准误差最小时, 两者的配准参数 β, λ 基本相同,
因此本文实验将两者设置为相同的 β, λ. GMM-
CPD 的外点数量水平 ω 与外点数量成正相关, 且
有 0 ≤ ω < 1, 因此文中 ω 的最优值搜索范围定位

在 [Nc/Ne−0.35, Nc/Ne +0.35], 其中Nc 是外点的

数量, Ne 是浮动点的数量. 本文实验中, 配准参数
β, λ 和 ω 在一定范数内是最优值. 因为实验中外点
分布范围和目标点集分布差异不大, 所以 Dirichlet-
TMM 的 d-邻域使用固定值, 大小选为点集内相距
最远点的 1/3. 若外点分布范围远大于目标点集, 可
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以使用 σ 构造 d-邻域大小.

3.1 二维点集配准

3.1.1 理想点集配准

图 1 所示为脑脊液 CT 图像的分割数据及配
准结果. 图 1 (a) 和图 1 (b) 分别是参考图像和浮动
图像, 大小为 512 像素 × 512 像素, 空间分辨率为
1mm × 1mm. 图 1 (c) 为参考点集和浮动点集的
相对位置. 图 1 (d)∼ 1 (f) 分别为 Dirichlet-TMM、
GMM-CPD 和 TPS-RPM 的配准结果, 配准参数
取值为 β = 2, λ = 0.6, ω = 0.05. 由图 1 可知, 三
种算法的配准结果都很理想.

(a) 参考图像

(a) Fixed image

(b) 浮动图像

(b) Moving image

(c) 分割后的点集
(c) Point set after

segmentation

(d) Dirichlet-TMM

(d) Dirichlet-TMM

(e) GMM-CPD

(e) GMM-CPD

(f) TPS-RPM

(f) TPS-RPM

图 1 理想的分割数据和配准结果

Fig. 1 Registration results of the ideal data

图 2 (a) 和 2 (b) 所示为分割参数略有变化后
的分割结果, 参考点集和浮动点集的相对位置如图
2 (c) 所示. 参考图像中, 脑脊液边缘曲线存在曲
折部分 (图 2 (c) 箭头所示), 且左右间距很小, 这给
配准带来了困难. 图 2 (d)∼ 2 (f) 分别是 Dirichlet-
TMM、GMM-CPD 和 TPS-RPM 的配准结果, 配
准参数取值为 β = 2, λ = 0.6, ω = 0.05. Dirichlet-

TMM 配准后, 浮动点集分布平滑, 在四个边缘区域
保持了合理数量; 浮动点在中间区域没有过分平滑,
没有出现左右混叠现象. GMM-CPD 配准后, 浮动
点集整体上很好地对齐到了参考点集, 分布均匀、合
理, 但是在中间区域 (图 2 (e) 箭头所示) 出现了交
叠, 破坏了曲线的拓扑结构. TPS-RPM 配准后, 浮
动点平滑性良好, 分布均匀、合理. 但是由于 TPS-
RPM 使用 TPS 参数化形变场, 使得中间区域的点
分布过于平滑, 不能配准曲折部分 (图 2 (f) 箭头所
示). 图 2 说明, Dirichlet-TMM 比 GMM-CPD 的
配准结果更加合理, 曲线的拓扑结构保持能力更好;
Dirichlet-TMM 比 TPS-RPM 具有更好的细节配

准能力, 配准精度更高.

(a) 参考图像

(a) Fixed image

(b) 浮动图像

(b) Moving image

(c) 分割后的点集
(c) Point set after

segmentation

(d) Dirichlet-TMM

(d) Dirichlet-TMM

(e) GMM-CPD

(e) GMM-CPD

(f) TPS-RPM

(f) TPS-RPM

图 2 含曲折边缘的分割数据和配准结果

Fig. 2 Registration results of tortuous edge point set

3.1.2 含重尾点的点集配准

由于成像设备、分割算法参数选择等因素, 医学
图像分割后往往存在离群闭合曲线. 离群闭合曲线
构成了点集中的重尾点集, 如图 3 (a) 和图 3 (b) 所
示. 图 3 (a) 存在 4 个离群闭合曲线, 图 3 (b) 存在
10 个离群闭合曲线. 图 3 (c) 为参考点集和浮动点
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集的相对位置, 参考点集含 286 个点; 浮动点集含
265 个点. 图 3 (d)∼ 3 (f) 分别是 Dirichlet-TMM、
GMM-CPD和TPS-RPM的配准结果,配准参数取
值为 β = 2, λ = 0.6, ω = 0.31. Dirichlet-TMM 配
准后,配准结果不受重尾点影响,重尾点集 2、3、4、8
和 9 发生了移动, 但是位移向量较小, 没有对齐到
目标点集. GMM-CPD 配准后, 重尾点集 10 向上
移动, 误对齐到了目标点集内部 (图 3 (e) 中箭头 a
所示). TPS-RPM 配准后, 因为重尾点影响了 TPS
参数化形变场, 所以 TPS-RPM 的配准结果存在很
大误差: 重尾点集 1、7 和 10 移动到了目标点上 (图
3 (f) 中箭头 a、c 和 d 所示); 重尾点集 2 和 3 基
本退化成直线段 (图 3 (f) 中箭头 b 所示). 图 3 说
明 Dirichlet-TMM 的配准效果最好, GMM-CPD
次之, TPS-RPM 最差. 当点集中存在重尾点时,
Dirichlet-TMM 可以准确地配准点集, 具有很好
的抗重尾点干扰能力; GMM-CPD 受到重尾点影
响,把重尾点误对齐到目标点集,从而引起配准误差;

(a) 参考图像

(a) Fixed image

(b) 浮动图像

(b) Moving image

(c) 分割后的点集
(c) Point set after

segmentation

(d) Dirichlet-TMM

(d) Dirichlet-TMM

(e) GMM-CPD

(e) GMM-CPD

(f) TPS-RPM

(f) TPS-RPM

图 3 含重尾点的分割数据及配准结果

Fig. 3 Registration results of the point set containing

data longer than normal tails

TPS-RPM 无法配准浮动点集, 重尾点被误对齐到
目标点集, 配准误差很大. 配准结果说明, Dirichlet-
TMM 配准算法在配准过程中利用了相邻点的空

间信息, 提高了抗重尾点干扰能力. 图 4∼ 6 分别
是 Dirichlet-TMM、GMM-CPD 和 TPS-RPM 的

迭代过程.

(a) 迭代 10 次

(a) 10 iteration

(b) 迭代 20 次

(b) 20 iteration

(c) 迭代 30 次

(c) 30 iteration

(d) 迭代 40 次

(d) 40 iteration

(e) 迭代 50 次

(e) 50 iteration

(f) 迭代 60 次

(f) 60 iteration

图 4 Dirichlet-TMM 的迭代过程

Fig. 4 Iteration of Dirichlet-TMM

3.1.3 含外点的点集配准

由于图像噪声等因素, 分割或特征提取后的
点集往往还存在异常点. 为验证存在异常点时

Dirichlet-TMM 的鲁棒性和精度, 参考点集和浮
动点集中加入均匀分布和高斯分布的异常点. 图
7 (a) 所示为加入 100 个均匀分布异常点的参考点
集和浮动点集. 图 7 (b)∼ 7 (d) 分别为 Dirichlet-
TMM、GMM-CPD 和 TPS-RPM 的配准结果, 配
准参数取值为 β = 2, λ = 0.6, ω = 0.47. Dirichlet-
TMM配准后,浮动点对齐到了参考点;重尾点集 1、
5、8和 9基本没有移动;重尾点集 2、3、4、6和 7虽
有移动, 但是都没有对齐到目标点; 重尾点集 10 误
对齐到了目标点边缘 (图 7 (b)中箭头所示). GMM-
CPD 配准后, 重尾点集 1 和 10 被误配准到了脑脊
液边缘点上 (图 7 (c) 中箭头 a 所示); 右下角的浮动
点没有对齐 (图 7 (c)中箭头 b所示). TPS-RPM配
准后, 外点影响了TPS参数化形变场的准确性,使得
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(a) 迭代 10 次

(a) 10 iteration

(b) 迭代 20 次

(b) 20 iteration

(c) 迭代 30 次

(c) 30 iteration

(d) 迭代 40 次

(d) 40 iteration

(e) 迭代 50 次

(e) 50 iteration

(f) 迭代 60 次

(f) 60 iteration

图 5 GMM-CPD 的迭代过程

Fig. 5 Iteration of GMM-CPD

(a) 迭代 10 次

(a) 10 iteration

(b) 迭代 20 次

(b) 20 iteration

(c) 迭代 30 次

(c) 30 iteration

(d) 迭代 40 次

(d) 40 iteration

(e) 迭代 50 次

(e) 50 iteration

(f) 迭代 60 次

(f) 60 iteration

图 6 TPS-RPM 的迭代过程

Fig. 6 Iteration of TPS-RPM

(a) 配准前

(a) Data before registration

(b) Dirichlet-TMM

(b) Dirichlet-TMM

(c) GMM-CPD

(c) GMM-CPD

(d) TPS-RPM

(d) TPS-RPM

图 7 含均匀分布异常点的配准结果

Fig. 7 Registration results of the data containing

uniform outliers

浮动点集不能对齐到参考点集.
图 8 (a) 所示为加入 150 个高斯分布异常点后

的参考点集和浮动点集, 高斯分布标准差 σx = σy

= 1.5. 图 8 (b)∼ 8 (d) 所示为 Dirichlet-TMM、
GMM-CPD 和 TPS-RPM 的配准结果, 配准参数
取值为 β = 2, λ = 0.6, ω = 0.54. Dirichlet-TMM
配准后, 浮动点对齐参考点, 各重尾点集未误对齐到
目标点集. GMM-CPD 配准后, 重尾点集 1 和 10
被误配准到了目标点边缘 (图 8 (c) 中箭头 a 所示);
大量浮动点被误对齐到参考点集中部 (图 8 (c) 中箭

(a) 配准前

(a) Data before registration

(b) Dirichlet-TMM

(b) Dirichlet-TMM

(c) GMM-CPD

(c) GMM-CPD

(d) TPS-RPM

(d) TPS-RPM

图 8 含高斯分布异常点的配准结果

Fig. 8 Registration results of the data containing

Gaussian outliers
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头 b 所示) 且边缘部分 (图 8 (c) 中方框所示) 无浮
动点分布. TPS-RPM 无法对齐浮动点, 并且重尾点
集 1 被误对齐到了目标点集附近.
图 9 所示为含有外点时 Dirichlet-TMM、

GMM-CPD 和 TPS-RPM 的配准误差. 图 9 (a)
为加入不同数量均匀分布异常点的配准误差; 图
9 (b) 为加入不同标准差的高斯分布异常点的配准
误差, 数量为 150. 图 9 (a) 所示, 当异常点数量等
于零, 即点集中只含有重尾点时, Dirichlet-TMM
的误差略小于 GMM, TPS-RPM 的误差约为前两

者的 1.5 倍. 当异常点数量增加时, TPS-RPM 和

GMM-CPD的误差迅速增大, Dirichlet-TMM的误
差增速最慢. 当异常点数量小于 200 时, Dirichlet-
TMM 的误差基本保持不变. 图 9 (b) 所示, 当 σ 增

加时, TPS-RPM 的配准误差迅速增加, Dirichlet-

(a) 含均匀分布异常点的点集配准误差
(a) Registration error of the data containing

uniform outliers

(b) 含高斯分布异常点的点集配准误差
(b) Registration error of the data containing

Gaussian outliers

图 9 加入异常点后的配准误差

Fig. 9 Registration errors of the data containing outliers

TMM的误差增速略小于GMM-CPD.由图 9可知,
Dirichlet-TMM比TPS-RPM和GMM-CPD具有
更好的抗异常点干扰能力, 表现出良好的鲁棒性.

3.2 三维点集配准

3.2.1 理想三维点集配准

图 10 (a) 所示三维人脸特征点集、参考点集和
浮动点集都含有 392 个点. 图 10 (b)∼ 10 (d) 分别
是 Dirichlet-TMM、GMM-CPD 和 TPS-RPM 的

配准结果, 配准参数取值为 β = 2, λ = 2.3, ω =
0.04. 三种算法都的配准结果都很理想.

(a) 配准前

(a) Data before registration

(b) Dirichlet-TMM

(b) Dirichlet-TMM

(c) GMM-CPD

(c) GMM-CPD

(d) TPS-RPM

(d) TPS-RPM

图 10 三维人脸特征点配准

Fig. 10 Registration of 3D face points

3.2.2 含异常点的三维点集配准

图 11 (a) 是含 100 个均匀分布异常点的三维
人脸特征点集. 图 11 (b)∼ 11 (d) 分别是 Dirichlet-
TMM、GMM-CPD 和 TPS-RPM 的配准结果, 配
准参数取值为 β = 2, λ = 2.3, ω = 0.43. Dirichlet-
TMM 配准后, 浮动点集出现了配准误差, 但仍旧较
好地对齐了 “眼”、“鼻” 和 “嘴” 等特征点密集区域.
GMM-CPD 配准后, “眼”、“鼻” 和 “嘴” 等特征点
密集区域的浮动点集对齐到了参考点, 但是整体结
果略差于Dirichlet-TMM. TPS-RPM配准后,异常
点影响 TPS 参数化形变场, 点集在 “鼻” 区域出现
了配准误差 (图 11 (d) 中箭头所示). 图 12 (a) 为含
150个高斯分布异常点的三维人脸特征点集,高斯分
布的标准差 σx = σy = 1.5. 图 12 (b)∼ 12 (d) 分别
是 Dirichlet-TMM、GMM-CPD 和 TPS-RPM 的

配准结果, 配准参数取值为 β = 2, λ = 2.3, ω =
0.49. Dirichlet-TMM 基本配准了人脸的主要特征

区域. GMM-CPD 配准后, 在 “眼”、“鼻” 区域出现
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了配准误差. TPS-RPM 配准后, 浮动点集在 “嘴”
和 “鼻” 区域出现了明显的配准误差 (图 12 (d) 箭头
所示), 且整体误差较大.

(a) 配准前

(a) Data before registration

(b) Dirichlet-TMM

(b) Dirichlet-TMM

(c) GMM-CPD

(c) GMM-CPD

(d) TPS-RPM

(d) TPS-RPM

图 11 含均匀分布异常点的三维人脸特征点配准

Fig. 11 Registration of 3D face points containing

uniform outliers

(a) 配准前

(a) Data before registration

(b) Dirichlet-TMM

(b) Dirichlet-TMM

(c) GMM-CPD

(c) GMM-CPD

(d) TPS-RPM

(d) TPS-RPM

图 12 含高斯分布异常点的三维人脸特征点配准

Fig. 12 Registration of 3D face points containing

Gaussian outliers

图 13 (a) 是加入不同数量均匀分布异常点的配
准误差; 图 13 (b) 是加入不同标准差的高斯分布异
常点的配准误差, 数量为 150. 在图 13 (a) 中, 无
异常点时, Dirichlet-TMM、GMM-CPD 和 TPS-
RPM 的误差都较小. 当异常点数量增加后, 三种
算法的误差都有所增加, 但是 Dirichlet-TMM 的误

差增速最小. 在图 13 (b) 中, 当高斯分布的 σ 较小

时, Dirichlet-TMM 的误差最小, TPS-RPM 误差

次之, GMM-CPD 的误差略大于 TPS-RPM; 当 σ

增加时, 即异常点的分布范围扩大, Dirichlet-TMM
的误差增速最小, TPS-RPM 的误差增速最大. 由
图 13 可知, Dirichlet-TMM抗异常点干扰能力优于
GMM-CPD 和 TPS-RPM.

(a) 含均匀分布异常点的点集配准误差
(a) Registration error of the data containing

uniform outliers

(b) 含高斯分布异常点的点集配准误差
(b) Registration error of the data containing

Gaussian outliers

图 13 含异常点的三维数据配准误

Fig. 13 Registration error of the data containing outliers

4 结论

EM 算法的M-step 计算 GMM 配准参数实质
是使用最小二乘法拟合参数. 因此, 一定数量的外
点会导致最小二乘法估计误差. 为了拟合外点分布,
GMM 中需要加上表征外点的附加项, 外点数量水
平估计误差会影响配准结果. t 分布具有比高斯分布
更厚的尾部, 因此具有更好的抗外点干扰能力. 为了
进一步提高 TMM 抗外点干扰能力, 引入含局部空
间约束的 Dirichlet 分布作为先验权重来识别外点,
利用点集邻域空间信息减少外点对配准结果的影响,
进一步提高了 TMM 的鲁棒性. 在 Dirichlet 分布
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中, 取代 αmn, 避免了在 EM 算法中使用最小二乘

法, 减小了外点对配准结果的影响. 通过计算浮动点
集各个点的自由度 γ, 自适应地改变每个点的概率
密度分布函数, 避免了 GMM-CPD 中外点数量水
平估计误差影响配准结果. EM 算法通过最大化似

然函数的条件期望求得除和 γ 以外参数的闭合解.
实验表明, 相比于 GMM-CPD 和 TPS-RPM 算法,
Dirichlet-TMM 配准算法具有配准误差小、鲁棒性
好、抗外点干扰能力强等优点.

附录

M-step 中引入正则项后主要影响参数 yyym 和 σ2, 其收

敛性证明如下.

证明.

yyy(k+1) = yyy(k) + GW

所以残差

dddk+1
= yyyk+1 − yyyk = GW

根据式 (23), 有:

ddd(k+1)
yyym

=

M∑
m=1

Gmm

N∑
n=1

p
(k)
mnu

(k)
mn(xxxn − yyy(k)

m )

Gmm

N∑
n=1

p
(k)
mnu

(k)
mn + λ(σ2)(k)

(A1)

同理可得:

ddd(k)
yyym

=

M∑
m=1

Gmm

N∑
n=1

p
(k−1)
mn u

(k−1)
mn (xxxn − yyy(k−1)

m )

Gmm

N∑
n=1

p
(k−1)
mn u

(k−1)
mn + λ(σ2)(k−1)

(A2)

若
ddd(k+1)

m

ddd(k)
m

< 1

则可证明 yyym 的位移量收敛. 令

W (k)
yyym

=

N∑
n=1

p
(k)
mnu

(k)
mn(xxxn − yyy(k)

m )

Gmm

N∑
n=1

p
(k)
mnu

(k)
mn + λ(σ2)(k)

W (k−1)
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=

N∑
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p
(k−1)
mn u

(k−1)
mn (xxxn − yyy(k−1)

m )

Gmm

N∑
n=1

p
(k−1)
mn u

(k−1)
mn + λ(σ2)(k−1)

因此式 (A1) 和式 (A2) 分别可写为

ddd(k+1)
m =

M∑
m=1

GmmW (k)
yyym

(A3)

ddd(k)
m =

M∑
m=1

GmmW (k−1)
yyym

(A4)

由式 (A3) 和式 (A4), 可得:

W (k)
m < W (k−1)

m ⇒ ddd(k+1)
m < ddd(k)

m (A5)

即

W (k)
m < W (k−1)

m

是

ddd(k+1)
m < ddd(k)

m

的充分条件. 有

W
(k)
m

W
(k−1)
m

=

N∑
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p
(k)
mnu

(k)
mn(xxxn − yyy(k)

m )

Gmm

N∑
n=1

p
(k)
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(k)
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×

Gmm

N∑
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p
(k−1)
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(k−1)
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(k−1)

N∑
n=1

p
(k−1)
mn u

(k−1)
mn (xxxn − yyy

(k−1)
m )

(A6)

当 λ = 0 时, Dirichlet-TMM 退化为无正则项的 EM 算法.

由文献 [31] 可知, 无正则项的 EM 算法收敛. 因此, 当 λ = 0

时 yyym 的位移量收敛. 因此有

N∑
n=1

p
(k)
mnu

(k)
mn(xxxn − y

(k)
m )

N∑
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mn u
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mn

< 1

(A7)

由函数连续性, 可得: ∃λ ∈ (0, δ), 使得:

W
(k)
m

W
(k−1)
m

=

N∑
n=1

p
(k)
mnu

(k)
mn(xxxn − yyy(k)
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p
(k)
mnu

(k)
mn + λ(σ2)(k)

< 1 (A8)

因此由式 (A5), 可得:

ddd(k+1)
m < ddd(k)

m

式 (A8) 说明 λ 取值在一定范围内时, yyym 的位移量是收敛

的.
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由式 (24), 可得:
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又因为
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所以令
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因为参数 D, p
(k+1)
mn , u

(k+1)
mn 和

(
σ2

)(k)
都大于零, 所以

d
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, Λ 可改写为
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将式 (16) 代入式 (A12) 可得:
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因此, P
(k)

σ2 < 0, 由文献 [31] 可得, σ2 收敛. 至此, yyym 的位移

量和 σ2 的收敛性得证. ¤
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