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基于HEIV模型的摄像机一维标定

王 亮 1 段福庆 2 吕 科 3

摘 要 多摄像机系统广泛应用于文化创意产业,其高精度标定是迫切需要解决的一个关键问题.新近出现的摄像机一维标定

方法能够克服标定物自身遮挡, 特别适合标定多摄像机系统. 然而, 现有的摄像机一维标定研究主要集中在降低一维标定物的

运动约束, 而标定精度较低的问题未受到应有的关注. 本文提出一种基于变量含异质噪声 (Heteroscedastic error-in-variables,

HEIV) 模型的高精度摄像机一维标定方法. 首先, 推导出摄像机一维标定的计算模型; 其次, 利用该计算模型详细分析了一

维标定中的噪声, 得出摄像机一维标定可以视为一个 HEIV 问题的结论; 最后给出了基于 HEIV 模型的摄像机一维标定算法.

与现有的算法相比, 该方法可以显著改善一维标定的精度, 并且受初始值影响小, 收敛速度快. 实验结果验证了该方法的正确

性和可行性.
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Camera Calibration with One-dimensional Objects Based on the Heteroscedastic

Error-in-variables Model

WANG Liang1 DUAN Fu-Qing2 LV Ke3

Abstract Accurate camera calibration is a pre-requirement for widespread applications of the multi-camera system in

cultural and creative industry. The newly emerging one-dimensional calibration is very suitable for multi-camera systems

since one-dimensional objects are out of self-occlusions. However, the progress in one-dimensional calibration mainly

focuses on reducing restrictions on the movement of one-dimensional objects, and the calibration accuracy still needs to

be improved. In this paper, an accurate algorithm for one-dimensional calibration based on the heteroscedastic error-in-

variables (HEIV) model is proposed. Firstly, a computational model of one-dimensional calibration is derived. Secondly,

noises in one-dimensional calibration are analyzed in detail using this computational model, and we draw a conclusion

that one-dimensional calibration can be seen as an HEIV problem. Finally, the proposed algorithm is elaborated. This

algorithm has the advantages of high accuracy, rapid convergence and less insensitivity to initial conditions over the exiting

algorithms. Experiments with both synthetic and real image data validate the proposed algorithm.
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随着信息技术的发展, 利用多个摄像机构成的
多摄像机系统获取和处理视觉信息的应用日益增

多, 其中文化创意产业中的影视制作、体育训练比
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赛、基于增强现实的互动游戏以及安防中的视觉

监控等领域已广泛应用多摄像机系统. 这些应用都
涉及到一个关键问题—– 摄像机标定, 即确定摄像
机的参数. 摄像机标定是计算机视觉研究中由二
维 (Two-dimensional, 2D) 图像获取三维 (Three-
dimensional, 3D) 信息不可或缺的重要步骤. 按
照所使用参照物的维数, 摄像机标定方法可以分为
4 类: 三维 [1]、二维 [2−3]、一维 (One-dimensional,
1D)[4] 和零维[5] (Zero-dimensional, 0D) 标定. 其
中 1D标定是一种新出现的标定方法,由于考虑了标
定物上标志点之间的共线性和距离等欧氏信息, 其
在算法稳定性和精度上优于 0D标定. 相对于 2D和
3D 标定方法, 1D 标定方法构建标定物所需的几何
约束缩减为 3个以上的点共线,使得标定物更容易
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构建. 更重要的是, 1D 标定物不存在自身遮挡, 能
同时被多摄像机系统的所有摄像机观测到, 从而可
以实现所有摄像机的同时标定, 避免了 2D、3D 标
定中因标定物存在自身遮挡而只能分组或逐个标定

所带来的标定过程繁琐、累积误差等缺陷. 因而 1D
标定自提出以来就受到广泛关注[6−16]. 现有的绝大
多数 1D 标定研究都在探索如何降低 1D 标定物运
动约束[6−11], 而其标定精度低的问题[14] 未受到应有

的关注.
导致 1D 标定精度较低的一个重要原因是作

为输入的图像坐标包含噪声, 为此 Franca 等[14] 提

出利用 Hartley 的归一化算法[17] 抑制噪声, 改进
1D 标定精度. 事实上, 1D 标定测量矩阵的元素是
测量数据的乘积, 所以测量矩阵的各个元素包含的
噪声不同. 而归一化方法并未充分考虑各个测量数
据特性, 同等对待所有测量矩阵的元素, 因此只能
部分减弱噪声的影响. 数理统计研究中的变量含异
质噪声 (Heteroscedastic error-in-variables, HEIV)
模型, 在处理数据时考虑了各个数据的统计特性并
区别对待, 可以更合理地抑制噪声, 提高计算精度.
因而, HEIV 模型不仅是统计学研究的热点, 在信号
处理、自动控制和计算机视觉等研究领域也广为应

用[18−20]. 为此, 本文重新推导摄像机 1D 标定的计
算模型, 然后利用该模型详细分析了 1D 标定中的
噪声, 进而提出基于 HEIV 模型的高精度 1D 标定
算法. 新提出的算法考虑了测量数据中的噪声, 利用
测量数据的估计值与测量值之间的误差和构造代价

函数, 通过迭代最小化代价函数进行求解, 由于迭代
算法校正测量数据逐步逼近真实值, 因而可以显著
提高标定精度. 此外, HEIV 模型能够分离不感兴趣
的参数, 通过有限几次迭代即可收敛, 大幅降低了计
算量. 实验表明, 该算法的性能不仅显著优于归一化
1D 标定算法, 在一些情况下也明显优于基于捆绑调
整的最优化算法, 能够避免出现后者陷入局部最优
造成较大误差的情形.
本文结构如下: 第 1 节介绍预备知识, 包括

HEIV 模型、摄像机模型和 1D 标定物等; 第 2 节推
导 1D 标定的计算模型, 并利用该计算模型分析 1D
标定中的噪声; 第 3 节给出基于 HEIV 模型的 1D
标定算法; 第 4 节报告模拟数据和真实图像数据实
验; 最后为结论.

1 预备知识

1.1 HEIV模型

HEIV 模型来源于统计学, 用于描述受噪声影
响的系统参数估计问题[20]. 设 uuui ∈ Rs 为对应第 i

次测量的 s 维数据向量, 通常测量数据会受到加性

噪声的影响, 可以表示为:

uuui = uuui + δδδuuui, i = 1, · · · , N (1)

其中 uuui 为测量数据的理想值, 且 uuui ∈ Rs, δδδuuui 为

测量噪声, 且 δδδuuui ∼ GGGI(µ, Cuuui
), 即 δuuui 服从均值为

µ、协方差矩阵为 Cuuui
的一般的独立概率密度分布.

测量数据的理想值 uuui 与待估计参数的理想值 β 间

的约束可用隐函数表达为:

ϕ(uuui,β) = 0, i = 1, · · · , N (2)

其中 ϕ(·) ∈ Rm, β ∈ Rq. 一般来说, 约束方程 (2)
可分解为与测量数据有关的 Φ(uuui) 以及与待估计参
数有关的Θ(β) 两部分[20]:

ϕ(uuui,β) = Φ(uuui)Θ(β) = 0 (3)

其中 Φ(·) ∈ Rm×p, Θ(·) ∈ Rp. 通过上述分解, 一方
面可以将测量数据 uuui 的理想值 (即测量数据的校正
值) uuui 从待估计量中分离出来, 降低问题的复杂度;
另一方面可以将待估计参数 β 参数化为 p 维向量

Θ(β), 便于求解. 由式 (1) 和约束方程 (3) 构成的
模型称为 EIV模型. 在实际应用中, 测量矩阵Φ(uuui)
的噪声不仅与独立同分布的测量噪声 δδδuuui 相关, 还
与数据点 uuui 相关, 使得 Φ(uuui) 各个分量的噪声性质
各不相同, 这类噪声在统计学中被称为异质噪声, 此
时的 EIV 模型称为 HEIV 模型.

与 EIV 模型相比, HEIV 模型假定系统中的噪
声为异质噪声, 更符合实际情况, 因而刻画参数估计
问题时, 更具有针对性.

1.2 摄像机模型

记 3D 空间中的一点为 MMM = [X Y Z]T,
其在 2D 图像平面中的像为 mmm = [u v]T, 对
应的齐次坐标分别为 M̃MM = [X Y Z 1]T 和
m̃mm = [u v 1]T. 利用标准的针孔成像模型, 3D
空间中的点 M̃MM 及其图像点 m̃mm 之间的关系可以描述

为:

αm̃mm = K[R ttt]M̃MM, K =




fu s u0

0 fv v0

0 0 1


 (4)

其中, α 为尺度因子 (3D 点MMM 在摄像机坐标系下

的深度), P = K[R ttt] 为摄像机矩阵, R 和 ttt 分别

为世界坐标系和摄像机坐标系之间的旋转矩阵和平

移向量, K 为摄像机内参数矩阵, fu、fv 分别为以

图像 u、v 轴的单位长度表示的摄像机焦距, s 为倾

斜因子, 用以描述 CCD 摄像机数字离散化后的像
素倾斜, [u0, v0] 为主点坐标. 不失一般性, 假定摄像
机坐标系与世界坐标系重合, 即式 (4) 中 R = I3,
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ttt = 0003×1, 其中 In 为 n×n 单位阵. 则式 (4) 可表示
为:

αm̃mm = KMMM (5)

1.3 1D标定物

如图 1所示,假定 1D标定物包含共线的 3个标
志点AAA, BBB, CCC,且满足 ‖AAA−CCC‖ = L, ‖BBB−C‖ = L1.
本文只考虑由 3 个共线点构成 1D 标定物这一最小
配置, 但相关结论可以扩展到由 4 个或更多共线点
构成 1D 标定物的情形. 固定点 AAA, 令标定物绕点
AAA 旋转 N 次. 点 AAA 的 3D 坐标记为 AAA0, 点 BBB 和

点CCC 在第 i 次旋转后的 3D 坐标分别记为BBBi 和CCCi

(i = 0, 1, · · · , N), 其中 BBB0 和 CCC0 为 1D 标定物在
初始位置时标志点 BBB 和 CCC 的坐标. 利用式 (5), 在
图像中可得到 1D 标定物标志点对应的图像坐标 aaa0,
bbbi 和 ccci.

图 1 1D 标定示意图

Fig. 1 Illustration of 1D calibration

2 1D标定的约束方程及噪声

2.1 1D标定的约束方程

在 1D 标定物经过第 i 次旋转后, 其标志点的
3D 坐标AAA0, BBBi 及CCCi 满足:

BBBi = λ1AAA0 + λ2CCCi (6)

其中, λ1 = (L − L1)/L, λ2 = L1/L. 由式 (5), 3D
点AAA0, BBBi, CCCi 与对应的 2D 点 aaa0, bbbi, ccci 满足:

sa
0ãaa0 = KAAA0, sb

ib̃bbi = KBBBi, sc
i c̃cci = KCCCi (7)

将式 (6) 代入 sb
ib̃bbi = KBBBi, 根据式 (7) 有:

sb
ib̃bbi = λ1s

a
0ãaa0 + λ2s

c
i c̃cci (8)

在式 (8) 等号两端分别叉乘 b̃bbi, 整理后得:

sc
i = sa

0s
′c
i (9)

其中, s′ci 为CCCi 关于AAA0 的相对深度:

s′ci = −λ1(b̃bbi×c̃cci)T(b̃bbi×ãaa0)

λ2(b̃bbi×c̃cci)T(b̃bbi×c̃cci)
(10)

1D 标定物上的标志点AAA, CCC 间的 3D 距离可以
表示为如下约束:

L = ‖CCCi −AAA0‖ = ‖K−1(sc
i c̃cci − sa

0ãaa0)‖ (11)

令 ω = (sa
0)

2K−TK−1, 则式 (11) 可以表示为:

(s′ci c̃cci − ãaa0)Tω(s′ci c̃cci − ãaa0) = L2 (12)

进而改写为矩阵 –向量形式:

FFFT
i β = L2 (13)

其中,

FFF i = [f2
i1 2fi1fi2 2fi1fi3 f2

i2 2fi2fi3 f2
i3]

T (14)

fff i = [fi1 fi2 fi3]T = s′ci c̃cci − ãaa0 (15)

β = [ω11 ω12 ω13 ω22 ω23 ω33]T (16)

其中, ωij 为矩阵 ω 的第 i 行第 j 列元素, fik 表示

fff i 的第 k 个元素. 若 1D 标定物绕固定点AAA 转动N

次, 则 β 可以利用最小二乘方法求解下式得到:

FTβ = LLL (17)

其中, 测量矩阵 F = [FFF 0 FFF 1 · · · FFF N ]T ∈ R(N+1)×6,
LLL = [L2 L2 · · · L2]T ∈ R(N+1).

根据式 (16) 可由求得的 β 表示出对称矩阵 ω,
利用 Cholesky 分解可进一步计算出 sa

0K
−1, 经简单

的矩阵运算最终可以求得参数 K, 实现摄像机 1D
标定.

2.2 1D标定中的噪声

令 ω′ = K−TK−1, 式 (11) 还可以表示为:

(sa
0)

2(s′ci c̃cci − ãaa0)Tω′(s′ci c̃cci − ãaa0) = L2 (18)

该约束可以改写为如下形式:

ϕ(uuui,β,α) = FFFT
i β + α = ΦΘ = 0 (19)

其中, uuui = [a01 a02 bi1 bi2 ci1 ci2]T 为测量数据, 是
由 1D 标定物第 i 次转动后标志点AAA0、BBBi 和CCCi 的

图像点像素坐标 aaa0、bbbi 和 ccci 的坐标分量构成的, FFF i

和 β 的形式分别如式 (14)、(16) 所示, 但此处 β 与

式 (16) 相差一个尺度因子 (sa
0)

2, 式 (19) 中的截距
α = [−L2/(sa

0)
2 − L2/(sa

0)
2 · · · − L2/(sa

0)
2]T 包

含点 AAA0 的深度值 sa
0, 且有 Φ = Φ(uuui) = [FFFT

i 1],
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Θ = Θ(β) = [βT − L2/(sa
0)

2]T. 在实际应用中,
1D 标定物标志点图像坐标的测量值不可避免地包
含噪声, 通常假定为零均值独立同分布高斯噪声, 即

uuui = uuui + δδδuuui, δδδuuui∼G(000, σ2I6) (20)

其中, G(000, σ2I6) 表示均值为 0 协方差矩阵为 σ2I6

的高斯噪声.
在式 (19) 中, 尽管 1D 标定的约束方程是关于

参数 β 的线性方程, 但是测量矩阵的各个元素 (见
式 (14)) 却是标志点的图像坐标分量测量数据的乘、
除、加等组合运算的结果. 这使得测量噪声对估计参
数的影响变得复杂. 根据 Taylor 展开公式, 在忽略
高阶无穷小分量的情况下, 测量矩阵 F 对应 1D 标
定物第 i 次运动的分量 FFF i 的第 k 个元素 FFF

(k)
i 在其

真实值 FFF
(k)

i 的邻域内满足下式:

FFF
(k)
i = FFF

(k)

i + δδδFFF
(k)
i =

FFF
(k)

i +

(
∂FFF

(k)

i

∂uuui

)T

δδδuuui +
1
2
δδδuuuT

i H
k

i δδδuuui (21)

其中, H
k

i 为 FFF
(k)
i (uuui) 在 uuui 处的 Hessian 矩阵. 由

式 (21) 可知, 噪声 δδδFFF
(k)
i 的均值在二阶近似的意义

下为:

µ
(k)
i =

1
2
tr[Cuuui

H
k

i ] (22)

方差在一阶近似的意义下为:

C
FFF

(k)
i

=

(
∂FFF

(k)
i

∂uuui

)T

Cuuui

∂FFF
(k)
i

∂uuui

(23)

具体推导过程见附录 A1. 由式 (20) 可知, 测量数据
uuui 的方差矩阵 Cuuui

= σ2I6, 则式 (14) 中 FFF i 第 k 个

元素 FFF
(k)
i 的误差 δδδFFF

(k)
i 的均值 µ

FFF
(k)
i
和方差 CCC

FFF
(k)
i

为:

µ
FFF

(k)
i

=
σ2

2
tr[H

k

i ] (24)

C
FFF

(k)
i

= σ2

(
∂FFF

(k)
i

∂uuui

)T

∂FFF
(k)
i

∂uuui

(25)

根据式 (10)、(14) 和 (15) 可将式 (24) 和 (25) 显
式表示出来, 由这些表达式可知均值 µ

FFF
(k)
i
和方差

C
FFF

(k)
i
不仅与测量噪声 δuuui 的统计特性相关, 还与测

量值 uuui 相关, 即 FFF i 的误差 δFFF i 是与图像点像素坐

标相关的异质噪声. 因而摄像机 1D 标定对应的估
计问题可以视为一个 HEIV 问题.

3 基于HEIV模型的 1D标定算法

HEIV模型认为所有的变量都受到噪声影响,利
用非线性优化方法求解摄像机 1D 标定这一 HEIV
问题时, 不仅要优化待估计的摄像机参数, 而且要优
化对应测量值的图像坐标. 优化图像坐标可以通过
最小化图像坐标的测量值与估计值之间的误差来实

现. 由于Mahalanobis 距离是一种统计意义上的距
离度量, 能够充分考虑图像噪声的分布特征, 因而采
用Mahalanobis 距离来度量两者之间的误差[20], 即:

J =
1
2

N∑
i=1

(uuui − ûuui)TC−
uuui

(uuui − ûuui) (26)

考虑到约束条件 (19), 通过引入 Lagrangian 乘子
ηi, 则待估计参数 Θ̂ 可通过最小化下述代价函数得
到:

Js = J +
N∑

i=1

ηiϕ(ûuui, β̂,α) (27)

则最优值应满足:
∂Js

∂ûuui

= 0 (28)

∂Js

∂Θ̂
= 0 (29)

由式 (28)可得, C−
uuui

(uuui−ûuui) = ∂ϕ(ûuui,β̂,α)

∂ûuui
ηi, 即:

ûuui = uuui − Cuuui

∂ϕ(ûuui, β̂,α)
∂ûuui

ηi (30)

在忽略二阶以上的无穷小项的情况下, ϕ(ûuui, β̂,α)
在 uuui 的邻域内可以表示为:

ϕ(ûuui, β̂,α) = ϕ(uuui, β̂,α) +
∂ϕ(uuui, β̂,α)

∂ûuui

(ûuui − uuui)

(31)

由式 (19)、(30) 和 (31) 知, Lagrangian 乘子 ηi 为:

ηi = C+
ϕ ϕ(uuui, β̂,α) (32)

其中, Cϕϕϕ = (∂ϕϕϕ(uuui,β̂,α)

∂ûuui
)TCuuui

∂ϕϕϕ(uuui,β̂,α)

∂ûuui
, (·)+ 为伪逆.

对式 (29) 进行类似处理, 整理后得:

∂Js

∂Θ̂
=

N∑
i=1

∂ϕϕϕ(ûuui, β̂,α)
∂ûuui

ηi = (SΘ − CΘ)Θ = 0

(33)

其中, 散布矩阵:

SΘ =
N∑

i=1

ΦTC+
ϕϕϕ(uuui)

Φ (34)
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加权协方差矩阵

CΘ =
N∑

i=1

(ηT
i ⊗I7)Cφ(uuui)(η

T
i ⊗I7) (35)

其中, φ(uuui) = vec(Φ(uuui))T 表示由矩阵 Φ(uuui) 按列
依次列写生成的行向量, Cφ(uuui) 为 φ(uuui) 的协方差
矩阵, 其子块可根据式 (25) 计算, 二元算子 ⊗ 表示
求 Kronecker 积. 式 (32) 和 (33) 的推导见附录A2,
A3.
综上, 1D 标定可由如下算法进行求解:
算法 1. 基于 HEIV 模型的 1D 标定算法
步骤 1. 利用 Zhang 的 1D 标定算法[4] 或归

一化线性算法[14] 求解摄像机参数, 构造算法中的
Θ、FFF i、Cφ(uuui) 等参数的初始值.
步骤 2. 由式 (34) 和 (35) 计算参数Θ 的散布

矩阵 SΘ 及加权协方差矩阵 CΘ, 构建广义特征值问
题:

SΘΘ = λCΘΘ (36)

步骤 3. 更新参数. 通过求解式 (36) 计算新的
Θ, 利用式 (19) 更新截距 α, 利用式 (30) 更新测量
数据 uuui 的估计值, 利用式 (14) 重新计算 FFF i 及其统

计值.
步骤 4. 跳转到步骤 2, 重复步骤 2∼ 4, 直至式

(36) 的最小特征值 λ = 1.
步骤 5. 利用估计的 Θ 计算 ω′, 再经过

Cholesky 分解可得到待求的摄像机内参数矩阵K.

4 实验

为验证本文提出的基于 HEIV 模型的 1D 标
定算法 (HEIV1D), 我们进行了大量的模拟数据和
真实图像数据实验. 为进行对比, 利用归一化的
1D 标定算法 (Normalized linear 1D, NL1D) 以
及以 NL1D 算法的结果作初值, 利用 Levenberg-
Marquardt 算法进行非线性优化的捆绑调整算法
(Bundle adjustment-based 1D, BA1D) 估计摄像
机的参数. 这里报告其中一组模拟数据和真实图像
数据实验.

4.1 模拟实验

在本组实验中, 模拟的摄像机内参数为 fu =
fv = 500, s = 0, u0 = v0 = 512. 1D 标定物
上 3 个标志点相邻 2 个之间的距离为 10 个度量
单位. 在初始位置, 3 个标志点的 3D 坐标分别
为 AAA0 = [0 0 25]T, BBB0 = [5

√
2 0 25 + 5

√
2]T 和

CCC0 = [10
√

2 0 25+10
√

2]T. 令 1D标定物绕固定点
AAA 转动N 次, 可以得到 3 个标志点对应的 (2N +3)
个 3D 空间点 (包含初始位置共 (N + 1) 个位姿且

AAA 固定). 假定摄像机坐标系与世界坐标系重合, 则
标志点的图像坐标可由式 (5) 求得.

在得到的标志点的图像坐标上叠加均值为 0 方
差为 σ2 的高斯噪声, 且噪声等级 σ 以 0.15 个像素
的步长从 0 变化到 1.5 个像素. 为提供统计意义的
估计结果, 在每个噪声等级下, 进行 1 000 次实验.
利用提出的算法估计摄像机的内参数, 统计估计值
与真实值的均方根误差. 为进行对比, 同时也利用
NL1D 算法以及 BA1D 算法进行求解. 实验结果
的误差随噪声变化曲线如图 2 所示, 其中图 2 (a)
和 (b) 对应 HEIV1D, 图 2 (c) 和 (d) 对应 NL1D,
图 2 (e) 和 (f) 对应 BA1D, 每种方法的 2 幅图分
别为标定物转动 10 次和 20 次的结果. 可以看出
HEIV1D 标定算法的性能始终优于 NL1D 标定算
法; 在噪声较小、测量数据较少的情况下, 其性能与
BA1D 算法相近; 但 BA1D 算法随噪声增大、测量
数据增多会出现陷入局部最优造成较大误差的情况,
如图 2 (e) 和 (f) 所示; 而 HEIV1D 算法的性能较稳
定, 其误差随噪声增大、测量数据增多稳定地增加.

为了进一步评价算法, 在这组仿真实验中利用
HEIV1D、NL1D 和 BA1D 估计的内参数 K 计算

对应的绝对二次曲线的像 (Image of the absolute
conic, IAC) K−TK−1, 统计其与理论值的差, 并与
各个噪声等级下的KCR (Kanatani-cramer-rao) 下
限[21] 进行比较, 结果如图 3 所示. HEIV1D 算法
的性能显著优于 NL1D, 当噪声较小时, BA1D 性
能略优于 HEIV1D; 但随噪声增大和测量数据增多,
BA1D 容易陷入局部最优造成较大误差的情况会
导致其性能严重下降; 而 HEIV1D 与各个噪声等
级下的误差下限——KCR 相差较小, 具有较好的
性能. 此外如式 (33) 所示, HEIV 模型将不感兴趣
的参数分离而只求解待估计参数, 因而在某种意义
下 HEIV 模型的维数和求解过程与测量数据的个数
无关[20], 这一特点为测量数据有限或测量次数受限
的情况下标定摄像机提供便利, 同时使得 HEIV1D
标定算法收敛速度较快, 通常 3∼ 4 次迭代即可
收敛.

4.2 真实图像实验

真实图像实验中, 以塑料圆珠作为标志点, 用 3
个塑料圆珠串在一根钢棍上制作了一个简易的 1D
标定物, 且相邻两个标志点之间的距离为 15 厘米,
如图 4 所示. 固定其中一个标志点, 令 1D 标定物
绕该点转动 15 次, 然后利用图像处理技术从采集
的图像中测量标志点的图像坐标, 再利用 NL1D 算
法、BA1D 算法以及提出的 HEIV1D 算法标定摄像
机, 其中 HEIV1D 算法假定式 (20) 中的 σ 取值为

0.5 像素. 为了评价算法的性能, 利用摄像机拍摄 2D
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标定物在不同位姿下的 16 幅图像 (图 5 给出了其中
一幅), 根据 Zhang 的 2D 标定方法[2] 对摄像机进行

2D 标定, 将标定结果作为摄像机参数的真实值. 实

验结果如表 1 所示, 从表中可以看出 HEIV1D 的性
能优于 NL1D, 与 BA1D 性能相近, 且与 BA1D 都
接近 2D 标定的结果.

图 2 模拟 1D 标定实验中误差随噪声变化曲线

Fig. 2 Errors varing with respect to noise in the simulated 1D calibration experiment
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图 3 模拟实验中估计的绝对二次曲线的像的误差及其理论值 KCR 下限随噪声变化曲线

(当 BA1D 的误差大于对应 KCR 误差值的 50 倍时对其进行了截断)

Fig. 3 Errors of estimated IAC and their corresponding KCR lower bound in simulated experiments

(BA1D curves are truncated when its errors are greater than 50 times of the corresponding KCR value.)

图 4 1D 标定真实图像实验中的一幅图像

Fig. 4 One image used in 1D real image data experiments

图 5 2D 标定真实图像实验中的一幅图像

Fig. 5 One image used in 2D real image data experiments

表 1 真实图像数据实验标定结果

Table 1 Calibration results using real image data

算法 fu fv s u0 v0

HEIV1D 1 980 1 973 −0.4 799 557

NL1D 1 923 1 938 −1.8 806 552

BA1D 2 034 1 988 1.9 762 537

2D 2 075 2 078 0 757 514

5 结论

摄像机标定是许多计算机视觉应用的基础. 相
对 2D 与 3D 摄像机标定, 1D 标定方法能够克服标
定物自身遮挡, 特别适合标定多摄像机系统. 本文通
过导出摄像机 1D 标定的计算模型, 并利用该计算
模型分析 1D 标定中的噪声, 提出了一种基于 HEIV
模型的高精度摄像机 1D 标定方法. 该算法可以显
著提高摄像机标定的精度, 特别是在测量数据有限
或测量次数受限的情况下. 仿真数据实验和真实图
像实验表明: 该算法的性能不仅显著优于归一化 1D
标定算法, 在一些情况下也明显优于基于捆绑调整
的最优化算法, 能够避免出现后者陷入局部最优造
成较大误差的情形.

附录

A1 测量矩阵的元素所含噪声的均值和方差

在二阶近似的意义下,噪声 δδδFFF
(k)
i 的均值的表达式 (22),
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由式 (21) 推导得出的过程如下:

µ
(k)
i = E{δδδFFF (k)

i } =

E





(
∂FFF

(k)
i

∂uuui

)T

δδδuuui +
1

2
(δδδuuui)

TH
k
i δδδuuui



 =

E





(
∂FFF

(k)
i

∂uuui

)T

δδδuuui



 +

1

2
E{(δδδuuui)

TH
k
i δδδuuui} =

(
∂FFF

(k)
i

∂uuui

)T

E{δδδuuui}+
1

2
E

{
6∑

m=1

6∑
n=1

(δδδuuui)
(m) ×

(δδδuuui)
(n)(H

k
i )(mn)

}
=

(
∂FFF

(k)
i

∂uuui

)T

× 000 +
1

2

6∑
m=1

6∑
n=1

E{(δδδuuui)
(m)×

(δδδuuui)
(n)}(Hk

i )(mn) =

0 +
1

2

6∑
m=1

6∑
n=1

(Cuuui)
(mn)(H

k
i )(mn) =

1

2
tr[CuuuiH

k
i ] (A1)

其中,
∂FFF

(k)
i

∂uuui
, H

k
i 与噪声 δδδuuui 无关, E{( ∂FFF

(k)
i

∂uuui
)T} = (

∂FFF
(k)
i

∂uuui
)T,

E{Hk
i } = H

k
i .

在一阶近似的意义下, 噪声 δδδFFF
(k)
i 的方差 (23), 由式

(21) 推导得出的过程如下:

CCC
FFF

(k)
i

= E{[FFF (k)
i −FFF

(k)
i ][FFF

(k)
i −FFF

(k)
i ]T} =

E








(
∂FFF

(k)
i

∂uuui

)T

δδδuuui







(
∂FFF

(k)
i

∂uuui

)T

δδδuuui]
T



 =

E





(
∂FFF

(k)
i

∂uuui

)T

δδδuuui(δδδuuui)
T ∂FFF

(k)
i

∂uuui



 =

(
∂FFF

(k)
i

∂uuui

)T

E{δδδuuui(δδδuuui)
T}∂FFF

(k)
i

∂uuui
=

(
∂FFF

(k)
i

∂uuui

)T

Cuuui

∂FFF
(k)
i

∂uuui
(A2)

其中, 上式第 2 个等号处用到了 “在一阶近似的意义下”, 即

FFF
(k)
i −FFF

(k)
i = (

∂FFF
(k)
i

∂uuui
)Tδδδuuui.

A2 Lagrangian乘子的求解

ûuui, β̂ 应满足约束方程式 (19), 即:

ϕ(ûuui, β̂, α) = 0.

将上式及式 (30) 得到的 ûuui 代入式 (31) 中, 得

0 = ϕ(uuui, β̂, α) +
∂ϕ(uuui, β̂, α)

∂ûuui
×

(
uuui − Cuuui

∂ϕ(ûuui, β̂, α)

∂ûuui
ηi − uuui

)
(A3)

整理, 得:

0 =ϕ(uuui, β̂, α)− ∂ϕ(uuui, β̂, α)

∂ûuui
Cuuui

∂ϕ(ûuui, β̂, α)

∂ûuui
ηi (A4)

∂ϕ(uuui, β̂, α)

∂ûuui
Cuuui

∂ϕ(ûuui, β̂, α)

∂ûuui
ηi = ϕ(uuui, β̂, α) (A5)

则:

ηi =

(
∂ϕ(uuui, β̂, α)

∂ûuui
Cuuui

∂ϕ(ûuui, β̂, α)

∂ûuui

)+

ϕ(uuui, β̂, α) (A6)

假定 ϕ(ûuui, β̂, α) 的 Jacobian 矩阵 ∂ϕ(ûuui,β̂,α)
∂ûi

在 ûuui 和 uuui 处

取值相差不大, 即:

∂ϕ(uuui, β̂, α)

∂ûuui
≈∂ϕ(ûuui, β̂, α)

∂ûuui

(此处 uuui 应为最终估计值 ûuui 与测量值 (ūuui + δδδuuui) 之间的一

个值, 用于表示迭代计算的中间值), 则有:

ηi =

(
∂ϕ(uuui, β̂, α)

∂ûuui
Cuuui

∂ϕ(uuui, β̂, α)

∂ûuui

)+

ϕ(uuui, β̂, α) (A7)

从而得到式 (32).

A3 代价函数相对估计参数的偏导
式 (29) 可以表示为:

∂Js

∂Θ̂
=

N∑
i=1

∂ϕ(uuui, β̂, α)

∂Θ̂
ηi =

N∑
i=1

ΦTηi =

N∑
i=1

(ηT
i ⊗I7)φ(uuui) = 000 (A8)

其中, φ(uuui) = vec(Φ(uuui))
T, 在一阶近似的意义下, 对于

φ(uuui) 有:

φ(uuui) = φ(ūuui) +
∂φ(uuui)

∂uuui
(uuui − ūuui) (A9)

由式 (30) 知:

uuui = ūuui − Cuuui

∂ϕ(uuui, β̂, α)

∂uuui
ηi

将上式代入式 (A9) 等号右侧, 有:

φ(uuui) = φ(ūuui) +
∂φ(uuui)

∂uuui
(ūuui−

Cuuui

∂ϕ(uuui, β̂, α)

∂uuui
ηi − ūuui) =

φ(ūuui)− ∂φ(uuui)

∂uuui
Cuuui

∂ϕ(uuui, β̂, α)

∂uuui
ηi =
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φ(ūuui)− ∂φ(uuui)

∂uuui
Cuuui

∂φ(uuui)

∂uuui
Θηi =

φ(ūuui)− Cφ(uuui)(ηi⊗I7)Θ (A10)

其中,

Cφ(uuui) =
∂φ(uuui)

∂uuui
Cuuui

∂φ(uuui)

∂uuui

将式 (A10) 代入式 (A8), 则有

∂Js

∂Θ̂
=

N∑
i=1

(ηT
i ⊗I7)φ(uuui) =

N∑
i=1

(ηT
i ⊗I7)φ(ūuui)−

N∑
i=1

[(ηT
i ⊗I7)·Cφ(uuui)(η

T
i ⊗I7)Θ] =

N∑
i=1

ΦTηi −
N∑

i=1

[(ηT
i ⊗I7)Cφ(uuui)(η

T
i ⊗I7)Θ] =

N∑
i=1

ΦTC+
ϕ(uuui)

ΦΘ−

N∑
i=1

[(ηT
i ⊗I7)Cφ(uuui)(η

T
i ⊗I7)Θ] =

(SΘ − CΘ)Θ = 000 (A11)

由此得到式 (33), 且 SΘ 和 CΘ 分别为式 (34)∼ (35).
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