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一种Hammerstein-Wiener系统的递归辨识算法

于 丰 1 毛志忠 1 贾明兴 1 袁 平 1 杨飞生 2

摘 要 针对含有过程噪声的 Hammerstein-Wiener 系统, 本文提出一种递归辨识算法用于系统的在线辨识. 首先使用多项

式函数对系统非线性部分进行严格参数化, 在此基础上以参数误差平方和的期望值最小为目标函数, 推导出参数估计的递归

更新公式, 避免了过程噪声对辨识结果的影响. 通过对算法进行深入分析, 得到参数一致收敛的条件, 并给出算法中重要系数

的设定方法, 使参数收敛域得到扩大. 与传统两阶段法的数值仿真比较验证了该方法的优越性.
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Recursive Identification Method for a Class of Hammerstein-Wiener Systems

YU Feng1 MAO Zhi-Zhong1 JIA Ming-Xing1 YUAN Ping1 YANG Fei-Sheng2

Abstract A recursive algorithm is presented to identify the Hammerstein-Wiener system with process noise. Based on

parameterizing the nonlinear parts of system using polynomial functions strictly, the optimal recursive update formulas

are derived in a sense that the expectation of the sum of square of parameter errors is minimized, which avoids the

interference of noise. Uniform convergence conditions together with a coefficient setting method, which expands the

convergence domain, are given by means of analyzing the algorithm deeply. Simulation results validate the advantage of

this algorithm over the two-stage algorithm.
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许多非线性系统可以表示为线性动态模块与非

线性静态模块相串联的形式, 这类系统通称为块状
系统. 根据各模块串联顺序的不同, 可以分为四种
不同形式的模型. 其中, 由非线性静态模块串联线
性动态模块组成的系统称为 Hammerstein 系统 (H
系统); 由线性动态模块串联非线性静态模块组成的
系统则称为Wiener 系统 (W 系统). 这两种系统相
组合可以得到 Hammerstein-Wiener 系统 (H-W 系

统)以及Wiener-Hammerstein系统 (W-H系统)[1].
对于块状系统的辨识算法研究, 已经得到许多

成果, 其中对于 H 系统及 W-H 系统的研究较为
成熟[2−7]; 对于 W 系统辨识方法的研究则相对不
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足[8−10], 这主要由于缺乏有效表示输出非线性的方
法[11]; 而对于模型结构进一步复杂的 H-W 系统,
现有的研究成果更为稀少, 其中最有代表性的是文
献 [12] 提出的两阶段辨识法, 该方法将输入非线
性、输出非线性逆表示成多项式函数, 第一阶段通过
最小二乘法 (Least square, LS) 得到原系统参数乘
积项; 第二阶段使用奇异值分解法 (Singular value
decomposition, SVD) 分离线性部分与非线性部分
参数. 根据其作者所述, 这类方法的缺陷在于文献
中式 (1) 是对 H-W 系统的近似参数化表示, 它忽略
了输出非线性逆多项式函数在 t 时刻的高次项; 同
时当噪声作用于系统时, 前一阶段 LS 的辨识误差会
导致第二阶段 SVD 的结果偏离真值. 在线辨识过程
中, 这种估计误差表现得更为明显. 文献 [13−15] 在
两阶段辨识法的基础上提出了改进方法, 但仍没有
从本质上解决该方法的不足. 文献 [11] 在文献 [12]
的基础上提出了用于在线辨识的盲方法, 其特殊的
采样方式限制了算法的应用. 文献 [16] 提出一种松
弛迭代法; 文献 [17] 分别使用正交基函数以及样条
函数对系统线性与非线性部分进行参数化, 进而对
系统进行辨识; 文献 [18] 使用一种特殊神经网络对
H-W 系统进行辨识. 以上三种方法计算量较大, 只
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适用于离线辨识. 可见对于 H-W 系统的辨识, 特别
是在线辨识算法的研究还远远不够.

鉴于现有工作的缺乏与不足, 本文针对存在过
程噪声的 H-W 系统, 根据扩展 Kalman 滤波 (Ex-
tended Kalman filter, EKF)算法的推导思路,提出
一种用于在线辨识 H-W 系统的递归算法 (MEKF).
不同于文献 [12] 的近似处理, 该方法对系统进行了
严格的参数化. 在算法推导过程中, 以参数误差平方
和的期望值最小为目标函数, 避免了过程噪声对参
数估计的影响. 通过对算法的分析, 得到参数一致收
敛的条件. 在此基础上给出算法中关键系数的设定
方法, 使参数估计的收敛域得到扩大.
本文的结构安排如下: 第 1 节对 H-W 系统进

行参数化表示; 第 2 节在对真实参数以及参数归一
化问题进行说明的基础上, 推导了参数的递归更新
公式; 第 3 节证明了算法的一致收敛性, 提出相应条
件并给出可以扩大算法收敛域的算法参数设定方法;
第 4 节通过两个仿真例子表明算法的有效性; 第 5
节总结全文, 得出结论.

1 H-W模型参数化

H-W 系统结构如图 1 所示.

图 1 H-W 系统

Fig. 1 Structure diagram of Hammerstein-Wiener system

图 1 中, ut 和 yt 分别为系统输入与输出; vt,
w1,t, wt 为中间过程变量; εt 为过程噪声, 作用于系
统中间过程变量 w1,t. H-W 系统各模块模型可以由

式 (1)∼ (3) 表示:

vt = f1(ut) (1)

wt = G(z−1)vt + εt (2)

yt = f2(wt) (3)

其中, f1(ut) 表示系统输入非线性; G(z−1) 表示线
性动态部分离散传递函数, z−1 为单位延迟符号;
f2(wt) 表示系统输出非线性.

首先需要对 H-W 系统作如下假设:
假设 1. 输入输出非线性 f1(ut), f2(wt) 是连续

的, f2(wt) 是可逆的[11−12, 15−16];
假设 2. 线性部分的阶数是已知的, 即辨识不包

括对于模型线性部分的结构估计[11];
假设 3. 过程噪声 εt 为均值为 0、方差为 δ2 的

白噪声, 噪信比不能过大[11−13, 16, 19];

假设 4. 输出量 yt, 参数误差 θ̃t 都与干扰相关,
考虑到当噪声较小时, 这种相关性很小, 因此在算法
推导过程中忽略这种相关性[19].
在推导算法前, 要对 H-W 模型进行参数化, 即

使用结构已知的数学模型对原系统进行近似表示.
对于 H-W 系统中输入输出非线性特性, 可以使用已
知的非线性基函数的线性组合来描述. 本文与文献
[12−13] 相同, 使用多项式函数对输入非线性进行近
似描述:

vt = f1(ut) =
p∑

i=1

ciu
i
t (4)

其中, ci 为未知系数, p 为多项式函数阶数.
算法需要输出非线性逆的参数化表示, 因此使

用多项式函数对输出非线性逆函数进行近似描述:

wt = f−1
2 (yt) =

q∑
i=1

diy
i
t (5)

其中, di 为未知系数, q 为多项式函数阶数.
对于线性动态部分, 可以使用与原系统结构相

同的离散传递函数模型进行表示:

G(z−1) =
b1z

−1 + b2z
−2 + · · ·+ bmz−m

a1 + a2z−1 + · · ·+ arz−r+1
(6)

其中, ai, bi 为模型参数; m, r 为模型阶数. 令:

a = [a1, a2, · · · , ar]T, b = [b1, b2, · · · , bm]T

c = [c1, c2, · · · , cp]T, d = [d1, d2, · · · , dq]T

y t = [yt, y
2
t , · · · , yq

t ]
T, u t = [ut, u

2
t , · · · , up

t ]
T

εt = [εt, εt−1, · · · , εt−r+1]T, θ = [aT, bT,dT, cT]T

Yrq,t =




yt y2
t · · · yq

t

yt−1 y2
t−1 · · · yq

t−1

...
...

. . .
...

yt−r+1 y2
t−r+1 · · · yq

t−r+1




Ump,t =




ut−1 u2
t−1 · · · up

t−1

ut−2 u2
t−2 · · · yp

t−2

...
...

. . .
...

ut−m u2
t−m · · · up

t−m




并定义当前参数估计值为

θ̂t =
[
âT

t , b̂
T

t , d̂
T

t , ĉT
t

]T

â t = [â1,t, â2,t, · · · , âr,t]
T

b̂t =
[
b̂1,t, b̂2,t, · · · , b̂m,t

]T

ĉt = [ĉ1,t, ĉ2,t, · · · , ĉp,t]
T
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d̂ t =
[
d̂1,t, d̂2,t, · · · , d̂q,t

]T

其中, âi,t, b̂i,t, ĉi,t, d̂i,t 分别为 ai, bi, ci, di 在 t 时

刻的估计值. 经过参数化后的 H-W 系统可以表示为

如下形式:

aTYrq,td = bTUmp,tc + aTεt (7)

2 参数估计递归算法

在对系统进行参数化表示的基础上, 根据 EKF
算法的思路, 推导估计参数的递归更新公式, 公式
推导的主要步骤为: 首先推导参数误差 θ̃t 的近

似表达式, 进而推导出参数误差协方差期望矩阵
E

[
θ̃tθ̃

T
t

]
, 令该矩阵的迹, 即参数误差平方和的期望

值
∑

E
[
θ̃2

i

]
最小,得到参数递归更新率.基于此,首

先对系统的真实参数进行说明.

2.1 原系统真实参数

由于算法通过令参数误差平方和的期望值最小

得到辨识参数更新率, 因此原 H-W 系统中应该存在

与系统参数化模型对应的真实参数, 即存在参数向
量 a , b, c, d , 使式 (7) 体现原系统特性.
对于系统线性部分, 参数化模型所取结构与原

系统相同, 因此存在真实参数向量 a , b; 而输入非线
性以及输出非线性逆特性结构未知, 在参数化过程
中使用多项式函数近似表示, 原系统中不存在真实
参数向量 c, d . 但是对于给定的多项式阶数 p, q, 在
非线性特性输入输出范围内, 一定存在一组参数向
量使多项式函数与原非线性特性拟合误差最小, 此
时认为该组参数为原系统非线性特性的真实参数向

量.
在块状结构参数辨识方法研究中, 参数一致性

问题是不可避免的, 即考虑到干扰的不可测性, 任何
辨识算法都无法辨认式 (7)中参数对 (a , d)与 (na ,
n−1d), 或参数对 (b, c) 与 (nb, n−1c) 的区别, 这
导致了真实参数并不唯一. 解决这个问题的一个简
单有效的方法是令 â1,t, ĉ1,t, d̂1,t 为恒值 1, 不参与
参数递归更新过程. 此时, 可以认为真实参数向量为
aT/a1, c1b

T/d1a1, cT/c1, dT/d1.

2.2 算法推导

基于以上对真实参数的说明, 以及前文提出的
公式推导思路, 推导参数更新公式.
定义参数估计误差:

θ̃t = θ̂t − θ (8)

为获得良好的参数辨识及抗干扰能力, 希望参
数估计值最大程度靠近真值, 可以令目标函数:

vt = tr
(
E

[
θ̃tθ̃

T
t

])
(9)

最小.
定义当前参数估计值以及模型预测误差:

θ̂t = θ̂t−1 + k tet (10)

et = âT
t−1Yrq,td̂ t−1 − b̂

T

t−1Ump,tĉt−1 (11)

其中, k t 为参数更新向量.
为了获得参数误差协方差期望矩阵 E

[
θ̃tθ̃

T
t

]
,

首先推导参数误差 θ̃t 的表达式. 结合式 (8) 和 (10),
得:

θ̃t = θ̂t − θ = θ̃t−1 + k tet (12)

根据式 (7)、(8) 以及 (11), 可得:

et = âT
t−1Yrq,td̂ t−1 − b̂

T

t−1Ump,tĉt−1 − aTYrq,td +

bTUmp,tc + aTεt =

âT
t−1Yrq,td̃ t−1 + ãT

t−1Yrq,td̂ t−1 −
ãT

t−1Yrq,td̃ t−1 − b̃
T

t−1Ump,tĉt−1 −
b̂

T

t−1Ump,tc̃t−1 + b̃
T

t−1Ump,tc̃t−1 + âT
t−1εt −

ãT
t−1εt (13)

当参数估计值接近真值时, ãT
t−1Yrq,td̃ t−1,

b̃
T

t−1Ump,tc̃t−1, ãT
t−1εt 项相对于模型预测误差 et

较小, 可以忽略, 得到 et 的近似表达式:

et ≈ âT
t−1Yrq,td̃ t−1 + ãT

t−1Yrq,td̂ t−1 + âT
t−1εt−

b̃
T

t−1Ump,tĉt−1 − b̂
T

t−1Ump,tc̃t−1 =

θ̂T
l,t−1Mtθ̃n,t−1 + θ̂T

n,t−1M
T
t θ̃l,t−1 + âT

t−1εt

(14)

其中, θl =
(
aT, bT

)T
, θn =

(
dT, cT

)T
, Mt =[

Yrq,t 0
0 −Ump,t

]
.

由式 (12) 和 (14), 得到参数估计误差 θ̃t 的表

达式:

θ̃t = θ̃t−1 +

k t

{[
θ̂T

n,t−1M
T
t , θ̂T

l,t−1Mt

]
θ̃t−1 + âT

t−1εt

}

(15)

由式 (15), 在当前输入输出数据已知条件下, 可
以得到参数误差协方差期望矩阵 E

[
θ̃tθ̃

T
t

]
的表达

式:
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E
[
θ̃tθ̃

T
t

]
= E

[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
+ k tβ

T
t + βtk

T
t + k tαtk

T
t

(16)
其中,

αt = f T
t−1E

[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
f t−1 + R2

t (17)

βt = E
[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
f t−1 (18)

f T
t−1 =

[
θ̂T

n,t−1M
T
t , θ̂T

l,t−1Mt

]
(19)

R2
t = E

[
âT

t−1εtε
T
t â t−1

]
(20)

定理 1. 实现目标函数 (9) 的近似最优参数更
新向量如下式所示:

k t = −α−1
t βt (21)

证明. 注意到式 (9) 中 vt 为一实数, 对 vt 求 k t

的偏导数:

∂
[
tr

(
E

[
θ̃tθ̃

T
t

])]

∂k t

= 2βt + 2αtk t (22)

⇒ k t = −α−1
t βt.

对 vt 求 k t 的二阶偏导数:

∂2
[
tr

(
E

[
θ̃tθ̃

T
t

])]

∂k 2
t

= 2αtI (23)

其中, I 为单位矩阵.
由于 αt > 0, 2αtI 正定,式 (16)为E

[
θ̃tθ̃

T
t

]
的

近似表达, 因此式 (21) 可以作为保证目标函数 (9)
达到最小的近似最优解. ¤

在式 (14) 和 (16) 以及定理 1 的证明过程中可
知, 这种近似最优是以参数误差较小为基础的, 当参
数误差较大时, 式 (21) 为次优的参数更新向量.

3 参数一致收敛性分析

一致收敛性分析是参数辨识算法中重要的组成

部分, 接下来在文献 [19] 对 EKF 收敛性分析的基
础上对该辨识算法进行分析, 得到一致收敛条件以
及一些有意义的结论.

3.1 参数一致收敛性分析

定义符号 P (3): 当 P 为向量时, P (3) 表示向量

P 去掉第 1, r + m+1, r + m + q+1 个元素后剩余
的子向量; 当 P 为矩阵时, P (3) 表示矩阵 P 去掉第
1, r + m + 1, r + m + q + 1 行、列后剩余的子矩阵.
定理 2. 当满足:

−

√√√√
1−

f T
t−1E

[
θ̃tθ̃T

t

]
f t−1

R2
t

≤ µt ≤

√√√√
1−

f T
t−1E

[
θ̃tθ̃T

t

]
f t−1

R2
t

(24)

以及当 R2
t 为有限正实数, E

[
θ̃0θ̃

T
0

]
为有限正定阵,

且存在有限正实数 η1, η2 和某一有限整数 N ≥ 1,
对于任意 t ≥ N , 使:

η1I ≤
t∑

i=t−N+1

f i(3)f
T
i(3) ≤ η2I (25)

满足时, 使用该算法调整模型参数, 可以使

lim
t→∞

θ̃t = 0 (26)

其中

µt = (−ãT
t−1Yrq,td̃ t−1 + b̃

T

t−1Ump,tc̃t−1 +

âT
t−1εt − ãT

t−1εt)e−1
t (27)

证明. 将式 (21) 代入式 (16), 得:

E
[
θ̃tθ̃

T
t

]
= E

[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
− (1)

[
f T

t−1E
[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
f t−1 + R2

t

]−1

×

E
[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
f t−1f

T
t−1E

[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]

(28)

由式 (28) 得到:

E
[
θ̃tθ̃

T
t

]
= E

[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]−1

+ f t−1R
2
t f

T
t−1 (29)

E
[
θ̃tθ̃

T
t

]
f t−1 = R2

t E
[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
f t−1×

[
f T

t−1E
[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
f t−1 + R2

t

]−1

(30)

定义 Lyapunov 函数:

lt = θ̃T
t E

[
θ̃tθ̃

T
t

]−1

θ̃t (31)

将式 (21) 代入式 (12), 再代入式 (31), 得:

lt = {θ̃T
t−1 −

[
f T

t−1E
[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
f t−1 + R2

t

]−1

×

f T
t−1 E

[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
et} · E

[
θ̃tθ̃

T
t

]−1

×

{θ̃t−1 −
[
f T

t−1E
[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
f t−1 + R2

t

]−1

×

E
[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
f t−1et} (32)

将式 (29) 和 (30) 代入式 (32), 得:
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lt = lt−1 + R−2
t θ̃T

t−1f t−1f
T
t−1θ̃t−1−

2R−2
t θ̃T

t−1f t−1et + R−4
t f T

t−1E
[
θ̃tθ̃

T
t

]
f t−1e

2
t

(33)

由式 (13), 得:

f T
t−1θ̃t−1 = et + ãT

t−1Yrq,td̃ t−1 − b̃
T

t−1Ump,tc̃t−1−
âT

t−1εt + ãT
t−1εt (34)

根据式 (14)的推导过程, 忽略了 ãT
t−1Yrq,td̃ t−1,

b̃
T

t−1Ump,tc̃t−1, ãT
t−1εt 项. 为了准确分析算法的收

敛性, 引入系数 µt, 令:

µtet = − ãT
t−1Yrq,td̃ t−1 + b̃

T

t−1Ump,tc̃t−1 +

âT
t−1εt − ãT

t−1εt (35)

将式 (35) 代入式 (34), 有:

et = f T
t−1θ̃t−1 + µtet (36)

可见系数 µt 表达了式 (14) 中忽略项以及未知干扰
项在模型误差 et 中的比重关系. 将式 (36) 代入式
(33), 得:

lt = lt−1 +
[
R−2

t (1− µt)2 − 2R−2
t (1− µt)+

R−4
t f T

t−1E
[
θ̃tθ̃

T
t

]
f t−1

]
e2

t (37)

为了使 lt ≤ lt−1, 需保证:

R−2
t (1− µt)2 − 2R−2

t (1− µt)+

R−4
t f T

t−1E
[
θ̃tθ̃

T
t

]
f t−1 ≤ 0 (38)

解不等式方程, 可得条件 (24). 此时, lt 值随时间 t

逐渐减小, 即:

0 ≤ lt ≤ lt−1 ≤ · · · ≤ l0 (39)

参数估计值逐渐收敛于一定值.
接下来分析参数收敛于真值的条件. 由于设定

â1,t, ĉ1,t, d̂1,t 为恒值 1, 因此在下面的讨论中不再将
这 3 个元素纳入考虑范围.

由条件 (25) 知, 对于整数 k ≥ 1, 当 t ≥ kN 时,
有:

kη1I ≤
t∑

i=t−kN+1

f i(3)f
T
i(3) ≤ kη2I (40)

当 k →∞ 时, 亦有 t →∞, 因此根据式 (40) 可得:

λmin

(
lim
t→∞

t∑
i=1

(f i(3)f
T
i(3))

)
=

λmin

(
lim

k→∞

k−1∑
i=0

iN+N∑
t=iN+1

(f t(3)f
T
t(3))

)
≥

lim
k→∞

k−1∑
i=0

λmin

(
iN+N∑

t=iN+1

(f t(3)f
T
t(3))

)
≥

lim
k→∞

kη1 = ∞ (41)

λmax

(
lim
t→∞

t∑
i=1

(f i(3)f
T
i(3))

)

λmin

(
lim
t→∞

t∑
i=1

(f i(3)f
T
i(3))

) =

λmax

(
lim

k→∞

k−1∑
i=0

iN+N∑
t=iN+1

(f t(3)f
T
t(3))

)

λmin

(
lim

k→∞

k−1∑
i=0

iN+N∑
t=iN+1

(f t(3)f
T
t(3))

) ≤

lim
k→∞

k−1∑
i=0

λmax

(
iN+N∑

t=iN+1

(f t(3)f
T
t(3))

)

lim
k→∞

k−1∑
i=0

λmin

(
iN+N∑

t=iN+1

(f t(3)f
T
t(3))

) ≤

lim
k→∞

kη2

kη1

=
η2

η1

< ∞ (42)

其中, λ(·) 表示矩阵的特征值.
根据式 (29), 可得:

E
[
θ̃tθ̃

T
t

]−1

(3)
= E

[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]−1

(3)
+

R2
t f t−1(3)f

T
t−1(3) =

E
[
θ̃0θ̃

T
0

]−1

(3)
+

t−1∑
i=0

R2
i+1f i(3)f

T
i(3)

(43)

考虑到 E
[
θ̃tθ̃

T
t

]−1

(3)
为正定对称阵以及 R2

t 为有

限正实数、E
[
θ̃0θ̃

T
0

]
为有限正定阵, 因此有:

λmin lim
t→∞

(
E

[
θ̃tθ̃

T
t

]−1

(3)

)
≥

λmin

(
E

[
θ̃0θ̃

T
0

]−1

(3)

)
+

λmin

(
lim
t→∞

t−1∑
i=0

R2
i+1f i(3)f

T
i(3)

)
= ∞ (44)

1 < lim
t→∞

λmax

(
E

[
θ̃tθ̃

T
t

]−1

(3)

)

λmin

(
E

[
θ̃tθ̃T

t

]−1

(3)

) ≤
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λmax

(
E

[
θ̃0θ̃

T
0

]−1

(3)

)
+λmax

(
lim
t→∞

t−1∑
i=0

R2
i+1f i(3)f

T
i(3)

)

λmin

(
E

[
θ̃0θ̃T

0

]−1

(3)

)
+λmin

(
lim
t→∞

t−1∑
i=0

R2
i+1f i(3)f

T
i(3)

) <

∞ (45)

定义实数 ω:

ω = lim
t→∞

λmax

(
E

[
θ̃tθ̃

T
t

]−1

(3)

)

λmin

(
E

[
θ̃tθ̃T

t

]−1

(3)

) (46)

其中, 1 < ω < ∞, 以及正常数 l(3)

lim
t→∞

lt(3) = l(3) (47)

其中,

lt(3) = θ̃T
t(3)E

[
θ̃tθ̃

T
t

]−1

(3)
θ̃t(3) (48)

定义正数 rt:

rt = tr
(

E
[
θ̃tθ̃

T
t

]−1

(3)

)
(49)

根据式 (44), 知:

lim
t→∞

rt = ∞ (50)

结合式 (48), 可得:

lim
t→∞

lt(3)
rt

= 0 (51)

因此根据式 (46), 有:

0 = lim
t→∞

lt(3)
rt

≥

lim
t→∞

λmin

(
E

[
θ̃tθ̃

T
t

]−1

(3)

)
θ̃T

t(3)θ̃t(3)

rt

≥

lim
t→∞

λmin

(
E

[
θ̃tθ̃

T
t

]−1

(3)

)
θ̃T

t(3)θ̃t(3)

(r + m + p + q − 3)λmax

(
E

[
θ̃tθ̃T

t

]−1

(3)

) ≥

lim
t→∞

θ̃T
t(3)θ̃t(3)

(r + m + p + q − 3)ω
(52)

可得:
lim
t→∞

θ̃T
t(3)θ̃t(3) = 0 (53)

即:

lim
t→∞

θ̃t = 0

¤

由于条件 (25)对 f i(3)f
T
i(3) 进行了限制,而 f i(3)

中包含了输入输出数据, 因此条件 (25) 可以作为算
法充分激励的条件.
在保证一致收敛的基础上, 如何扩大参数的收

敛域是值得研究的问题, 条件 (24) 为解决这一问题
提供了依据. 由式 (24) 可知, µt 的取值范围决定算

法收敛域的大小, 而式中唯一可变量 R2
t 值的设定

方法与 µt 的取值范围密切相关, 可以通过改变 R2
t

值以实现收敛域的扩大. 通过式 (20) 可知, R2
t 值本

应该与噪声方差有关, 而作为一种基于 EKF 的辨
识方法, 与 EKF 相同, 在算法实际应用过程中, R2

t

值并不一定需要按照式 (20) 进行计算[20−21], 适当
改变 R2

t 值的设定方法有可能会提高算法的辨识能

力[22−23]. 这里借鉴文献 [19] 的研究成果, 令:

R2
t = nf T

t−1E
[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
f t−1 + c (54)

其中, n > 1, c 为大于 0 的常数. 当 n 取一较大值

时, µt 的范围随之扩大, 进而扩大了收敛域. 取 c 为

大于 0 的常数是为防止算法出现震荡.
需要指出的是, 参数实现一致收敛并不一定能

够获得良好的模型预测输出. 这是由于参数辨识算
法不能克服输入输出非线性参数化结构不合理带来

的误差. 举一个简单的例子: 使用低阶多项式函数
对一复杂非线性特性进行近似描述, 使用任何参数
组都无法达到满意的拟合效果. 解决这一问题只能
依靠改变模型结构来实现. 在实际应用过程中, 当参
数收敛后, 如果模型预测误差较大, 可以考虑适当增
加多项式函数阶数以提高模型精度.

3.2 算法步骤与初始化

首先给出参数更新递归公式:

k t = −α−1
t βt (55)

θ̂t = θ̂t−1 + k tet (56)

E
[
θ̃tθ̃

T
t

]
= E

[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
+

k tβ
T
t + βtk

T
t + k tαtk

T
t (57)

接着给出算法初始化方法:
1) 给出估计参数初始值 θ̂0. 根据参数归一化原

则, 令 â0, ĉ0, d̂0 值为 1. 如果对原系统有一定的先
验知识, θ̂0 中其他值应尽量接近参数真值; 否则, 可
以取:

θ̂0 = (1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
r+m

, 1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, 0, · · · 0︸ ︷︷ ︸
p

)T (58)

2) 初始化参数误差协方差期望矩阵 E
[
θ̃0θ̃

T
0

]
.

由于 â1,t, ĉ1,t, d̂1,t 为恒值, 不参与更新, 因此令
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E
[
θ̃0θ̃

T
0

]
中第 (1, 1), (r + m + 1, r + m + 1) 与 (r

+ m + q + 1, r + m + q + 1) 元素值为 0. 矩阵初始
值可以按下式给出:

E
[
θ̃0θ̃

T
0

]
=

c× diag



0, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸

r+m

, 0, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
q

, 0, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
p





(59)

其中, c 为一较大的正常数.
3) 给定多项式函数阶数 p, q. 根据前文所述进

行适当调整.
4) 设定 R2

t 的计算方法, 根据式 (54) 计算.

4 仿真实验

本节使用两组仿真实验验证该方法的有效性.
仿真 1 对参数初始值大幅度偏离参数真实值时算法
的辨识结果进行了实验. 这是一个极端情况下的仿
真实验, 用以验证算法在大初始偏差下的收敛性. 仿
真 2 使用该算法对带有任意形式的输入输出非线
性 H-W 系统进行辨识, 在较强干扰存在的情况下与
SVD 法进行比较.

4.1 仿真 1

待辨识 H-W 系统各部分特性如下列函数表示.
1) 输入非线性函数:

v = f1(u) = u + 0.6u2 − 0.6u3

2) 线性部分传递函数:

G(z−1) =
z−1 + 0.6z−2 + 1.1z−3

1 + 0.7z−1 + 0.4z−2 − 0.4z−3

3) 输出非线性逆函数:

w = f−1
2 (y) = y − 0.5y2 + 0.2y3

系统输入为均值为 0、方差为 1 的白噪声序列, 同时
加入均值为 0、方差为 10−4 的白噪声干扰, 噪信比
为 2%.
为了验证算法的强收敛性, 设置参数初始值大

幅度偏离参数真值, 令:

θ̂0 = (1, 20, · · · , 20︸ ︷︷ ︸
r+m

, 1, 20, · · · , 20︸ ︷︷ ︸
q

, 1, 20, · · · , 20︸ ︷︷ ︸
p

)T

选取初始参数误差协方差期望矩阵为

E
[
θ̃0θ̃

T
0

]
=

106 × diag



0, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸

r+m

, 0, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
q

, 0, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
p





多项式函数阶数 p, q 与原系统相同, R2
t 按下式

计算: R2
t = 10f T

t−1E
[
θ̃t−1θ̃

T
t−1

]
f t−1+0.0001. 通过

1 000 步的仿真实验, 得到的参数误差平方和如图 2
所示.

图 2 参数误差平方和

Fig. 2 Sum of square on parameter errors

由图 2 可见, 虽然参数初始值大幅度偏离真值,
但参数估计依然实现了一致收敛.

4.2 仿真 2

为了验证算法在较强干扰作用下对任意 H-W
系统的辨识能力, 本次仿真加入均值为 0、方差为
10−4 的白噪声干扰, 噪信比为 7%; 同时待辨识 H-
W 系统输入输出非线性采用非多项式形式.

1) 输入非线性函数:

v = f1(u) =
u√

2.5− 3u + 3.5u2

2) 线性部分传递函数:

G(z) =
0.3z−1 + 0.21z−2

1− 0.8z−1 + 0.4z−2

3) 输出非线性逆函数:

y = f2(w) = e1.5w − 1

参数初始值的选取与第 3.2 节所给方法相同,
令: θ̂0 = (1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

r+m

, 1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
p

)T. p

和 q 分别取 5 和 6, 其他设定与仿真 1 相同. 使用本
文方法与 SVD 进行比较, 经过 500 步的仿真实验并
进行相应参数的增益调整后, 辨识结果如图 3 和图
4 所示. 辨识结束时, 线性部分参数估计误差以及非
线性部分曲线拟合标准差如表 1 所示.
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图 3 线性部分参数辨识曲线

Fig. 3 Parameter estimators of linear part

图 4 非线性部分辨识结果

Fig. 4 Curves of estimation on non-linear parts

表 1 辨识结果比较

Table 1 Comparison of estimation results with

two methods

MEKF SVD

ã2 0.003200 0.153804

ã3 −0.005168 −0.130897

b̃1 −0.000477 −0.009544

b̃2 0.003712 −0.006466

输入非线性拟合标准差 0.002147 0.020388

输出非线性拟合标准差 0.007961 0.035925

由图 3 可见, 辨识过程中, SVD 受扰动的作
用, 线性部分参数在辨识过程中出现较大波动, 偏
离真值, 而 MEKF 受扰动影响较小, 由表 1 可见
MEKF的辨识误差远低于 SVD.对于非线性特性的
辨识, 由图 4 以及表 1 可见, MEKF 的辨识精度高
于 SVD.

5 结论

本文根据 EKF 的推导思路提出了一种递归算
法, 用于在线辨识存在过程噪声的 H-W 系统. 该方
法对 H-W 系统进行了严格的参数化; 在推导参数估
计的递归更新公式过程中, 以参数误差平方和最小
为目标函数, 有效避免了扰动对辨识结果的影响; 通
过分析证明给出了算法一致收敛的条件以及重要参

数 R2
t 的设定方法, 扩大了算法的收敛域, 使算法得

到更加广泛的适用范围. 从理论分析与仿真实验可
见, 与两阶段 SVD 法相比, 本文提出的 MEKF 可
以更准确地辨识 H-W 系统, 当扰动作用于系统时具
有更高的辨识精度. 需要指出的是本文假设过程噪
声为白噪声. 而在实际过程中, 过程噪声为有色噪
声, 关于有色噪声的辨识可以参考文献 [24−26]. 因
此本文研究的是一种理想状态下的 H-W 系统, 对于
含有有色噪声 H-W 系统的辨识是今后这类系统辨

识研究的方向. 此外, 该辨识算法需要输出非线性部
分可逆, 这一条件限制了该辨识算法的应用, 如何去
掉该假设也是需要进一步讨论的问题.
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