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输入饱和系统的离散增益调度控制及其在在轨交会中的应用

王 茜 1 周 彬 1 段广仁 1

摘 要 基于参量 Lyapunov 方法和不变集理论, 针对具有输入饱和非线性约束的线性系统, 提出了一种离散增益调度控制方

法. 通过逐渐增大代表闭环系统收敛速率参数的值, 所提出的离散增益调度控制方法逐步加快闭环系统的收敛速度, 达到改善

闭环系统动态性能的目的. 如果开环系统是非指数不稳定的, 则所提出的离散增益调度控制器可实现半全局镇定; 反之可实现

局部镇定, 并均可保证闭环系统的指数稳定性. 最后, 将所提出的方法应用于空间合作目标在轨交会控制系统的控制器设计,

并直接在原始非线性系统模型上进行仿真, 结果验证了所提方法的有效性.
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Discrete Gain Scheduled Control of Input Saturated Systems with

Applications in On-orbit Rendezvous
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Abstract This paper proposes a discrete gain scheduled approach to the control of linear systems with input saturation

nonlinearity by utilizing the parametric Lyapunov equation based approach and the invariant set theory. The proposed

discrete gain scheduled approach improves the dynamic performances of the closed-loop systems significantly by gradually

increasing a design parameter representing the convergence rate of the closed-loop system. It is shown that the proposed

discrete gain scheduled controller achieves semi-global stabilization if the open-loop system is not exponentially unstable,

and achieves local stabilization if the open-loop system is exponentially unstable. The exponential stability of the closed-

loop system is guaranteed in both cases. Numerical simulations on the nonlinear model of the spacecraft rendezvous

system show the effectiveness of the proposed discrete gain scheduled approach.
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实际控制系统的执行器都存在饱和非线性的约

束, 其存在使得控制系统呈现出本质的非线性特征.
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在控制器设计时忽略饱和非线性会导致系统性能变

坏, 甚至会导致闭环系统不稳定. 但在控制器的设计
中考虑输入饱和非线性会使得控制器设计变得非常

困难. 对于具有饱和非线性的控制系统的设计问题,
已经有很多结果[1−7]. 在已有文献中, 具有饱和非线
性的控制系统的全局镇定、半全局镇定和局部镇定

得到了非常多的研究. 现在已经清楚, 只有开环系统
不是指数不稳定的控制系统才可以实现全局或者半

全局镇定[6, 8]. 如果开环系统是指数不稳定的, 则任
何反馈控制律仅可实现局部镇定.
不变集是控制理论中一个非常重要的概念, 特

别是研究具有饱和非线性的控制系统设计的一个非

常重要的工具[9], 在约束控制理论中具有重要的地
位. 一般地, 不变集可以利用相应的 Lyapunov 函数
的水平集进行刻画, 主要用于估计非线性系统的吸
引域, 而后者的精确描述往往是不可能的. 关于不变
集在具有饱和非线性的控制系统的稳定性分析和控
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制器设计中的应用, 可以参考文献 [4, 10−11] 及其
中提及的文献.
针对具有饱和非线性控制系统的设计, 文献中

存在三种增益调度控制方法、即连续静态增益调度

控制方法、连续动态增益调度控制方法和离散增益

调度控制方法. 在连续静态增益调度控制方法中, 反
馈增益是根据关于状态向量的代数方程或者代数不

等式的解连续地变化, 代表性的方法是文献 [12] 提
出的连续特征值配置方法, Megretski 提出的增益调
度方法[13−14] 以及文献 [15] 针对指数不稳定系统提
出的增益调度控制方法. 这类方法的主要困难是需
要对每个时刻 t 在线求解复杂的非线性方程, 实现
起来非常困难. 在连续动态增益调度控制方法中, 反
馈增益是根据与状态向量相关的微分方程的解来连

续地变化. 关于这类方法, 可以参见文献 [16−18] 及
其中引用的文献. 不同于连续增益调度控制方法, 在
离散增益调度控制方法中, 反馈增益只在离散的时
间点上发生变化. 这种方法也叫做分段线性反馈控
制方法. 具体的介绍可以参见文献 [19−21]. 相比于
前两种增益调度方法, 离散增益调度控制方法更容
易实现.

本文利用作者之前提出的参量 Lyapunov 方
法[22] 以及广泛应用的不变集 (椭球) 理论, 针对具
有输入饱和非线性的控制系统, 提出了一种新的离
散增益调度控制方法. 该方法通过在线更新控制增
益来逐步增大系统的收敛速度, 达到改善系统动态
性能的目的. 本文证明, 如果开环系统是有界输入渐
近零能控的, 则所提出的增益调度控制器可实现半
全局镇定; 如果开环系统是指数不稳定的, 则所提出
的控制器可实现局部镇定. 但无论是哪种情形, 闭环
系统均是指数稳定的.
空间合作目标在轨交会是指一个航天器 (追踪

航天器) 主动追踪, 靠近另一个事先了解的航天器
(目标航天器) 并最终使得两者能实施对接的空间使
命 (或空间技术) 的过程[23−24]. 空间合作目标在轨
交会是实现一些高级空间操作, 如实现空间站、空间
实验室、空间通信和遥感平台等大型空间基础设施

在轨装配、回收、补给和维修以及国际空间救生艇

救援服务等的先决条件. 轨道交会要受到总体约束
条件, 如目标航天器轨道、追踪航天器初始轨道、交
会时间等. 在所有的约束中, 推力器所能产生的加速
度以及航天器推进系统的发动机所能提供的功率受

到的约束至关重要. 这是因为如果根据控制算法计
算而得到的所需的加速度/功率超出了推力器/发动
机所能提供的最大加速度/最大功率, 那么实际系统
将不是按照设计的方式运行, 这不但降低了交会控
制的控制品质, 还可能引起不稳定, 导致交会任务的
失败. 因此, 本文针对具有输入饱和非线性的空间合

作目标在轨交会系统设计了一种离散增益调度控制

器. 此控制器与连续控制器相比大大节省了交会时
间, 且在整个交会的过程中, 在充分利用执行器控制
能力的前提下, 实现相应闭环系统的半全局镇定, 成
功地完成轨道交会任务.
本文的结构安排如下. 第 1 节给出了问题的介

绍和一些必要的预备知识; 第 2 节给出了本文的主
要结果; 在第 3 节中, 将本文所提出的离散增益调度
控制方法应用于空间合作目标在轨交会任务中, 给
出了相应的仿真结果并进行了比较分析; 第 4 节对
本文所取得的结果进行了总结.
符号说明. 令 R 表示实数集合, Rn 表示 n 维

欧几里德空间, ‖·‖ 表示 2 范数, |·| 表示绝对值, AT

表示 A 的转置, tr(A) 表示 A 的迹, λmax(A) 表示
对称矩阵 A 的最大特征值, Re{λmax(A)} 表示对称
矩阵 A 的所有特征值的最大实部, 以及 III [p, q] 表
示整数集合 {p, p + 1, · · · , q}. 对于任意向量 ααα =
[α1, α2, · · · , αm]T ∈ Rm, αi > 0, 向量值饱和函数
satα(·) : Rm → Rm 定义为

satα(β) =
[

satα1(β1) satα2(β2) · · · satαm
(βm)

]T

其中, satαi
(βi) = sgn(βi)min {αi, |βi|} . 方便起

见, sat(·) 同时表示标量和向量值饱和函数. 如果
αi = 1, i ∈ III [1,m], 则 satα(·) 简写成 sat(·), 后
者称之为单位饱和函数. 最后, 对于正定对称矩阵
P > 0 和给定的正数 ρ, 定义椭球 O(P, ρ) = {xxx :
xxxTPxxx ≤ ρ}.
1 问题介绍与预备知识

考虑具有输入饱和非线性的线性系统:

ẋxx = Axxx + Bsat(uuu) (1)

其中, xxx ∈ Rn 和 uuu ∈ Rm 分别是状态向量和输入

向量. 不失一般性, 这里假设输入受到单位饱和函
数的限制. 非单位饱和函数可以通过对矩阵 B 和 uuu

进行变换而转化为单位饱和函数. 首先给出如下定
义[6, 25].

定义 1. 线性系统 (A,B) 称为是有界输入渐
近零可控的 (Asymptotically null controllable with
bounded controls, ANCBC), 如果 (A,B) 是可稳
的且 A 的所有极点均位于闭的左半平面.
对于具有输入饱和非线性的系统 (1) 而言, 如

果要设计全局镇定或者半全局镇定控制器, 必要条
件是 (A,B) 是 ANCBC 的. 所谓半全局镇定是指,
对于给定的任意大的有界集合 Ω ∈ Rn, 设计反馈
控制律使得闭环系统是渐近稳定的且吸引域包含 Ω,
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即任意起始于 Ω 的初始状态最终都 (指数) 收敛到
原点. 在 (A,B) 是 ANCBC 的条件下, 线性低增益
反馈就可实现半全局镇定的目的[25−26]. 线性低增益
反馈设计的思想是, 对于任意给定的任意大但有界
的初始条件集合 Ω, 设计一个范数尽可能小的线性
静态反馈控制增益, 使得任意起始于集合 Ω 中的初
始状态的状态轨线, 都保证执行器不发生饱和. 现有
三种低增益反馈设计方法, 即基于特征结构配置的
设计方法[25], 基于 Riccati 代数方程的方法[25] 和基

于参量 Lyapunov 方程的设计方法[26], 其中基于参
量 Lyapunov 方程的设计方法不但具有前两个设计
方法的所有优点, 还有结构简单、便于计算和实现等
特点[22].
如上所述, 低增益反馈的思想是设计尽量小的

控制增益来保证控制器不发生饱和. 当初始条件离
原点很远时, 控制器增益必须选得非常小. 但随着状
态向原点的方向逐渐收敛, 控制信号的幅值必然变
得越来越小 (虽然不一定单调减小), 因此, 闭环系统
具有非常慢的收敛速度. 为了改善低增益反馈的控
制效果, 低 –高增益反馈方法被提出来[13, 16]. 其基
本思想是利用最优控制器具有无穷大的幅值裕度这

一特点, 将低增益反馈增益 F 乘以一个代表高增益

的标量. 但由于在与 F 正交的方向上, 高增益参数
并不起作用[16], 这种方法对于改善系统的动态性能
能力非常有限.
本文利用作者之前建立的基于参量 Lyapunov

方程的低增益设计方法, 提出具有饱和非线性的控
制系统 (1) 的一种基于增益调度的控制方法. 其
基本思想简述如下. 设计一系列的反馈镇定增益
Fi, i ∈ III [0, N ], 每一个增益对应一个 Lyapunov 函
数 xxxTQixxx,Qi > 0, 在饱和存在的情况下, 闭环系
统的吸引域可用该 Lyapunov 函数的水平集即椭球
O(Qi, ρi) 来进行估计. 如果这组椭球 O(Qi, ρi), i ∈
I [0, N ] 是嵌套的[21], 即

O(Q0, ρ0) ⊃ O(Q1, ρ1) ⊃ · · · ⊃ O(QN , ρN) (2)

则可在状态进入到这些椭球的边界即 ∂O(Qi, ρi)时,
切换到相应的反馈增益 Fi, 椭球 O(Qi, ρi) 的不变
集特性保证了状态将不离开椭球 O(Qi, ρi), 并在有
限的时间之后到达下一个更小的椭球 O(Qi+1, ρi+1)
的边界上. 如果闭环系统在这些椭球 O(Qi, ρi) 中
的收敛速度随着 i 的增加而增加, 则上述增益调度
方法可通过逐步增加状态的收敛速度而改善闭环系

统的动态性能. 上述增益调度过程直观地描述在图 1
中.
下面介绍基于参量 Lyapunov 方程的低增益设

计方法. 该方法针对系统 (1) 设计形如:

uuu = −BTP (γ)xxx (3)

的线性控制器, 其中, γ 表示低增益参数, 矩阵 P (γ)
是下面参量 Riccati 方程的唯一对称正定解:

ATP + PA− PBBTP = −γP (4)

该解的存在性和性质可总结为下面的引理[26].

图 1 状态轨迹及控制切换示意图

Fig. 1 State trajectory and schematic diagram of

control switch

引理 1. 假设 (A,B) 可控且A 的所有极点均位

于虚轴上, 则对于任意 γ > 0, 参量 Riccati 方程 (4)
存在唯一对称正定解 P (γ) = W−1(γ), 其中, W (γ)
是下述 Lyapunov 代数方程的唯一对称正定解:

W (A +
γ

2
In)T + (A +

γ

2
In)W = BBT (5)

另外, 该对称正定解 P (γ) 具有下述性质:
1) limγ→0+ P (γ) = 0;
2) Re{λi(A−BBTP (γ))} = −γ, ∀i ∈ III [1, n];
3) tr(BTP (γ)B) = nγ;
4) P (γ)是可微的有理分式矩阵,且是关于 γ 的

单调递增函数, 即

d
dγ

P (γ) > 0, ∀γ > 0 (6)

由上述引理给出的 P 的性质 2) 可知, 低增益参
数 γ 作为闭环系统矩阵的实部, 表征了闭环系统的
收敛速度. 因此, 可通过调度低增益参数 γ 来调度控

制增益, 实现逐渐增加闭环系统收敛速度的目的. 另
一方面, 上述引理给出的 P 的性质 4) 可保证相应的
水平集 (不变集) 是嵌套的. 详细的设计和分析将在
下一节给出.

2 增益调度控制方法

首先, 考虑 (A,B) 满足 ANCBC 的条件. 此时,
A 的所有极点位于闭的左半平面. 由于 A 的稳定极
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点不影响稳定性, 可不失一般性地假设 (A,B) 可控
且 A 的所有极点均在虚轴上[26]. 根据引理 1, 参量
Riccati 方程 (4) 对于任意 γ > 0 具有唯一对称正定
解. 令

Pγ = nγP (γ), ∀γ > 0 (7)

对于任意有界集合 Ω ∈ Rn, 定义

γ0 = γ0(Ω) = min
xxx∈Ω

{
γ : xxxTPγxxx = 1

}
(8)

由于 A 的极点位于虚轴上, 由引理 1 可知:

lim
γ→0+

Pγ = lim
γ→0+

nγP (γ) = 0

从而对于任意大但有界的集合 Ω, γ0 都是存在的.
如果初始条件 xxx0 已知, 则 γ0 的求取可见后面注 2
的说明. 对于任意给定的正整数 N , 设

ΓN = {γ0, γ1, · · · , γN} , γi−1 < γi, i ∈ III [1, N ]
(9)

对于任意 γi ∈ ΓN , 定义椭球 O(Pγi
). 由 dP (γ)

dγ
> 0

可知

dPγ

dγ
= nP (γ) + nγ

dP (γ)
dγ

> 0 (10)

故椭球 O(Pγi
) 是嵌套的, 即

O(Pγ0) ⊃ O(Pγ1) ⊃ · · · ⊃ O(PγN
) (11)

本文提出的增益调度控制方法可陈述如下.
定理 1. 假设 (A,B) 可控且A 的所有极点均位

于虚轴上. 设 P (γ) 是参量 Riccati 方程 (4) 的唯一
对称正定解. 则如下离散增益调度状态反馈控制器

uuu =





uuuN = −BTP (γN)xxx, xxx ∈ O(PγN
)

uuuN−1 = −BTP (γN−1)xxx,

xxx ∈ O(PγN−1)
∖

O(PγN
)

...
uuu0 = −BTP (γ0)xxx, xxx ∈ O(Pγ0)\O(Pγ1)

(12)

使得具有输入饱和非线性的控制系统 (1) 指数稳定,
且闭环系统的吸引域包含给定的任意大的集合 Ω.
此外, 设控制律 uuu = uuui−1, i ∈ III [1, N ] 的作用时间为
Ti−1, 则:

Ti−1 ≤ 1
γi−1

ln(
γi

γi−1

λmax

{
P (γi)P−1(γi−1)

}
)

(13)

即经过时间

T (N) =
N∑

i=1

Ti−1 (14)

之后, 控制律切换到 uuu = uuuN 并不再切换, 闭环系统
成为线性系统.
证明. 定义如下 N 个有界的集合

Ci−1 = O(Pγi−1)
∖

O(Pγi
), i ∈ III [1, N ] (15)

则根据式 (1) 和 (12), 闭环系统可写为

ẋxx = Axxx−Bsat(BTP (γi−1)xxx), ∀xxx ∈ Ci−1 (16)

假设在 t = ti−1, i ∈ III [1, N ] 时刻, 状态 xxx(ti−1) 位
于椭球 O(Pγi−1) 的边界上, 即 xxx(ti−1) ∈ ∂O(Pγi−1),
或者等价地

Vi−1(xxx(ti−1)) =

xxxT(ti−1)Pγi−1xxx(ti−1) = 1, i ∈ III [1, N ] (17)

显然xxx(ti−1) ∈ Ci−1. 下面证明存在有限时间 Ti−1 >

0, 使得任意的初始状态 xxx(ti−1) ∈ ∂O(Pγi−1) 经过
Ti−1 时间之后必然进入到椭球 O(Pγi

) 的边界上.
对于任意 i ∈ III [0, N ], 考虑下面的集合

Li :=
{
xxx :

∣∣∣BBBT
k P (γi)xxx

∣∣∣ ≤ 1, k ∈ III [1,m]
}

(18)

其中, BBBk 表示 B 的第 k 列. 由引理 1 可得:
∣∣∣BBBT

k P (γi)xxx
∣∣∣
2

=

BBBT
k P (γi)xxxxxxTP (γi)BBBk ≤

m∑
k=1

BBBT
k P (γi)xxxxxxTP (γi)BBBk =

xxxTP (γi)BBTP (γi)xxx ≤
xxxTP

1
2 (γi)tr(P

1
2 (γi)BBTP

1
2 (γi))P

1
2 (γi)xxx =

nγixxx
TP (γi)xxx =

xxxTPγi
xxx, ∀k ∈ III [1,m] (19)

从而根据Li 和 O(Pγi
) 的定义有:

O(Pγi
) ⊆ Li, ∀i ∈ III [0, N ] (20)

因此, 对于任意 i ∈ III [1, N ], 如果 xxx ∈ O(Pγi−1), 则
从式 (20) 可知 xxx ∈ Li−1, 进而由式 (12) 可知控制
律 (12) 简化成 uuu = −BTP (γi−1)xxx 且 ‖uuu‖∞ ≤ 1.
取 Lyapunov 函数

Vi−1(xxx) = xxxTPγi−1xxx =

nγi−1xxx
TP (γi−1)xxx, ∀xxx ∈ Ci−1 (21)
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对于任意 xxx ∈ Ci−1, 上述函数 Vi−1(xxx) 是时不变的,
且其水平集为 O(Pγi−1). 该函数沿着系统 (16) 的状
态轨迹的导数满足:

V̇i−1(xxx) = 2nγi−1ẋxx
TP (γi−1)xxx =

2nγi−1(Axxx−Bsat(BTP (γi−1)xxx))TP (γi−1)xxx =

γi−1nxxxT(P (γi−1)A + ATP (γi−1))xxx−
2γi−1nxxxTP (γi−1)BBTP (γi−1)xxx ≤
− nγ2

i−1xxx
TP (γi−1)xxx =

− γi−1Vi−1(xxx) < 0, ∀xxx ∈ Ci−1\ {0} (22)

如果 i = 1, 上式即表明起始于 Ω ⊆ O(Pγ0) 的
状态 xxx(t0) 在经过有限的时间 T0 > 0 之后接触水
平集 O(Pγ1) 的边界. 如果 i ∈ III [2, N − 1], 则表明
状态 xxx(ti−1) 在经过有限的时间 Ti−1 > 0 之后接触
水平集 O(Pγi

) 的边界. 如果 i = N , 则表明起始于
水平集 O(PγN

) 的边界的状态 xxx(tN) 不再离开集合
O(PγN

). 而当状态 xxx 进入到 O(PγN
) 之后, 控制律

式 (12) 不再切换. 另一方面, 根据式 (20) 可知控制
器亦不再发生饱和, 即自此之后闭环系统成为线性
系统.

由式 (22) 可知对于任意 t ∈ [ti−1, ti) 成立:

Vi−1(xxx(t)) ≤ Vi−1(xxx(ti−1))e−γi−1(t−ti−1) (23)

由于对于任意矩阵 Q > 0 成立 λmin {Q} ≤ Q ≤
λmax {Q}, 对于任意 i ∈ III [1, N ] 由式 (23) 可解得:

‖xxx(t)‖ ≤{
κ

1
2
i−1e−

γi−1
2 (t−ti−1) ‖xxx(ti−1)‖ , t ∈ [ti−1, ti)

κ
1
2
Ne−

γN
2 (t−tN ) ‖xxx(tN)‖ , t ∈ [tN ,∞)

(24)

其中

κi =
λmax {P (γi)}
λmin {P (γi)} , i ∈ III [1, N ] (25)

这表明对于任意 i ∈ III [1, N ], 状态 xxx(ti−1) 从
O(Pγi−1) 的边界指数收敛到 O(Pγi

) 的边界, 而当
t ≥ tN 之后状态指数收敛到原点. 因此闭环系统是
指数稳定的.

下面给出 Ti−1 上界的估计. 由于状态在 ti =
ti−1 + Ti−1 时刻到达 O(Pγi

) 的边界, 故有:

Vi(xxx(ti−1 + Ti−1)) = 1 (26)

对任意 i ∈ III [1, N ], 定义常数

µi−1:=
γi

γi−1

λmax

{
P− 1

2 (γi−1)P (γi)P− 1
2 (γi−1)

}
=

γi

γi−1

λmax

{
P (γi)P−1(γi−1)

}
(27)

由于 P− 1
2 (γi−1)P (γi)P− 1

2 (γi−1) > 0, 则有:

µi−1In ≥ γi

γi−1

P− 1
2 (γi−1)P (γi)P− 1

2 (γi−1) (28)

或者等价地写成:

γi−1P (γi−1) ≥ 1
µi−1

γiP (γi) (29)

从而根据式 (17)、(23) 和式 (26) 可知:

e−γi−1(ti−ti−1) =

e−γi−1(ti−ti−1)Vi−1(xxx(ti−1)) ≥
Vi−1(xxx(ti−1 + Ti−1)) =

nγi−1xxx
T(ti−1 + Ti−1)P (γi−1)xxx(ti−1 + Ti−1) ≥

n

µi−1

γixxx
T(ti−1 + Ti−1)P (γi)xxx(ti−1 + Ti−1) =

1
µi−1

Vi(xxx(ti−1 + Ti−1)) =
1

µi−1

(30)

由上式可解得:

Ti−1 ≤ 1
γi−1

ln(µi−1) =

1
γi−1

ln(
γi

γi−1

λmax

{
P (γi)P−1(γi−1)

}
) (31)

¤
注 1. 由上述定理的证明可知, 控制律 (12) 按

照 uuu0 → uuu1 → · · · → uuuN−1 → uuuN 的顺序依次作用

在系统 (1) 上. 因此, 随着时间的增加, 参数 γi 越来

越大, 从而由式 (24) 可知, 则闭环系统 (16) 指数收
敛的速度也越来越快, 这说明增益调度控制律能有
效地改善系统的动态性能.

根据定理 1 可给出离散增益调度控制器的设计
步骤如下:

1) 根据初始状态求取满足式 (8) 的 γ0 ;
2) 选定形如式 (9) 的集合 ΓN ;
3) 根据式 (12) 构造增益调度控制律 uuu.
关于上述三个设计步骤, 有如下三个注释.
注 2. 对于任意给定的初始条件 xxx(t0), γ0 可通

过求解非线性方程

nγ0xxx
T
0 P (γ0)xxx0 = 1 (32)

得到. 由于Pγ = nγP (γ)关于 γ是单调的 (见 (10)),
故上述非线性方程 (32) 可通过二分法求出唯一解.
首先选取任意充分大的正数 γa 和充分小的正数 γb

使得 xxxT
0 P (γa)xxx0nγa > 1 和 xxxT

0 P (γb)xxx0nγb < 1. 计
算

xxxT
0 P (

γa + γb

2
)xxx0n(

γa + γb

2
)− 1 (33)
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若小于零,则令 γb = 1
2
(γa+γb),否则令 γa = 1

2
(γa+

γb). 重复上述过程直至误差 |nγaxxx
T
0 P (γa) xxx0 − 1|

满足给定的精度要求, 并最终令 γ0 = γa.
注 3. 满足式 (9) 的集合 ΓN 可以任意设计. 下

面给出两种简单的设计方法. 一种方法是令

γi = γ0γ
i
∆, i ∈ III [1, N ] (34)

其中, γ∆ > 1 为指定的常数. 这表明 γi 按照指数的

方式增加. 另一种方法是:

γi = γ0 +
i

N
(γ∞ − γ0) :=

γ0 +
i

N
γδ, i ∈ III [1, N ] (35)

其中, γ∞ > γ0 为指定的常数. 这表明 γi 按照线性

的方式增加, 相邻两个元素的差为固定值 γδ/N, 且

γN = γ∞.
注 4. 根据定理 1 的证明或注 1 的说明, 控制

律 (12) 按照 uuu0 → uuu1 → · · · → uuuN−1 → uuuN 的顺

序切换, 因此, 其实现非常简单. 具体方法如下. 设
置一个当前变量 i, 其初始值为 i = 0, 相应的控制律

为 uuu = uuu0. 如果 i ≤ N − 1, 对于每一个时刻的状态
xxx(t), 计算

f(xxx) = nγi+1xxx
T(t)P (γi+1)xxx(t)− 1 (36)

如果 f(xxx) ≤ 0, 则 uuu = uuui+1 并令 i = i + 1. 否则
uuu = uuui.

容易理解, N 越大 (即切换次数越多), 相应于
γi (代表状态的收敛速度) 的控制律 uuui 作用的时间

越短, 而 γi 是单调增加的, 从而较大的 γi 对应的控

制律 uuui 作用的时间也越短, 进而状态收敛的速度也
越快. 为了直观地说明这一点, 下面举一个数值例
子. 为简便计算, 根据定理 1, 用

Ti−1 =
1

γi−1

ln(
γi

γi−1

λmax

{
P (γi)P−1(γi−1)

}
)

(37)

近似表示控制律 uuui 的作用时间. 另一方面, 为了便
于比较, 固定 γ 的变化区间 (或等价地固定最终的参
数 γN = γ∞), 即集合 ΓN 按照式 (35) 的方式进行
设计. 那么对于不同的切换次数N , 状态从初始椭球
O(Pγ0) 的边界收敛到终端椭球O(Pγ∞) 的边界上的
估计时间 T (N) 可以根据 (14) 求得, 即

T (N) =
N∑

i=1

1
γi−1

ln(
γi

γi−1

λmax

{
P (γi)P−1(γi−1)

}
)

算例 1. 设 (A,B) 如下式给出:

A =




0 1 0
−2 0 0
0 1 0


 , B =




0
1
−1


 (38)

容易看出 A 的所有极点位于虚轴上且 (A,B) 可控.
参量 Riccati 方程 (4) 的唯一对称正定解可求得:

P =




p11 p12 p13

p12

γ5

4
+ 2γ

γ5

4
+

γ3

2

p13

γ5

4
+

γ3

2
γ5

4
+ γ3 + γ




(39)

其中, p1j, j ∈ III [1, 3] 的表达式为

p11 =
γ5

4
+ 2γ4 + 6γ3 + 4γ2 + 5γ

p12 = −γ5

4
− γ4 − γ3

2
+ γ2

p13 = −γ5

4
− γ4 − γ3 − 2γ2 − γ

令 γ0 = 0.01以及 γ∞ = 10. 那么对于不同的切换次
数N , 状态从初始椭球O(Pγ0)的边界收敛到终端椭
球 O(Pγ∞) 的边界上的估计时间 T (N) 记录在图 2
上. T (N) 的变化率即∇T (N) = T (N +1)−T (N)
也记录在该图上. 由图 2 可以看出, N 越大, T (N)
越小. 但 T (N) 的变化率∇T (N) 也越来越小, 这说
明当 N 充分大之后, 增加切换次数对于改善收敛时
间的效果变得不明显.
由上面的例子可以得出结论, 切换次数 N 不宜

太大也不宜太小, 其选取应该在复杂程度和控制效
率之间进行折中.

图 2 不同切换次数 N 对应的收敛时间 T (N)

Fig. 2 Convergence time T (N) with different switching

times N
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定理 1 假设 A 的极点都位于虚轴上, 事实上这
一假设并非必须的. 如果 A 具有位于右半平面的不

稳定极点,那么具有饱和非线性的控制系统 (1)不可
实现 (半) 全局镇定, 此时, 只能设计控制律实现局
部镇定. 事实上只有位于系统 (1) 的渐近零能控域
内的初始状态才能够被控制到原点[27]. 这种情况下
吸引域的估计和极大化是主要关心的问题之一. 下
面简单地说明定理 1 可以推广到 A 不稳定的情形,
即定理 1 提出的增益调度方法可实现局部镇定. 为
此先介绍下面的引理[28].
引理 2. 设 (A,B) ∈ (Rn×n,Rn×m) 可控且

γ > max{0, 2Re{λmax {−A}}} := γA (40)

则参量 Riccati 方程 (4) 具有唯一对称正定解 P (γ),
且该解使得矩阵 A−BBTP (γ) 渐近稳定.

对于任意有界集合 Ω ∈ Rn, 定义

γ0 = γ0(Ω) = min
x∈Ω

{
γ > γA : xxxTPγxxx = 1

}
(41)

如前所述, 仅当 Ω 包含在系统 (1) 的渐近零能控域
内 γ0 才存在. 那么将定理 1 中的 γ0 换成上述 γ0,
结论依然成立. 为节省篇幅, 这里不给出完整的结
论.

3 在空间合作目标在轨交会中的应用

3.1 问题描述

考虑空间合作目标在轨交会控制问题. 假设目
标航天器运行在半径为 R 的圆轨道上, 目标航天
器与追踪航天器的相对位置如图 3 所示. 假设目
标航天器与追踪航天器的相对距离为 r. 为了便于
描述与研究相对运动, 引入目标飞行器轨道坐标系
O-XY Z, 其原点 O 位于目标航天器的质心, X 轴

沿着圆轨道半径 R 的方向, Y 轴沿着追踪航天器飞

行的方向, Z 轴指向轨道平面外与 X 轴和 Y 轴构

成右手坐标系. 目标轨道坐标系常用于描述两个航
天器间的相对运动. 设引力常数 µ = GM , 其中, M

为中心星体 (通常为地球) 质量, G 为万有引力常数.
则目标飞行器的轨道速度 n = µ

1
2 /R

3
2 .

根据牛顿运动理论, 目标航天器与追踪航天器
的相对运动方程可描述为[29]





ẍ = 2nẏ + n2(R + x)− σµ(R + x) + satαX
(ax)

ÿ = −2nẋ + n2y − σµy + satαY
(ay)

z̈ = −σµz + satαZ
(az)

(42)

图 3 目标轨道坐标系及相关参数

Fig.3 The circular orbit and the coordinate system

其中, σ = ((R + x)2 + y2 + z2)− 3
2 ,

aaa =
[

ax ay az

]T

(43)

为施加在追踪航天器上的推力器产生的加速度向量,
其中, ax, ay 和 az 分别表示在三个坐标轴方向的加

速度分量, αX , αY 和 αZ 分别表示推力器在三个坐

标轴方向所产生的最大加速度分量. 方程 (42) 的线
性化方程为





ẍ = 2nẏ + 3n2x + satαX
(ax)

ÿ = −2nẋ + satαY
(ay)

z̈ = −n2z + satαZ
(az)

(44)

当 α = 0 时, 式 (44) 就是著名的 Hill 方程或
Clohessy-Wiltshire (CW) 方程[30].

令 E = diag{αX , αY , αZ}, 则有:

u′ :=
[

satαX
(ax) satαY

(ay) satαZ
(az)

]T

=

E
[

sat(
ax

αX

) sat(
ay

αY

) sat(
az

αZ

)
]T

=

Esat(E−1aaa) (45)

如果选择控制向量 UUU = E−1aaa 和状态向量:

XXX =
[

x y z ẋ ẏ ż
]T

(46)

则线性系统 (44) 可以写为

ẊXX = AXXX + Bsat(UUU) (47)
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其中, (A,B) 为下式给出的常数矩阵:

A =




0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

3n2 0 0 0 2n 0
0 0 0 −2n 0 0
0 0 −n2 0 0 0




(48)

B =




0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1




E (49)

所谓空间合作目标的在轨交会就是将系统 (47)
的状态从非零初始值XXX(t0) 转移到最终值XXX(tf ) =
0 的过程, 这里 tf 表示交会时间. 本文将利用所提
出的离散增益调度控制方法来完成空间合作目标的

在轨交会控制器设计任务.
容易看出系统 (47) 满足定理 1 的所有条件, 即

(A,B) 是可控的且 A 的所有极点均在虚轴上.

3.2 仿真结果

本节将本文所提出的控制方法应用于空间合作

目标在轨交会控制系统的设计中. 不同于控制器的
设计, 本节的仿真将直接针对非线性系统模型 (42)
进行.
假设目标航天器运行在地球同步卫星轨道上,

半径 R = 42 241 km, 运行周期为 24 小时. 目标
航天器在地球同步卫星轨道上的角速度为 7.2722 ×
10−5 rad/s. 假设安装在追踪航天器上的推力器在三
个坐标轴方向上所产生的加速度分别满足:

|ax| ≤ 0.1, |ay| ≤ 0.1, |az| ≤ 0.05

在目标轨道坐标系下, 选取状态初值为

XXX(0) =
[

10 000 10 000 −10 000 3 1 −2
]T

即目标航天器与追踪航天器在三个坐标轴 (X, Y, Z)
方向的相对距离均为 10 000 m, 在三个坐标轴
(X, Y, Z) 方向的相对速度分别为 3m/s, 1 m/s 和
−2m/s.
下面设计定理 1 中的离散增益调度控制器

(12). 根据控制器求解算法步骤首先求得 γ0 =
0.0011879235. 这里采用式 (34) 中的方法设计集

合 ΓN . 当椭球个数 N 取为 50 时, γ4 值取为 1.06,
根据式 (34) 计算出相应的 γ1, γ2, · · · , γ50, 进而可
计算出参量 Riccati 方程 (4) 的唯一对称正定解
P1, P2, · · · , P50, 最后由式 (12) 计算控制器 uuu.

图 4∼ 7 对系统 (42) 在 N = 50 时的离散增益
调度控制和 N = 0 时的连续控制下的系统性能进
行了比较. 由仿真图可以看出, 两种情况下, 目标航
天器与追踪航天器最终的交会时间分别约为 2 900 s
(tf ≈ 2 900 s) 和 7 500 s (tf ≈ 7 500 s). 图 7 显示
在整个交会过程中, 所提出的离散增益调度控制器
不仅充分利用了执行器的控制能力, 且控制输入 (推
力器产生的加速度) 没有超出最大控制输入 (推力器
所能产生的最大加速度). 本文所提出的离散增益调
度控制方法较连续控制方法节省约 4 600 s 的交会时
间.

图 4 N = 50 和 N = 0 时, 两个航天器相对位置变化曲线

Fig. 4 The relative positions of the two spacecrafts with

N = 50 and N = 0

图 5 N = 50 和 N = 0 时, 两个航天器相对速度变化曲线

Fig. 5 The relative velocities of the two spacecrafts with

N = 50 and N = 0
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图 6 N = 50 和 N = 0 时, 两个航天器相对距离和相对速

度变化曲线, 其中 d =
√

x2 + y2 + z2, v =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2

Fig. 6 The relative distances and velocities of the two

spacecrafts with N = 50 and N = 0, where

d =
√

x2 + y2 + z2 and v =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2

图 7 N =50 和 N =0 时, 追踪航天器的控制加速度

变化曲线

Fig. 7 The curves of control acceleration with N = 50

and N = 0

为了说明椭球个数选取的越多 (即 N 值越大),
闭环系统的收敛速度越快, 将 N = 0, N = 5, N =
50 (当 N = 50 时, γ4 取为 1.06, 当 N = 5 时, γ4
取为 1.5) 三种情况下的系统状态曲线进行比较, 结
果如图 8 和图 9 所示. 由这两个图可以看出, 当
N = 5 时, 目标航天器与追踪航天器的交会时间约
为 3 500 s (tf ≈ 3 500 s), 较连续控制节省 4 000 s, 但
较 N = 50 情况下的交会时间多耗费了约 600 s. 另
外图 9 表明在整个交会的过程中, 在充分利用执行
器控制能力的前提下, 控制输入 (推力器产生的加速
度) 没有超过最大控制输入 (推力器所能产生的最大
加速度).
为了说明集合 ΓN 的不同的设计方法将影响

系统的收敛速度, 取 N = 50, γ4 = 1.06, γ0 =
0.001 187 923 5, γ∞ = γN = γ01.0650 进行仿真比

较, 所得结果如图 10 所示. 结果表明, 在相同的
切换次数 N、相同的 γ0 和相同的 γN 的情况下,
γi, i ∈ III[0, N ] 按照指数方式增加要比按照线性方

式增加更能节省交会时间 (前者比后者大约节省
300 s).

图 8 N = 50, N = 5 和 N = 0 时, 两航天器的相对距离和

相对速度变化曲线, 其中 d =
√

x2 + y2 + z2,

v =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2

Fig. 8 The relative distances and velocities of the two

spacecrafts with N = 50, N = 5 and N = 0, where

d =
√

x2 + y2 + z2 and v =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2

图 9 N = 50, N = 5 和 N = 0 时, 追踪航天器的控制加速

度变化曲线

Fig. 9 The curves of control acceleration with

N = 50, N = 5, and N = 0

4 结论

本文利用基于参量 Lyapunov 方程的设计方法,
提出了具有输入饱和非线性的控制系统的一种离散

增益调度控制方法. 该方法通过在线更新控制增益
逐步增大系统的收敛速度, 改善系统的动态性能. 如
果开环系统是有界输入渐近零能控的, 则所提出的
增益调度控制器可实现半全局镇定. 如果开环系统
是指数不稳定的, 所提出的控制器可实现局部镇定.
最后, 将所提离散增益调度控制方法应用于空间合
作目标圆轨道交会系统的控制器设计, 仿真结果验
证了所提出控制方法的有效性.
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图 10 γN 分别按照指数方式增加 (实线) 和线性方式增加

(虚线) 时, 两航天器相对距离和相对速度变化曲线, 其中

d =
√

x2 + y2 + z2, v =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2

Fig. 10 The relative distances and velocities of the two

spacecrafts when γN increases respectively under the way

of index (solid line) and linearity (dotted line), where

d =
√

x2 + y2 + z2 and v =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2
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