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一类非齐次高阶非线性系统的

连续反馈控制设计

孙 丞 1 孙鹤旭 1,2 刁心薇 1

摘 要 研究了一类非齐次的高阶非线性系统的连续状态反馈控制设计

问题. 通过定义一列适当的辅助函数, 放宽了对非线性项的约束条件. 利

用传统的积分反推技术, 并增加一个积分项的方法, 得到了这类系统的稳

定性, 给出了控制器的设计方法, 并通过一个例子验证了本文的理论结

果.
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Abstract This paper studies the design of continuous state

feedback controllers for a class of non-homogeneous high order

non-linear systems. We relex the restriction on non-linear term

through defining a series of appropriate auxiliary functions. A

systematic design method which combines integrator backstep-

ping theory with the idea of adding a integral term is presented

for globally stabilizing controllers of this class of systems. And

we verify the theoretical results in the paper through an exam-

ple.
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本文考虑一类如下形式的高阶非线性系统:
{

ẋi = di(t)x
pi

i+1 + gi(t, x1, · · · , xi+1)

ẋn = dn(t)upn + gn(t, x1, · · · , xn, u)
(1)

其中, xxx = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn, u ∈ R 为系统状态和

控制输入, 对于 i = 1, 2, · · · , n, pi 为奇的正整数, gi : R ×
Ri+1 → R 为连续函数, 且对 ∀t ∈ R, 有 gi(t, 0, · · · , 0) = 0,

di(t) 为关于 t 的连续函数, 可以看作未知的时变参数.
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对于这种系统, 当 pi = 1 时, 系统 (1) 为具有严格反

馈形式下的非线性系统, 可以利用反推设计方法[1] 进行处

理[2−3]. 当 pi > 1 时, 由于其 Jacobian 线性化后, 特征根

可能具有正实部, 从而原点不可控, 此时, 传统的反推方法就

不适用了. 一个简单的例子就是 ẋ = u3 + x, 在任何光滑反

馈下都是不稳定的, 但是在连续反馈下可以稳定[4], 例如取

u = −(2x)
1
3 . 目前常采用增加一个幂次积分的方法来考虑

这种系统的连续反馈控制. 利用这一方法, 近十年来已经取

得了丰硕的成果[5−7], Lin 等研究了控制系数 di(t) 的下界

为已知常数或光滑函数情况下的连续反馈的稳定和自适应问

题[8−9], 随后的工作[10−13] 讨论了控制系数下界为未知常数

或未知函数的情况, 文献 [14] 进一步讨论了具有零动态的高

阶非线性系统.

目前已有的一些连续反馈控制的结果都要求非线性项满

足 gi(t, 0, · · · , 0, xi+1) = 0, 例如文献 [9] 中要求:

gi(·) =

pi−1∑

j=0

xj
i+1aij(t, x1, · · · , xi) (2)

其中, |aij(·)| ≤ (|x1|+ · · ·+ |xi|) γij(·). 而当这个条件不满
足时, 情况就很复杂, 其满足 u(0) = 0 的连续的反馈控制

器是不一定存在的. 例如对数量系统 ẋ = u3 + u2 + x 和

ẋ = u3+u+x,它们的非线性项分别为 u2+x和 u+x,都不满

足 g(t, 0, u) = 0, 对于第一个例子, 文献 [9] 证明了不存在满

足 u(0) = 0 的连续控制器使该系统渐近稳定. 而对第二个例

子则存在,例如取u满足u3+u = −2x. 显然原有的增加幂次

积分的方法不能直接用来处理这种 gi(t, 0, · · · , 0, xi+1) 6= 0

的情况.

本文在前面已有结果的基础上, 进一步研究了这种

gi(t, 0, · · · , 0, xi+1) 6= 0 的系统, 本文的主要贡献有以下

几点:

1) 本文将目前已有的即 gi(t, 0, · · · , 0, xi+1) = 0 的结论

推广到 gi(t, 0, · · · , 0, xi+1) 6= 0 的情况. 在一定条件下得到

了这种情况下的连续反馈控制器的存在性及其设计方法.

2) 当 gi(t, 0, · · · , 0, xi+1) 6= 0 时, 从前面给出的两个简

单例子可以看到, 其满足 u(0) = 0 的连续的反馈控制器是不

一定存在的. 本文给出了这种连续反馈控制器存在的一个充

分条件.

3) 受文献 [9, 14] 等的设计方法启发, 本文通过引入一列

适当的非齐次的辅助函数来处理这种非零的情况, 利用反推

的思想, 将原有的增加一个幂次积分项的方法, 修改为增加

一个关于辅助函数的积分项, 从而解决了这一问题, 这种处

理方法也是本文的主要贡献之一.

1 问题的描述及预备知识

1.1 问题的描述

由式 (2), 记 aij(t, 0, · · ·, 0) = cij(t), 若存在 1 ≤
j ≤ pi − 1, 使得 cij(t) 6= 0, 则系统 (1) 的非线性项

gi(t, 0, · · ·, 0, xi+1) 6= 0. 取新的非线性函数:

fi(t, x1, · · · , xi+1) =

pi−1∑

j=0

xj
i+1 [aij(·)− cij(t)]

先考虑仅在 j = qi > 1 为奇数时, cij(t) 6= 0 的情况, 此时,
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系统可以重新描述为
{

ẋi = di(t)x
pi

i+1 + ci(t)x
qi

i+1 + fi(·)
ẋn = dn(t)upn + cn(t)uqn + fn(·)

(3)

其中, pi > qi > 1 均为奇的正整数, fi : R ×Ri+1 → R 为

连续函数, 且对 ∀t ∈ R, 有 fi(t, 0, · · · , 0) = 0, di(t), ci(t) 为

关于 t 的连续函数. 为了讨论它的稳定问题, 做如下假设:

条件 1. 对 i = 1, · · · , n, 存在正实数 λi 和 µi, 使得:

0 < λi < di(t), ci(t) < µi

条件 2. 对 i = 1, · · · , n,存在连续可微的函数 bij: R
i →

R+, 满足 bij(0, · · · , 0) = 0, 使得:

|fi(t, x1, · · · , xi+1)| ≤
pi−1∑

j=0

|xi+1|jbij(x1, · · · , xi)

其中, xn+1 = u.

注 1. 显然, 当 ci(t) 6= 0 时, 系统 (3) 的非线性项

gi(·) = ci(t)x
qi

i+1 + fi(·) 是不满足条件 2 的, 即对系统 (1) 的

非线性项 gi(t, 0, · · ·, 0, xi+1) 6= 0. 而目前已有的一些连续反

馈控制的结果如文献 [8−9, 11, 14], 均要求系统的非线性项

满足条件 2, 即 gi(t, 0, · · · , 0, xi+1) = 0.

注 2. 对于系统 (3), 由于 di(t)x
pi

i+1 + ci(t)x
qi

i+1 是非齐

次的, 所以即使在 qi 为奇数的条件下, 增加幂次积分的方

法[9] 也不适合处理这种系统. 下面的例子说明了这个问题.
{

ẋ1 = x5
2 + x3

2 + x1

ẋ2 = u

按照增加幂次积分的方法, 取 V =
x2

1
2 + W 为 C1 的, 其中,

W =
∫ x2

x∗2

(
s5 − x∗52

)2−(1/5)
ds, 虚拟控制量 x∗2 满足 x∗52 与

x1 异号, 且 x∗52 对 x1 连续可微, 则有:

V̇ = x1ẋ1 +
(
x5

2 − x∗52

)2− 1
5

u−
(

2− 1

5

)
∂x∗52

∂x1

∫ x2

x∗2

(
s5 − x∗52

)1− 1
5

dsẋ1

由 x∗52 与 x1 异号, 故在 x1 = 0 处,
∂x∗52
∂x1

< 0, 又
∂x∗52
∂x1

连

续, 故存在 x1 = 0 的某个邻域 I 和常数 M > 0, 使得在 I

内有: −M <
∂x∗52
∂x1

< 0, 记 U1 = {(x1, x2) : x1 ∈ I, x1 >

0, 2Mx1 > x5
2 > Mx1}, 显然, 在 U1 内 x2 > 0, x1 >

x5
2

2M .

对任意满足 u(0, 0) = 0 的连续函数 u(x1, x2), 显然存在

(0, 0) 点的邻域 U2, 使得 ∀(x1, x2) ∈ U2, 有 |u(x1, x2)| ≤ 1.

则在 U1 ∩U2 内, 由于
∫ x2

x∗2

(
s5 − x∗52

)1−(1/5)
ds ≥ 0, 容易得

到:

−
(

2− 1

5

)
∂x∗52

∂x1

∫ x2

x∗2

(
s5 − x∗52

)1− 1
5

dsẋ1 ≥ 0

注意到 x∗2 < 0, 故
(
x5

2 − x∗52

)2−(1/5)
> 0, 从而

V̇ > x1(x
5
2 + x3

2)−
(
x5

2 − x∗52

)2− 1
5

由 −M <
∂x∗52
∂x1

, 故Mx1 > −x∗52 , 故 x5
2 > −x∗52 , 即

V̇ >
x5

2

2M
(x5

2 + x3
2)−

(
2x5

2

)2− 1
5

>
1

2M
x8

2 − 4x9
2

显然, 当 x2 < 1/(8M) 时, V̇ > 0. 实际上, 采用增加幂次

积分的方法, 如果幂次大于 3, 则在 x2 充分小时, 不能保证

V̇ < 0; 同样, 若幂次小于 5, 则在 x2 充分大时, 不能保证

V̇ < 0. 所以该方法不能用来处理这种系统.

1.2 预备知识

考虑非自治系统:

ẋxx = f(t,xxx), t ∈ R, xxx ∈ Rn (4)

其中, f : R ×Rn → Rn 是关于 (t,xxx) 的连续函数, 且对任

意 t ∈ R, f(t,000) = 0.

定义 1[15]. 称式 (4)的平凡解xxx = 000为全局强稳定的,如

果存在两个函数: B : (0, +∞) → (0, +∞) 和 T : (0, +∞)×
(0, +∞) → (0, +∞), 其中, B 是递增的, 且 lims→0 B(s) =

0, 使得对 ∀α > 0, ε > 0, 式 (4) 的所有定义在 [0, t1) 上的

解 xxx(t), 其中, 0 < t1 ≤ +∞, ‖xxx(0)‖ ≤ α, 都存在定义在

[0, +∞) 上的式 (4) 的解 zzz(t) 满足:

1) zzz(t) = xxx(t), t ∈ [0, t1);

2) ‖zzz(t)‖ ≤ B(α), ∀t ≥ 0;

3) ‖zzz(t)‖ < ε, ∀t ≥ T (α, ε).

本文把这种强稳定作为连续反馈控制器设计的基础,

Kurzweil[15] 证明了 Lyapunov第二定理作适当的修改后, 它

对这种全局强稳定仍然可以成立, 即:

定理 1[15]. 若存在 C1 函数 V : R×Rn→R, 正定连续

正则函数 U1 : Rn → R, 和正定连续函数 Ui : Rn → R, i =

2, 3, 满足: U1(xxx) ≤ V (t,xxx) ≤ U2(xxx), ∂V
∂t + ∂V

∂xxx f(t,xxx) ≤
−U3(xxx), 则系统 (4) 的平凡解 xxx = 0 是全局强稳定的.

注 3[15]. 称非负函数 V : Rn → R 为正则 (Proper) 的,

若对 ∀a > 0, 都有集合 V −1([0, a]) 为Rn 中的紧集.

引理 1[16]. 设 c, d 为正实数, γ(x, y) > 0 为一个实值函

数, 则有:

|x|c |y|d ≤ c

c + d
γ(x, y) |x|c+d +

d

c + d
γ−

c
d (x, y) |y|c+d

定义 λ = min{λi}, µ = max{µi}, 由引理 1 及条件 2,

按照文献 [8−9] 的方法, 可以得到:

命题 1. 对 ∀i = 1, · · · , n, 存在光滑函数 γi(·) ≥ 0, 使

得:

|fi(·)| ≤ λ

2
|xi+1|pi +

i∑

l=1

|xl| γi(·)

然后, 引入辅助函数 yi(x) = yi−1(x
pi−1 + xqi−1), 其中

y1(x) = x, 显然, 这样定义的函数 yi(x) 是单调增的, 故

其反函数存在. 利用二项式定理, 易得 yi(x) = xp1···pi−1 +

· · · + xq1···qi−1 , 注意到 x → 0 时, xl/y−1
k (x) → 0, 其中,

l ≥ 1, 因此规定在可去间断点 x = 0 处, xl/y−1
k (x) = 0. 显

然 xl/y−1
k (x) 在 [0, +∞) 上是单调递增的. 对于这样定义的

yi(x) 及其反函数 y−1
i (x), 有如下命题:

命题 2. 对于任何实数 xi, 有:

y−1
k (|x1|+ · · ·+ |xm|) ≤

m∑

i=1

y−1
k (|xi|)

2y−1
k (|x1 + x2|) ≥

∣∣∣y−1
k (x1) + y−1

k (x2)
∣∣∣
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命题 3. 当 |x1| ≥ 1 时, 有:

yk(|x1x2|) ≥ |x1| yk(|x2|)
y−1

k (|x1x2|) ≤ |x1| y−1
k (|x2|)

命题 4. 对 ∀x1, x2, 有:

yk (|x1x2|) ≤ |yk(x1)yk(x2)|
y−1

k (|x1x2|) ≥
∣∣∣y−1

k (x1) y−1
k (x2)

∣∣∣

命题 5. 设 l 为正整数, γ(x1, x2) > 0 为任意实值函数,

则存在实值函数 τ(x1, x2) > 0, φ(x1, x2) > 0, 使得:

∣∣∣∣∣
xl

1

y−1
k (x1)

∣∣∣∣∣
∣∣∣y−1

k (x2)
∣∣∣ ≤ γ(·)|x1|l + τ(·)|x2|l

∣∣∣∣∣
xl

1

y−1
k (x1)

∣∣∣∣∣
∣∣∣y−1

k (x2)
∣∣∣ ≤ φ(·)|x1|l + γ(·)|x2|l

证明. 由 yk(x) = xp1···pk−1 + · · ·+ xq1···qk−1 , 故存在正

数mk, 当 |x1| ≥ 1 时, 有 |yk(x1)| ≤ mk|x1|p1···pk−1 , 从而有

|y−1
k (x1)| ≥ 1

mk
|x1|

1
p1···pk−1 , 并且, 由 |yk(x)| ≥ |x|p1···pk−1 ,

有
∣∣y−1

k (x)
∣∣ ≤ |x|

1
p1···pk−1 . 这样, 有:

∣∣∣∣∣
xl

1

y−1
k (x1)

∣∣∣∣∣ |y
−1
k (x2)| ≤mk|x1|l−

1
p1···pk−1 |y−1

k (x2)| ≤

mk|x1|l−
1

p1···pk−1 |x2|
1

p1···pk−1

由引理 1, 存在函数 τ1(x1, x2) > 0, 使得:

∣∣∣∣∣
xl

1

y−1
k (x1)

∣∣∣∣∣
∣∣∣y−1

k (x2)
∣∣∣ ≤ γ(·)|x1|l + τ1(·)|x2|l

同理, |x1| ≤ 1 时, 存在函数 τ2(x1, x2) > 0, 使得:

∣∣∣∣∣
xl

1

y−1
k (x1)

∣∣∣∣∣ |y
−1
k (x2)| ≤mk|x1|l−

1
q1···qk−1 |x2|

1
q1···qk−1 ≤

γ(·)|x1|l + τ2(·)|x2|l

取 τ(x1, x2) = τ1(x1, x2) + τ2(x1, x2) 即可得第一个不

等式, 同理, 第二个不等式也成立. ¤
命题 6. 对任意的 l ≤ k, 存在光滑函数 αkl(x) > 0, 使

得 y−1
l (|x|) ≤ αkl(x)y−1

k (|x|).
证明. k = 1 时显然成立, 不妨设 k − 1 时成立, 即当

l ≤ k − 1 时, 存在光滑函数 αk−1,l(x) > 0, 使得:

y−1
l (|x|) ≤ αk−1,l(x)y−1

k−1 (|x|)

成立, 则 k 时, 由 yk(·) 的定义, 有:

y−1
k−1(|x|) =

(
y−1

k (|x|)
)pk−1

+
(
y−1

k (|x|)
)qk−1

由 y−1
k (|x|) ≤ |x|

1
p1···pk−1 , 故存在光滑函数 ψ1(x) > 0 (例

如, 取 ψ1(x) = 1 + x2), 使得:

(
y−1

k (|x|)
)pk−1−1

≤ |x|
1

p1···pk−2
− 1

p1···pk−1 < ψ1(x)

同理, 存在光滑函数 ψ2(x) > 0, 使得:

(
y−1

k (|x|)
)qk−1−1

< ψ2(x)

故

y−1
k−1(|x|) ≤ [ψ1(x) + ψ2(x)] y−1

k (|x|)
取 αk,l(x) = αk−1,l(x) [ψ1(x) + ψ2(x)] > 0, 即得 l ≤ k − 1

成立, 而 l = k 时显然成立, 即 k 时也成立. ¤
命题 7. 如下不等式成立:

1

p1 · · · pk−1
(yk(x))′ ≤ yk(x)

x(
x2

y−1
k (x)

)′
≤

(
2− 1

p1 · · · pk−1

)
x

y−1
k (x)∣∣∣∣

x1 + x2

y−1
i (x1 + x2)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣

x1

y−1
i (x1)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
x2

y−1
i (x2)

∣∣∣∣

2 连续控制器的设计

下面的定理 2 是本文的主要结论, 它的证明过程同时给

出了连续反馈控制器的设计方法.

定理 2. 对非线性系统 (3), 如果它满足条件 1 和 2, 则

存在连续控制器 u = u(xxx) 满足 u(000) = 0, 使得式 (3) 的平凡

解 xxx = 000 是全局强稳定的.

证明.

步骤 1. 取 V1(x1) = x2
1/2, 由命题 1 有:

V̇1(·) ≤ x1d1(t)x
p1
2 + x1c1(t)x

q1
2 +

λ

2
|x1||x2|p1 + x2

1γ1(·)

取虚拟控制器 x∗2, 满足:

y2(x
∗
2) = −x1

2 (n + γ1(x1))

λ
= −x1β1(·)

其中, β1(·) > 0 且光滑, 由 x1y2(x
∗
2) ≤ 0, 故 x1x

∗p1
2 ≤ 0,

x1x
∗q1
2 ≤ 0, 由 λ

2 x1y2(x
∗
2) = −nx2

1 − x2
1γ1(x1), 容易得到:

V̇1(·)≤ x1d1(t)
(
xp1

2 −x∗p1
2

)
+x1c1(t)

(
xq1

2 − x∗q1
2

)
+

x1d1(t)x
∗p1
2 +x1c1(t)x

∗q1
2 +

λ

2
|x1| |x2|p1 − nx2

1 − λ

2
x1y2(x

∗
2) ≤

− nx2
1 + |x1|µ(|xp1

2 − x∗p1
2 |+ |xq1

2 − x∗q1
2 |)+

λx1(x
∗p1
2 + x∗q1

2 ) +
λ

2
|x1| |x2|p1 − λ

2
x1y2(x

∗
2) =

− nx2
1 + |x1|µ(|xp1

2 − x∗p1
2 + xq1

2 − x∗q1
2 |)+

λ

2
x1y2(x

∗
2) +

λ

2
|x1||y2(x2)| ≤

− nx2
1 + c|x1(x

p1
2 + xq1

2 − x∗p1
2 − x∗q1

2 )|
(5)

其中, c = µ + λ/2.

步骤 2. 利用递推的方法, 设在第 k − 1 步, 存在正定、

正则, C1 的 Lyapunov 函数 Vk−1 : Rk−1 → R 和一列 C0

的虚拟控制器 x∗1, x∗2, · · · , x∗k, 定义如下:

x∗1 = 0, ξ1 = x1 − x∗1
y2(x

∗
2) = −ξ1β1(·), ξ2 = y2(x2)− y2(x

∗
2)

...
...

yk(x∗k) = −ξk−1βk−1(·), ξk = yk(xk)− yk(x∗k)
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其中, βi(x1, · · · , xi) > 0 且光滑, 使得:

V̇k−1(x1, · · · , xk−1) ≤ −(n− k + 2)

k−1∑

l=1

ξ2
l +

c

∣∣∣∣∣
ξ2
k−1

y−1
k−1 (ξk−1)

(
x

pk−1
k + x

qk−1
k − x

∗pk−1
k − x

∗qk−1
k

)
∣∣∣∣∣
(6)

定义 Vk(x1, · · · , xk) = Vk−1(·)+Wk(x1, · · · , xk), 其中

Wk(·) =
∫ xk

x∗k

(yk(s)−yk(x∗k))
2

y−1
k (yk(s)−yk(x∗k))

ds. 显然, 这样定义的 Vk 是

C1 的, 且有:

∂Wk

∂xk
=

(yk(xk)− yk(x∗k))2

y−1
k (yk(xk)− yk(x∗k))

=
ξ2
k

y−1
k (ξk)

∂Wk

∂xl
= −∂yk(x∗k)

∂xl

∫ xk

x∗k

∂

[
(yk(s)−yk(x∗k))

2

y−1
k (yk(s)−yk(x∗k))

]

∂ (yk(s)− yk(x∗k))
ds

其中, l < k.

由 x∗k 的定义有, 当 x1, · · · , xk−1 均为零时, x∗k = 0,

故 Wk(0, · · · , 0) = 0. 由 y−1
k (|x|) ≤ |x|

1
p1···pk−1 , 从而, 当

xk ≥ x∗k 时有:

Wk ≥
∫ xk

x∗k

(
yk(s)− yk(x∗k)

)2− 1
p1···pk−1 ds ≥

∫ xk

x∗k

(
sp1···pk−1 − x

∗p1···pk−1
k

)2− 1
p1···pk−1 ds ≥

∫ xk

x∗k

2−p1···pk−1+1 (
s− x∗k

)2p1···pk−1−1
ds =

m(xk − x∗k)2p1···pk−1

其中, m > 0 为常数, 显然, 在 xk ≤ x∗k 时, 上式也成立, 从

而有:

Vk ≥ Vk−1 + m(xk − x∗k)2p1···pk−1

这样, 由 Vk−1 正定且正则, 有 Vk 正定且正则.

在第 k 步时, 有:

V̇k(·) ≤ −(n− k + 2)

k−1∑

l=1

ξ2
l +

c

∣∣∣∣∣
ξ2
k−1

y−1
k−1 (ξk−1)

(
x

pk−1
k +x

qk−1
k −x

∗pk−1
k −x

∗qk−1
k

)
∣∣∣∣∣ +

ξ2
k

y−1
k (ξk)

(
dk(t)xpk

k+1 + ck(t)xqk

k+1

)
+

∣∣∣∣∣
ξ2
k

y−1
k (ξk)

fk(t, x1, · · · , xk+1)

∣∣∣∣∣ +

k−1∑

l=1

∂Wk(·)
∂xl

ẋl

(7)

下面对式 (7) 进行估计, 首先, 由命题 2,

|xpk−1
k + x

qk−1
k − x

∗pk−1
k − x

∗qk−1
k | =

|y−1
k−1 (yk(xk))− y−1

k−1

(
yk(x∗k)

) | ≤
2y−1

k−1

(|yk(xk)− yk(x∗k)|) = 2y−1
k−1|ξk|

由命题 5, 容易得到: 存在常数 ck > 0, 使得:

c

∣∣∣∣∣
ξ2
k−1

y−1
k−1 (ξk−1)

(
x

pk−1
k + x

qk−1
k − x

∗pk−1
k − x

∗qk−1
k

)
∣∣∣∣∣ ≤

1

3
ξ2
k−1 + ckξ2

k

(8)

由 yl(x
∗
l ) 和 ξl 的 定 义 容 易 得 到 |xl| =

y−1
l (|ξl + yl(x

∗
l )|), 由命题 2 和 3 及 y−1

l (·) 的单调性,

当 2 ≤ l ≤ k 时,

|xl| ≤ y−1
l (|ξl|) + y−1

l

[
yl

(∣∣x∗l
∣∣)] =

y−1
l (|ξl|) + y−1

l (|ξl−1βl−1(·)|) ≤
y−1

l (|ξl|) + (1 + βl−1(·)) y−1
l (|ξl−1|)

而 |x1| = y−1
1 (|ξ1|), 这样, 由 βi(·) 光滑性和命题 6, 容易得

到, 存在光滑函数 ρ̂k(x1, · · · , xk) > 0, 使得:

k∑

l=1

|xl| ≤
k∑

l=1

y−1
k (|ξl|) ρ̂k(x1, · · · , xk) (9)

从而, 由命题 1 和 5, 存在光滑函数 ρk(x1, · · · , xk) ≥ 0, 使

得:
∣∣∣∣∣

ξ2
k

y−1
k (ξk)

fk(·)
∣∣∣∣∣≤

λ

2

∣∣∣∣∣
ξ2
k

y−1
k (ξk)

xk+1

∣∣∣∣∣
pk

+
1

3

k−1∑

l=1

ξ2
l + ξ2

kρk(·)

(10)

最后, 对于式 (7) 的最后一项, 由式 (9) 知:

|fl(·)| ≤ λ

2
|xl+1|pl +

l∑

j=1

y−1
l (|ξj |) ρ̂l(·)γl(·)

从而 |ẋl| ≤ c
∣∣xpl

l+1 + xql

l+1

∣∣ +
∑l

j=1 y−1
l (|ξj |) ρ̂l(·)γl(·), 其

中, ∣∣xpl

l+1 + xql

l+1

∣∣ =
∣∣∣y−1

l [yl+1(xl+1)]
∣∣∣ ≤

y−1
l (|ξl+1|) + y−1

l

(∣∣yl+1(x
∗
l+1)

∣∣) ≤
y−1

l (|ξl+1|) + y−1
l (|ξl|) (1 + βl(·))

故存在光滑函数 Cl(·) > 0, 使得:

|ẋl| ≤
l+1∑

j=1

y−1
l (|ξj |) Cl(·) (11)

由命题 7 和 x/y−1
k (x) 的单调性, 容易得到:

∣∣∣∣
∂Wk

∂xl

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣2−

1

p1 · · · pk−1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂yk(x∗k)

∂xl

∣∣∣∣×∣∣∣∣∣
yk(xk)− yk(x∗k)

y−1
k (yk(xk)− yk(x∗k))

∣∣∣∣∣
∣∣xk − x∗k

∣∣

其中

∣∣xk − x∗k
∣∣ =

∣∣∣y−1
k (yk(xk))− y−1

k

(
yk(x∗k)

)∣∣∣ ≤
2y−1

k

(∣∣yk(xk)− yk(x∗k)
∣∣) = 2y−1

k (|ξk|)

记 ak = 2
∣∣∣2− 1

p1···pk−1

∣∣∣, 由 ξk= yk(xk)− yk(x∗k), 故:

∣∣∣∣
∂Wk

∂xl

∣∣∣∣ ≤ ak

∣∣∣∣
∂yk(x∗k)

∂xl

∣∣∣∣ |ξk| (12)

而对于上式中的
∣∣∣∂yk(x∗k)

∂xl

∣∣∣, 容易有: 存在光滑函数

ϕkl(·) ≥ 0, 使得:

∣∣∣∣
∂yk(x∗k)

∂xl

∣∣∣∣ ≤
k−1∑

i=1

∣∣∣∣∣
ξi

y−1
l (ξi)

∣∣∣∣∣ ϕkl(·) (13)
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当 k = 2 时, 由 y2(x
∗
2) = −x1β1(·), 显然式 (13) 成立.

设 k − 1 时成立, 即存在光滑函数 ϕk−1,l(·) ≥ 0, 使得:

∣∣∣∣
∂yk−1(x

∗
k−1)

∂xl

∣∣∣∣ ≤
k−2∑

i=1

∣∣∣∣∣
ξi

y−1
l (ξi)

∣∣∣∣∣ ϕk−1,l(·)

则 k 时:
∣∣∣∣
∂yk(x∗k)

∂xl

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∂ξk−1

∂xl

∣∣∣∣ βk−1(·) +

∣∣∣∣ξk−1
∂βk−1(·)

∂xl

∣∣∣∣ ≤[∣∣∣∣
∂yk−1(xk−1)

∂xl

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∂yk−1(x

∗
k−1)

∂xl

∣∣∣∣
]

βk−1(·)+
∣∣∣∣ξk−1

∂βk−1(·)
∂xl

∣∣∣∣

当 l = 1, · · · , k − 2 时,
∣∣∣∂yk−1(xk−1)

∂xl

∣∣∣ = 0, 故:

∣∣∣∣
∂yk(x∗k)

∂xl

∣∣∣∣≤
∣∣∣∣ξk−1

∂βk−1(·)
∂xl

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∂yk−1(x

∗
k−1)

∂xl

∣∣∣∣ βk−1(·) ≤
∣∣∣∣ξk−1

∂βk−1(·)
∂xl

∣∣∣∣ +

k−2∑

i=1

∣∣∣∣∣
ξi

y−1
l (ξi)

∣∣∣∣∣ ϕk−1,l(·)βk−1(·)

显然, 存在光滑 ϕkl(·) ≥ 0 使得式 (13) 成立.

当 l = k − 1 时,
∣∣∣∂yk−1(x

∗
k−1)

∂xl

∣∣∣ = 0, 故:

∣∣∣∣
∂yk(x∗k)

∂xk−1

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ξk−1

∂βk−1(·)
∂xk−1

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∂yk−1(xk−1)

∂xk−1

∣∣∣∣ βk−1(·)

由命题 7,

1

p1· · · pk−1

∣∣∣∣
∂yk−1(xk−1)

∂xk−1

∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣

ξk−1 + yk−1(x
∗
k−1)

y−1
k−1

(
ξk−1 +yk−1(x∗k−1)

)
∣∣∣∣∣≤

|ξk−1|
y−1

k−1 (|ξk−1|)
+

∣∣yk−1(x
∗
k−1)

∣∣
y−1

k−1

(∣∣yk−1(x∗k−1)
∣∣)

又由 x/y−1
i (x), y−1

i (x) 的单调性, 有:

|ξk−2βk−2(·)|
y−1

k−1 (|ξk−2βk−2(·)|)
≤ |ξk−2 (1 + βk−2(·))|

y−1
k−1 (|ξk−2 (1 + βk−2(·))|)

≤

|ξk−2 (1 + βk−2(·))|
y−1

k−1 (|ξk−2|)
=

|ξk−2|
y−1

k−1 (|ξk−2|)
(1 + βk−2(·))

从而:

∣∣∣∣
∂yk(x∗k)

∂xk−1

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ξk−1

∂βk−1(·)
∂xk−1

∣∣∣∣ +

(
|ξk−1|

y−1
k−1 (|ξk−1|)

+

|ξk−2|
y−1

k−1 (|ξk−2|)
(1 + βk−2(·))

)
p1 · · · pk−1βk−1(·)

故存在光滑函数 ϕk,k−1(·) ≥ 0, 使得式 (13) 成立.

这样, 由式 (11)∼ (13), 可以得到:

k−1∑

l=1

∣∣∣∣
∂Wk(·)

∂xl
ẋl

∣∣∣∣ ≤
k−1∑

l=1

[
ak

(
k−1∑

i=1

|ξi|∣∣y−1
l (ξi)

∣∣ ϕkl(·)
)
×

|ξk|



l+1∑

j=1

y−1
l (|ξj |) Cl(·)







故由引理 1 和命题 5, 存在光滑函数 ϕk(x1, · · · , xk) ≥ 0, 使

得:

k−1∑

l=1

∣∣∣∣
∂Wk(·)

∂xl
ẋl

∣∣∣∣≤
1

3

k−1∑

l=1

ξ2
l + ξ2

kϕk(x1, · · · , xk) (14)

将式 (8)、(10) 和 (14) 代入式 (7), 可以得到:

V̇k(·) ≤− (n− k + 1)

k∑

l=1

ξ2
l +

λ

2

ξ2
k

y−1
k (|ξk|)

|xk+1|pk +

ξ2
k [(n− k + 1) + ck + ϕk(·) + ρk(·)]+

ξ2
k

y−1
k (ξk)

(
dk(t)xpk

k+1 + ck(t)xqk

k+1

)

取 βk(·) = yk

[
2
λ [(n− k + 1) + ck + ϕk(·) + ρk(·)]], x∗k+1 =

−y−1
k+1 (ξkβk(·)), 显然这样取的 x∗k+1 为 C0 的, βk(·) > 0且

光滑. 由命题 4:

ξ2
k

y−1
k (ξk)

(
x∗pk

k+1 + x∗qk

k+1

)
= − ξ2

k

y−1
k (|ξk|)

y−1
k (|ξk|βk(·)) ≤

− ξ2
k

y−1
k (|ξk|)

y−1
k (|ξk|) y−1

k (βk(·)) =

− ξ2
ky−1

k (βk(·)) ≤ 0

按照式 (5) 的方法, 有:

ξ2
k [(n−k+1)+ck +ϕk(·)+ρk(·)] +

λ

2

ξ2
k

y−1
k (|ξk|)

|xk+1|pk +

ξ2
k

y−1
k (ξk)

(
dk(t)xpk

k+1 + ck(t)xqk

k+1

) ≤

c

∣∣∣∣∣
ξ2
k

y−1
k (ξk)

(
xpk

k+1 + xqk

k+1 − x∗pk

k+1 − x∗qk

k+1

)
∣∣∣∣∣

即在第 k 步时, 也有式 (6) 成立, 这样, 第 n 步时可得:

V̇n ≤ −
n∑

l=1

ξ2
l +

c

∣∣∣∣
ξ2
n

y−1
n (ξn)

(
xpn

n+1 + xqn

n+1 − x∗pn

n+1 − x∗qn

n+1

)∣∣∣∣

若取输入 u = xn+1 = x∗n+1, 则有 V̇n ≤ −∑n
l=1 ξ2

l . 由定理

1, 可得定理 2 成立. ¤

3 推广

一般的, 定理 2 的结果可以做如下推广: 对于系统





ẋi = di(xxx, u, t)xpi

i+1+

li∑

j=1

cij(xxx, u, t)x
qij

i+1+

fi(t, x1, · · · , xi+1)

ẋn = dn(xxx, u, t)upn+

ln∑

j=1

cnj(xxx, u, t)uqnj +

fn(t, x1, · · · , xn, u)

(15)

其中, pi, qij ∈ {p
q |p 和 q 为正奇数}, 且 1 < qi1 < qi2 <

· · · < qili
< pi, 函数 fi(·) 连续, di(xxx, u, t) 与 cij(xxx, u, t) 为

连续函数, 并且满足:
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条件 3. 对于所有的 i = 1, · · · , n, 都存在光滑函

数 λi(x1, · · · , xi) 和 µi(x1, · · · , xi), 使得: 0 < λi(·) <

di(·), cij(·) < µi(·), 或者 cij(·) ≡ 0.

条件 4. 对所有的 i = 1, · · · , n, 都存在连续可微函数

bij : Ri → R+, 满足 bij(0, · · · , 0) = 0, 使得:

|fi(t, x1, · · ·, xi+1)|≤
li∑

j=0

|xi+1|qij bij(x1, · · ·, xi)

其中, qi,0 = 0, xn+1 = u.

取 y1(x) = x, yi+1(x) = yi(x
pi +

∑li

j=1 εijx
qij ), 其中,

当 cij(·) 6= 0 时, εij = 1, cij(·) ≡ 0 时, εij = 0, 注意到定理

2 证明中用到的命题对这样的 yi(·) 仍然成立, 利用前面的递

推方法, 容易得到如下结论:

定理 3. 对非线性系统 (15), 若满足条件 3 和条件 4, 则

存在连续控制器 u = u(xxx) 满足 u(000) = 0, 使得式 (15) 的平

凡解 xxx = 000 是全局强稳定的.

注 4. 对高阶非线性系统 (1), 当 (x1, · · · , xi) 为零

时, 若非线性项满足条件 gi(t, 0, · · · , 0, xi+1) = 0, 则方

程右端为关于 xi+1 的齐次函数 dix
pi

i+1, 这种情况下, 增

加幂次积分的方法是非常有效的; 但是, 若非线性项满足

gi(t, 0, · · · , 0, xi+1) 6= 0, 则方程右端为关于 xi+1 的非齐

次函数 dix
pi

i+1 + cix
qi

i+1, 增加幂次积分的方法就不适用了,

本文巧妙地构造了一列辅助函数来处理这种非齐次的情

况, 通过增加关于这些辅助函数积分项的方法, 得到了这

种非齐次情况的结果. 容易看到, 当所有的 cij(·) ≡ 0 时,

yi(x) = xp1···pi−1 , 因此, 文献 [9] 中增加幂次积分的方法和

结果, 都可以归结为本文的一个特例.

4 一个简单的仿真算例

考虑如下模型

{
ẋ1 = (5 + sin x1)x

7
3
2 + 4x

5
3
2 + x1x2 + x1

ẋ2 = (5 + cos x2)u
9
5 + 4u

7
5 + x1u

(16)

它满足条件 3 和条件 4, 取辅助函数

y2(x) = x
7
3 + x

5
3 , y3(x) = y2(x

9
5 + x

7
5 )

按本文的方法, 取 γ1(·) = 1.97 + x2
1/34, 虚拟控制量 x∗2 满

足:

y2(x
∗
2) = −1

2
x1(2 + γ1(x1))

取 u = −y−1
3 [ξ2β2(·)], 其中, ξ2 = y(x2)− y(x∗2),

β2(·) = y2

{
1

2

[
49 +

1

4
(1 + x2

1)
3 + 8

(
33

7
γ1 − 3

)
+

3

4

(
33

7
γ1 − 3

)2

(8 + 5γ1)
2

]}

图 1 和图 2 给出了初值为 x1(0) = 1, x2(0) = −1 时, 系

统的运动.

从仿真的结果来看, 按照定理 2给出的设计方法, 对系统

(16), 其状态 x1, x2 和控制输入 u 均趋向于 0, 从而验证了

本文的理论结果.

图 1 系统 (16) 的状态轨迹

Fig. 1 State trajectories of the system (16)

图 2 系统 (16) 的控制输入

Fig. 2 Control input of the system (16)

5 结论

本文在传统的反推控制设计方法基础上, 引入一列辅助

函数, 通过增加一个关于辅助函数的积分项的方法, 给出了

带有非齐次特性的非线性系统 (3) 的连续状态反馈全局强稳

定控制器的设计方法, 并推广到式 (15) 的情况, 最后, 通过一

个简单的例子, 验证了文章中的理论结果.
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