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一类新非线性控制方法: 基于演算子理论的控制方法综述

温盛军 1 毕淑慧 2 邓明聪 3

摘 要 以基于演算子理论的鲁棒右互质分解 (Operator-based robust right coprime factorization, RRCF) 为基础, 提出了

一种较新的非线性鲁棒控制方法. 本文将简述此方法的概念、基本理论及其应用. 具体地说, 本文首先介绍此方法的起源与基

本概念; 然后, 讨论此方法在系统的鲁棒稳定性、输出跟踪与故障检测方面的设计等问题; 最后, 介绍此方法的实际应用从而进

一步证明其有效性.
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Abstract This paper introduces some concepts, theories and applications of operator-based robust right coprime fac-

torization (RRCF) approach, which is a small new method in robust nonlinear control field. In details, the origin and

basic concepts of this approach is introduced firstly. Then, the system designs on robust stability, tracking performance

and fault detection using the operator-theory-based approach are discussed. Finally, the applications of this method in

engineering are shown to validate its effectiveness.
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在实际的工业过程中, 一般的受控系统都具有
非线性特性, 并且完全精确的模型几乎是无法得到
的. 因为系统工况的改变、参数的扰动、各种故障或
其他外界干扰等不稳定性因素都会对系统的建模造

成一定的影响, 有些系统还存在不能或无法进行数
学建模的部分. 因而, 非线性系统的鲁棒控制一直是
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控制领域的研究热点.
截至目前很多控制方法被相继提出, 如自

适应控制、滑模控制、PID 控制、神经网络控

制、Lyapunov 方法等[1−2]. 这些方法都有自己的
优缺点: 自适应控制能在运行过程中不断测量被控
对象的特性, 自动改变控制的参数和结构使系统达
到满意的控制品质, 但是, 此方法对实时性要求严
格, 当存在不确定性因素时, 很难保证系统的稳定
性; 滑模控制对系统参数的摄动、外界的干扰、系统
的不确定性等具有鲁棒性, 但是它本身的不连续性
以及控制器频繁切换动作能够引起抖动, 容易造成
机械磨损甚至能够激励未建模的高频动态响应使控

制失效; PID 控制是常用的一种控制方法, 但是当模
型不精确或者存在不确定性时, 很难取得良好的控
制效果; 神经网络控制具有快速并行运算能力, 很强
的容错性和自适应学习能力, 能够处理系统的非线
性、不确定性问题, 但是它本身存在自学习的特性,
当环境发生变化时, 需要重新训练网络. 基于演算子
理论的鲁棒右互质分解方法是一种新颖的方法, 它
可被用来处理系统分析、设计、稳定和控制[3−25].
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非线性演算子的定义在文献 [3] 中由 de
Figueiredo 等给出. 而右互质分解鲁棒性的概念
是由 Chen 等在文献 [4] 中提出, 在该文献里, 作者
还讨论了非线性系统的右互质分解鲁棒性以及反馈

控制系统稳定性鲁棒性, 并指出系统如果具有鲁棒
稳定性, 那么就具有鲁棒互质分解性. 而文献 [5] 的
重要意义在于建立了系统的鲁棒右互质的分解性与

鲁棒稳定性之间的关系. 在对非线性系统进行互质
分解时, 通常需要满足一个 Bezout 恒等式, 但仅满
足 Bezout恒等式不能保证右互质分解的鲁棒性. 对
此, Chen 等利用 Lypschitz 算子对一类非线性系统
给出了存在鲁棒右互质分解的充要条件, 得出了鲁
棒右互质分解与反馈控制器系统鲁棒稳定性之间的

联系[4]. Deng 等在文献 [6] 中对该充要条件进行了
扩展, 给出了更一般的解的范围. 在文献 [7−8] 中,
应用同构理论探讨了非线性系统右互质分解的可实

现性条件. 文献 [9] 给出了基于演算子理论的鲁棒跟
踪控制条件. 在文献 [10−11] 的研究说明对于非线
性系统的执行机构故障可以通过基于演算子理论的

鲁棒右互质分解方法来诊断和控制. 通过使用压缩
映射原理来弱化非线性系统多输入多输出之间的耦

合影响, 文献 [12−13] 显示了基于演算子理论的方
法可扩展到多输入多输出系统中. 这些研究结果在
实际对象的应用[14−25], 进一步了证明这类新方法的
有效性.
基于演算子理论的鲁棒右互质分解方法在处理

非线性不确定系统的鲁棒控制问题时, 其优点在于:
应用的演算子是定义在扩展的 Banach 空间上更一
般的 Lipschitz 演算子, 能够更好地处理演算子的
逆、因果性、稳定性问题; 所用的演算子可以是线性
的也可以是非线性的, 可以是有限维的也可以是无
限维的, 可以是频域也可是时域的, 应用范围广; 对
于不确定性的控制用一个范数不等式来限定, 对设
计反馈控制系统保持鲁棒稳定性提出了新概念; 对
于跟踪控制问题, 设计的控制系统能够在保持鲁棒
稳定性的同时实现输出跟踪控制. 目前, 此方法已经
被逐步拓展到复杂系统的研究, 如: 时滞系统、含有
磁滞的系统、多输入多输出系统等, 其理论有效性和
实际应用性得到了较好的验证. 本综述将分别介绍
演算子理论的基本概念, 基于演算子理论的控制方
法及三个工程实例应用研究.

1 综述概要

本文将主要讨论非线性控制领域中基于演算子

理论的鲁棒控制方法及其应用.
第 2 节将简要介绍基于演算子理论的右互质分

解方法的基本思想. 通过本节可了解到演算子的基
本概念, 其可用于描述任意非线性系统. 基于演算子

的右互质分解设计使演算子理论成为解决非线性系

统控制问题的工具, 尤其右互质分解方法提出的简
单的鲁棒稳定与跟踪条件使得该方法的实际应用变

得可行.
第 3 节将讨论应用演算子理论解决非线性系统

的控制问题. 从理论角度探讨非线性系统的鲁棒右
互质分解、跟踪控制、故障检测及其多输入多输出

控制等. 我们将应用演算子理论的方法给出相应的
设计条件.

第 4 节将提供一些基于演算子理论的应用实例,
进一步说明该方法对非线性控制系统的有效性. 第
4.1 节应用演算子理论, 针对网络化控制系统中信号
在网络传输过程造成一定时间延迟导致的稳定性和

控制性能的下降, 将研究其相应地稳定及跟踪控制
设计. 随着网络在反馈回路中的应用不但促进了网
络化控制系统的研究, 而且使得发展大规模分布式
控制系统变得可行。第 4.2 节研究该方法在分布式
控制系统中的应用. 第 4.3 节针对具有智能材料的
非线性系统, 设计一个非线性算子补偿器来消除磁
滞的影响, 并给出鲁棒跟踪控制条件.
第 5 节总结了全文, 并提出了需要进一步研究

的几个方向.

2 基于演算子理论的右互质分解方法的基本

概念

何谓演算子？何谓右互质分解方法？两者又如

何结合成为解决非线性系统控制问题的工具？

所谓演算子, 就是一个映射, 在数学及相关领域
即等同于函数. 它对应的空间是巴拿赫 (Banach)空
间的扩展线性空间, 比一般的线性空间更适合应用
于工程实际中[3]. 非线性系统的右互质分解方法引
自线性系统的相关方法, 尽管如此, 由于非线性系统
与线性系统存在着本质区别, 两者间的研究方法仍
有较大的差异.
一个系统总是和它的输入输出映射 (演算子) Q

相对应, Q : X → Y , X 和 Y 分别是输入空间和

输出空间, 其稳定的子空间分别取 Xs = {x ∈ X :
‖x‖ < ∞} 和 Ys = {y ∈ Y : ‖y‖ < ∞}. 一般的, Q

是 (输入输出) 稳定的, 如果 Q(Xs) ⊆ Ys.
定义 1. 取 S(X, Y ) 为从 X 映射到 Y 的稳定

演算子的集合, 则 S(X, Y ) 包含一个子集:

U(X, Y ) = {Q : Q ∈ S(X, Y ),

且 Q−1 ∈ S(Y, X)} (1)

U(X, Y ) 的因子称为单模 (Unimodular) 演算子.
本文所指的演算子为一般的利普西茨 (Lyps-
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chitz) 演算子, 其范数定义为

‖Q‖Lip := ‖Q(x0)‖Y + ‖Q‖ = (2)

‖Q(x0)‖Y +

sup
T∈[0,∞)

sup
x, x̃ ∈ X

xT 6= x̃T

‖[Q(x)]T − [Q(x̃)]T‖Y

‖xT − x̃T‖X

基于演算子理论的非线性控制系统一般设计如

图 1 所示, U 和 V 代表一个给定的系统演算子 P

的输入和输出空间, 即 P : U → V .

图 1 基于演算子理论的非线性控制系统

Fig. 1 An operator-based nonlinear control system

定义 2. 称P 存在一个右分解,如果其在其定义
域上有一个右分解 P = ND−1 满足: N : W → V

和 D : W → U 稳定, 且 D 可逆, 其中, W 称为准

状态空间 (Quasi-state space).
定义 3. P 称为存在右互质分解, 如果存在两

个稳定的演算子 A : V → U 和 B : U → U , 满足
Bezout 等式:

AN + BD = M, M ∈ U(W,U) (3)

其中, M 是 Unimodular 演算子, B 可逆.
关于如何根据已知系统信息进行右分解的问题,

Bu 等[7] 提出了同构的概念给出了右互质分解的方

法, 这里就不再一一介绍.
定义 4. 图１中的系统称为适定的 (Well-

posed), 如果对于任意的 r ∈ U , 系统的所有信号
(u, w, y, b) 都是唯一确定的.

定义 5. 图 1 中的非线性系统称为整体稳定
(Overall stable), 如果对于输入 r ∈ US, 则 y ∈ Vs,
u ∈ US, w ∈ Ws.
引理 1[4]. 假设图 1 中的系统是适定的. 如果系

统存在右分解且满足 Bezout 等式, 则系统是整体稳
定的当且仅当式 (3) 中的 M 是 Unimodular 演算
子.
根据引理 1, 图 1的系统可以等价为图 2所示系

统. 如果 NM−1 = I, 则系统的跟踪问题可以实现.

图 2 图 1 的等价系统

Fig. 2 Equivalent system of Fig. 1

3 基于演算子理论的鲁棒非线性控制方法

基于演算子理论的方法已经被逐步应用于非线

性控制系统的设计等, 从理论角度主要对以下几个
方面进行了研究.

3.1 鲁棒右互质分解

对于存在不确定性的非线性系统, 文献 [4] 研究
了鲁棒右互质分解问题, 用空集的概念提出一个充
分条件来抵消不确定性而产生的影响. 然而, 由于不
确定性的未知性, 此条件很难实现. 鉴于此, Deng
等[6] 在右互质分解的基础上提出了一个利普西茨范

数不等式, 首次把系统的鲁棒稳定性与右互质分解
条件的鲁棒性相结合.

图 3 具有未知扰动的非线性系统

Fig. 3 A perturbed nonlinear feedback system

对于含有不确定性的非线性系统, 基于演算子
的控制系统设计如图 3 所示, P 和 ∆P 分别为标称

系统 (Nominal plant) 和不确定部分. 假设标称系
统 P 和实际系统 P + ∆P 存在右分解 P = ND−1,
P + ∆P = (N + ∆N)D−1, 其中, N、∆N 和D 是

稳定的, D 可逆, ∆N 未知但其上下界已知, 则系统
的鲁棒稳定条件如下所示

定理 1[6]. 取De 为拓展线性空间 U e 的子空间,
若 (A(N + ∆N)−AN)M−1 ∈ Lip(De), 且

AN + BD = M (4)

‖(A(N + ∆N)−AN)M−1‖ < 1 (5)

则图 3 中的系统是鲁棒稳定的, 其中, Lip(De) 代表
一般化的非线性利普西茨演算子的自映射.
如果条件 (5)成立,演算子A(N+∆N)+BD =

M̃ 可以证明是 Unimodular 演算子, 此条件隐含了
图 3 系统满足:

y(t) = (N + ∆N)M̃−1r(t) (6)

因此, 如果条件 (N + ∆N)M̃−1 = I 成立, 则可以
实现跟踪性能. 然而事实上, ∆N 是未知的, 仅仅通
过已知的信息设计 A 和 B 得到的 Unimodular 演
算子M 很难满足此条件. 因此, 如何设计控制器使
其实现跟踪性能需要进一步考虑.
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3.2 跟踪控制

对于已经稳定的非线性系统, 为实现跟踪功能,
我们设计了一个非线性反馈跟踪系统如图 4 和图 5
所示, 其中, T 为空间转换演算子, 主要用于当输入
空间与输出空间不一样的情况, C 是跟踪控制器. 虚
线内为已经稳定的部分, 用 P̃ 代表. 则误差信号为

ẽ(t) = (I + P̃C)v(t) (7)

非常明显, ẽ 和 y 的空间是一样的. 而且, C 的设计

使开环部分 P̃C 由一个积分器与一个系统 PT 的串

联 (如图 5 所示), 且满足:
1) ∀t ∈ [0, T ], C 稳定, 且 PT (·) ≥ K1 > 0 当

T ≥ t ≥ t1 ≥ 0, r > 0;
2) P̃C(0) = 0;
3) 对于任意的 x, y ∈ Vs 和 t ∈ [0, T ],

‖P̃C(x) − P̃C(y), t‖ ≤ h
∫ t

0
‖x − y, t1‖dt1, h 是

PT 的增益 (Gain), 可以为任意的常数.
定义一个从 v 到 y 的演算子 G, 则 G =

P̃C(I − G). 根据指数迭代定理 (Exponential it-
eration theorem), 如果条件 2) 和 3) 成立, 存在一
个唯一解在 [0, T ] 上一致收敛. 此条件隐含了系统
的输出有界, 且 (I + P̃C)−1 是存在的.

图 4 非线性反馈跟踪系统

Fig. 4 A nonlinear feedback system for tracking

图 5 图 4 的等价系统

Fig. 5 Equivalent blockdiagram of Fig. 4

定理 2[6]. 如果 t < T 足够大, 则控制器 C 能

够使得误差信号 ẽ, 即 y(t)− v(t) 任意小.

3.3 故障检测

把基于演算子理论的方法用来检测故障, 其系
统设计如图 6 所示. 如果

AN + BD = I (8)

A(N + ∆N) + BD = I (9)

A0N + B0D = I (10)

图 6 故障检测系统

Fig. 6 Fault detection system

其中, L 为空间转换器, 则得到故障信号为

Detected fault signal =

abs(B−1(e)(t)− ũd(t)) (11)

其中, ũd 为检测到的输入信号.
用基于演算子理论的方法设计故障检测系统,

一个优点就是故障信号的获得不需要大量的传感

器[10].

3.4 多输入多输出系统

第 3.1 节 ∼ 第 3.3 节的研究可扩展到多输入多
输出系统.

基于演算子理论的多输入多输出非线性系统设

计如图 7 所示, 对于系统中存在的耦合影响, 大概分
为以下 4 类:

zi(t) = ui(t) +
n∑

j = 1

j 6= i

Gij(uj(t)), yi = Pi(zi(t))

(12)

图 7 多输入多输出系统

Fig. 7 Multi-input multi-output system
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zi(t) = ui(t) +
n∑

j = 1

j 6= i

Hij(yj(t)), yi = Pi(zi(t))

(13)

yi(t) = Pi(ui(t)) +
n∑

j = 1

j 6= i

Jij(uj(t)) (14)

yi(t) = Pi(ui(t)) +
n∑

j = 1

j 6= i

Qij(yj(t)) (15)

其中, Gij, Hij, Jij, Qij 分别是内部的演算子, 分别
代表所有与此相关联的耦合影响的和. 以 Gij 为例,
作者主要从以下几个方面考虑:

1) 把内部的耦合当作是系统本身的一部分, 即

xi(t) +
n∑

j = 1

j 6= i

Gij(xj)(t) = (Di + ∆Di)(wi)(t),

i = 1, 2, · · · , n (16)

此时, 整个系统可以分为多个子系统, 用一般的基于
演算子的方法可以处理系统的鲁棒稳定性、跟踪等

问题[12].
2) 用演算子 B 来控制耦合影响. 一方面用微分

算子的概念, 把演算子 B 分为两部分, 微分部分用
来控制系统中的耦合, 其余部分跟一般的基于演算
子的控制方法相似[12]. 另一方面, 也可以把耦合影
响右分解, 一部分划为系统右分解的部分, 另一部分
作为控制算子 B 的一部分[12].

3) 假设耦合算子与系统的右分解部分 D 的关

系为

v(t) = F (w)(t) = F · w(t) + f(t) (17)

其中, v 为 D−1 的输出信号, 则可设计一个反馈控
制器使耦合关系分离, 即把其余子系统对当前系统
的影响转化为与自身变量的一个非线性关系:

ui(t) = Di(fi(t)) + Ri(wi(t)) (18)

然后, 可设计控制器使系统鲁棒稳定并消除此影响
实现输出跟踪控制, 设计的系统如图 8 所示.

图 8 多输入多输出跟踪系统

Fig. 8 Multi-input multi-output system for tracking

其中, P̃i = NiRi 为分离耦合之后的系统, P̃0i =
N0iRi 为 P̃i 的模型, φ 是线性演算子满足: 对任意
的有界信号 α(t), 有 φi(α(t)) → 0, 且 φ−1

i 也是线性

的. 如果

BiRi + AiN0i = M̃i (19)

NiM̃
−1
i Ti = I (20)

则系统的跟踪性能能够实现, 其中, M̃i 是 Unimod-
ular 演算子.

4 研究与应用现状

目前, 基于演算子理论的鲁棒右互质分解方法
已在很多实验对象上得到具体应用[14−25], 例如, 基
于铂尔帖的制热和制冷过程, 带时滞的网络化热过
程, 具有多输入多输出的分布式控制系统, 含有磁滞
的智能驱动系统和人工肌肉系统等. 下面主要介绍
3 个典型的应用实例.

4.1 网络控制系统应用研究

网络化铝板热过程除了包含模型本身的不确定

性以外, 还存在不确定的网络延迟. 因而, 带时滞的
网络化热过程是一个典型的非线性不确定性系统.
文献 [14] 通过 ∆D 和 ∆N 分别表示网络延迟导致

的不确定性和模型本身的不确定性, 并依据右互质
分解来设计鲁棒稳定控制器, 结构框图如图 9 所示.
网络化热过程的模型和相应的右互质分解控制

器如下式所示:

y(t) =
1

cm
e−Lpt

∫
eLτud(τ)dτ (21)

B(ud)(t) =
KpKb −Kp + 1

cm
ud(t) (22)

A(y)(t) = Kp(1−Kb)
[
dy(t)
dt

+ Lpy(t)
]

(23)

这里, y 和 ud 分别表示过程输出和相应的控制输入,
Lp、c 和m 是模型参数, Kb 和 Kp 是设计参数. 在
满足文献 [6] 提出的鲁棒稳定条件和文献 [9] 设计的
跟踪控制器时, 实验结果如图 10 所示.
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图 9 网络化热过程的鲁棒右互质分解

Fig. 9 Robust right coprime factorization of

networked thermal process

图 10 网络化热过程的实验结果

Fig. 10 Experimental result of networked thermal process

实验中, Lp 和Kb 分别取 0.013 和 0.7. 从图 10
可看出, 大约 110 秒后温度达到了设定值, 并非常稳
定.

4.2 分布式控制系统应用研究

大规模分布式控制系统是复杂控制系统发展的

趋势, 这部分讨论基于演算子理论在多水箱分布式
控制系统中的应用, 其中分布式控制系统采用横河
CENTUM CS 3000. 多水箱过程主要包括液位过
程和流量过程, 且需要同时控制, 它们的模型分别如
下所示:

ẏ1(t) =
1
Lp

ud1(t)− a

L

√
2gy1(t) (24)

y2(t) = kebud2(t) (25)

这里, y1 和 y2 分别表示输出液位和流量, 而 ud1 和

ud2 是相应的控制输入, Lp、a、g、k 和 b 是模型参

数. 可设计基于右互质分解的控制器如下:

B1(ud1)(t) = K1ud1(t)

A1(y1)(t) = y1(t)−K1[Lpẏ1(t) + a
√

2gy1(t)]

B2(ud2)(t) = K2ud2(t)

A2(y2)(t) =
y2(t)

k
− K2

b
ln

y2(t)
k

K1 和 K2 是设计参数. 由上式可看出, 控制器 A1

中含有微分算子, 而 A2 中含有对数算子. 这些在分
布式控制系统中都不能直接实现, 需要近似处理来

变得可行. 这将使控制器存在不确定性, 即控制系统
的框图如图 11 所示.

图 11 多水箱过程的鲁棒右互质分解

Fig. 11 Robust right coprime factorization of the

multi-tank process

如果设计的控制器满足如下条件, 则系统的鲁
棒稳定性能被保证[25].

AiNi + BiDi = Mi, i = 1, 2 (26)

‖[(Ai + ∆Ai)(Ni + ∆Ni)−
AiNi]M−1

i ‖ < 1 (27)

跟踪控制器依据文献 [9] 进行设计, 液位和流量
控制系统的实验结果分别如图 12 和 13 所示.

图 12 液位控制实验结果

Fig. 12 The control result of the water level process

图 13 中, 参考液位是 45 cm, 大约 4min 后达
到参考液位并稳定该状态. 图 13 中, 参考流量是
1.0 L/min, 大约 25 s后达到参考流量并稳定该状态.

图 13 流量控制实验结果

Fig. 13 The control results of the water flow process
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4.3 智能材料的非线性系统应用研究

智能材料非线性系统通常都包含有磁滞现象,
是典型的非线性系统. 由于磁滞特性较复杂, 其多
值性、记忆性和非光滑性, 非常容易产生分岔、混沌
等复杂的动力学行为, 影响系统的控制精度, 引起震
荡, 甚至会造成系统不稳定. 为了消除磁滞对系统
的不良影响, 通常需要建立磁滞的数学模型对其影
响进行补偿, 常见的模型有 Preisach 模型、Duhem
模型、Bouc-Wen 模型、Prandtl-Ishlinskii (PI) 模
型等. 对于压电驱动的柔性机械臂, 我们考虑用 PI
模型来描述磁滞现象, 在此基础上用演算子的形式
重新描述磁滞的影响, 从而设计基于演算子理论的
非线性控制器来处理磁滞, 设计的控制结构图如图
14 所示. 图中, PI 是指磁滞的 PI 模型, T 是跟

踪控制器, NC 是磁滞补偿算子. 我们把磁滞分为
可逆和不可逆两部分, 如式 (28) 所示, 把可逆部分
DPI(u)(t) 看作系统右分解可逆部分的一部分, 不可
逆部分 DPI(∆(t)) 看作不确定性因素的影响[16]. 跟
踪控制器 T 被设计满足文献 [9] 所给条件来保证跟
踪性能, 其中, 补偿算子 NC 被包含来消除可逆和不

可逆两部分的磁滞影响.

图 14 柔性机械臂的鲁棒右互质分解

Fig. 14 Robust right coprime factorization of

the flexible arm

u∗(t) = PI(u)(t) = DPI((u)(t) + ∆(t)) (28)

压电驱动柔性机械臂的数学模型如式 (29) 所
示, J1、α1 和 β1 是模型参数.

P (u∗)(t) = (29)

J1

∫
e−

α1
2 (t−τ)

(
sin

β1

2
(t− τ)u∗d

)
(τ)dτ

相应地右互质分解控制器如下:

B(u)(t) = Iu(t) (30)

A(y)(t) =

(
et − e(1−α 1

2
)t

K

)
e−tw(t) (31)

K 是可逆部分的常系数. 跟踪控制器 T 设计为

T (r(t), z) =
1

1− etz1

A(r(t))− z1z2 (32)

z1 和 z2 是与磁滞相关的补偿算子, 分别表示是可逆
部分的逆算子和不可逆部分算子. 所得控制实验结
果如图 15 所示, 结果表明所提出方法在 6 s 之后能
有效消除磁滞带来的影响.

图 15 柔性机械臂的控制结果

Fig. 15 The control result of the flexible arm

5 结论

本文回顾了基于演算子理论的鲁棒右互质分解

方法的发展状况, 对一些研究方向提出了设计方法,
并介绍了三个相应的应用实例. 读者可以从文中所
提及的相应文献中找到更深层次的讨论. 通过本综
述, 我们希望读者能从演算子理论的发展现状中发
现新的问题, 并提出一些新的见解. 此外, 基于作者
的理解, 本文最后给出该领域将来的几个重要研究
方向:

1) 扩展文献 [25] 的设计方式, 研究非线性控制
器的工程实现问题;

2) 深宇宙问题, 也就是说太阳系外发电系统的
控制问题;

3) 无伤害微软执行机构的非线性补偿问题.
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