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一种改进的同伦算法与H∞H∞H∞

鲁棒控制器设计

刘 斌 1, 2 孙久强 1 翟志强 3 李 卓 1 王常虹 2

摘 要 提出了一种具有阶次限制的鲁棒控制器设计方法, 该算法将控

制系统的性能指标转化为灵敏度函数问题, 并利用 Nevanlinna-Pick 插

值算法进行求解. 提出了一种改进的同伦算法, 将其用于求解由灵敏度

函数产生的非线性方程. 基于改进同伦算法设计的鲁棒控制器不仅避免

了传统 H∞ 控制中加权函数的选择问题, 而且克服了鲁棒控制器阶次较

高的缺陷. 最后, 文章以 4 阶系统为例, 设计了具有阶次限制的 H∞ 鲁
棒控制器, 通过与传统鲁棒控制器的比较可以看出, 基于本文方法设计的

控制器不仅具有较低的阶次, 而且其控制性能也具有明显的优越性.
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A Modified Homotopy Method and
H∞H∞H∞ Robust Controller Design
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Abstract A novel method of robust controller design with de-

gree constraint is proposed for feedback control systems, where

the performance indices are firstly transferred to the sensitivity

function problem that will be solved by Nevanlinna-Pick inter-

polation. A modified homotopy method is presented to solve

nonlinear equations induced by the sensitivity function prob-

lem. A new controller based on modified homotopy method

is designed without using weighting functions, which can also

overcome the defect of high order. At last, the 4th order plant is

considered and the corresponding H∞ robust controller with de-

gree constraint is designed. It is be shown from simulations that

the robust controller has not only lower degree than traditional

robust controller, but also superior quality obviously.
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目前, H∞ 鲁棒控制器设计通常采用加权函数法[1]. 加

权函数或用来反映干扰和噪声的频谱, 或用来反映输出灵敏

度函数的形状, 从而将控制系统的设计转化为加权信号在某

种意义下最小化的问题. 但是加权函数的选择没有一种通用

的方法, 针对不同的控制系统, 选择的差异性较大, 即使是同

一设计指标,不同设计者对加权函数的选择也是大相径庭.而

且, 无论是灵敏度最小化问题还是混合灵敏度问题, 阶次较

高的加权函数会产生高阶的灵敏度函数或是补灵敏度函数,

从而使得控制器的阶次较高.

Gahinet 等[2] 和 Skelton 等[3] 针对传统 H∞ 控制的主
要缺陷, 提出用 LMI (Linear matrix inequality) 来处理性能

指标和鲁棒性, 从而降低控制器的阶次, 但是该方法破坏了

目标函数在优化过程中的凸性. 针对含无穷远零点的奇异

H∞ 控制对象, Xin 等显式地构造出低于广义对象阶次的控

制器[4]. 曾建平对这一结果进行推广, 取消了对无穷远零点

的限制[5]. Takao 等则针对含不稳定不变零点的情形, 提出

基于 2-Riccati 方程设计降阶控制器的方法[6]. Xin[7] 和钟瑞

麟等[8] 在 LMI 框架下分别利用系统不稳定的不变零点和稳

定零点设计了降阶控制器. 上述方法设计的控制器均是基于

时域中系统的状态空间模型. 本文从频域的角度提出了一种

具有阶次限制的鲁棒控制器设计方法,该方法源于Byrnes等

提出的基于广义熵准则的 Nevanlinna-Pick 插值理论[9−11].

Georgiou 首次提出具有阶次限制的解析插值算法[12−13], 证

明了不同谱零点下插值多项式的存在性及唯一性[14]. 文献

[10] 和文献 [15] 基于凸优化理论给出了相关证明, 指出凸优

化函数的唯一驻点是搜索区域的内点, 并利用基于 Newton

法的数值算法求解该驻点. 文献 [16] 将文献 [10, 15] 中的最

优化方法拓展至具有阶次限制的广义插值问题. 事实上, 上

述优化问题是一个局部凸优化问题, 并非全局凸优化问题.

因此, 只有当优化问题的初始值接近最优解时才能保证数值

算法的收敛性. 为了应用文献 [10, 15−16] 中提出的理论, 文

献 [17−18] 中分别研究了基于连续法求解文献 [10, 15] 中的

最优化问题. 但文献 [17−18] 中采用的 Euler 预估 −Newton

校正算法需要求解最优化问题的 Hession 阵, 计算量较大.

本文在文献 [18−19] 的基础上, 提出一种改进的同伦算

法, 避免了传统同伦法中逆矩阵的求解, 降低了计算量, 而

且迭代算法受初值影响较小. 基于此, 提出了一种基于灵敏

度函数的鲁棒控制器设计方法, 首先将系统性能要求转化

为灵敏度函数的约束条件, 然后将灵敏度函数的求解转化

为具有阶次限制的 Nevanlinna-Pick 插值 (Nevanlinna-Pick

interpolation with degree constraint, NPDC) 问题, 最后应

用本文提出改进的同伦算法求解相应的非线性方程组, 从而

确定灵敏度函数和控制器. 本文提出的鲁棒控制器设计方法

与传统 H∞ 鲁棒控制器设计方法的主要区别是不使用加权
函数, 不仅可避免使用加权函数带来的缺陷, 而且控制器的

阶次较低. 最后以 4 阶系统为仿真对象, 设计相应的 H∞ 鲁
棒控制器, 并与传统鲁棒控制器的控制效果进行了比较.

1 同伦法

在鲁棒控制器设计过程中, 经常需要求解线性方程 (组)

或非线性方程 (组). 求解线性方程组的算法已经趋于成熟,

常用的有高斯消去法、共轭梯度法等. 特别是 LMI 的出现,

使得控制器的设计变得更加简便. 但是, 非线性方程 (组) 的
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求解一直缺少高效、可靠的算法. 因此, 如何快速、准确地求

解非线性方程 (组) 就成为衡量控制器设计算法成功与否的

一个重要因素. 目前, 在非线性方程求解过程中, 可以用有限

元法、边界元法、有限体积法、无网格法等方法求解非线性

方程. 其中, 有两大类算法被认为是求解非线性方程的代表

性方法: 一类是 “分段线性法”[20]; 另一类是 “同伦法”[21].

同伦法作为现代数学中的一个有力工具得到了广泛应

用[21]. 考虑两光滑映射 F : Rn 7→ Rn 和 G : Rn 7→ Rn, 定

义函数 H : Rn ×R 7→ Rn:

H(x, λ) := λF (x) + (1− λ)G(x), λ ∈ [0, 1] (1)

当 λ = 0时, H(x, λ) = G(x); 当 λ = 1时, H(x, λ) = F (x).

一个拓扑空间可以连续地形变到另一个拓扑空间, 则称这两

个拓扑空间同伦, 其中 H(x, λ) 称为同伦函数, λ 称为同伦

参数. 显然, λ = 0 和 λ = 1 时同伦函数的零点分别为

G(x) = 0 和 F (x) = 0 的根.

当 λ 在 [0, 1] 中变化时, H(x, λ) 构成一组同伦函数, 相

应的同伦方程 H(x, λ) = 0 的解构成 Rn 中的一条曲线. 这

样, 从初始模型 G(x) = 0 开始, 沿着同伦曲线就可以求得目

标函数

F (x) = 0 (2)

的解. 因此, 需要 G(x) = 0 的解 x0 已知或易于求解, 至于

如何跟踪同伦曲线, 常用的方法有两种: 预估−校正法和数值
延拓法.

2 具有阶次限制的鲁棒控制问题

2.1 反馈控制中的灵敏度函数

考虑如图 1 所示的反馈控制系统, 其中 P (z) 和 C(z) 分

别表示给定的被控对象和待设计的控制器, r(z) 是参考信号,

d(z) 表示被控对象输出端干扰. 设 P (z) 含有 np 个不稳定的

极点 |pi|> 1, i = 1, 2, · · · , np 和 nz 个不稳定的零点 |zi|> 1,

i = 1, 2, · · · , nz.

图 1 典型反馈控制系统结构图

Fig. 1 Typical configuration of the feedback control system

由图 1 可知, 从参考输入 r(z) 到误差 e(z) 的传递函数

为

S(z) =
1

1 + P (z)C(z)
(3)

称之为灵敏度函数. S(z) 同时也是从干扰 d(z) 到输出

yout(z) 的传递函数. 对于任何一个控制系统而言, 内稳定

是首先要解决的问题, 闭环系统稳定性与灵敏度函数的关系

如引理 1 所述.

引理 1[22]. 反馈系统内稳定的充要条件是: 1) 灵敏度函

数 S(z) 是稳定的; 2) 灵敏度函数 S(z) 满足如下插值条件:

S(pi) = 0, i = 1, 2, · · · , np

S(zj) = 1, j = 1, 2, · · · , nz

(4)

此外, 由于 e = Sr, 则 ‖e‖2 ≤ ‖S‖∞‖r‖2, 出于控制性
能的需要, 应减小 ‖S‖∞. 对于干扰抑制而言, 因为 ‖y‖2 ≤

‖S‖∞‖d‖2, 故也需要对 ‖S‖∞ 加以限制. 所以, 对于某一设

定的 γ, 寻求 S 使之满足

SNP := {S ∈ RH∞ : ‖S‖∞ < γ, S(qi) = wi,

i = 0, 1, 2, · · · , n} (5)

这就是所谓的 Nevanlinna-Pick 插值问题[23]. 该问题有解的

充要条件是 Pick 矩阵半正定, 当 Pick 矩阵正定时, S 有无穷

多个解析解[23]. 如果 P 中含有多重不稳定的极点和零点, 则

可参考文献 [24]. Nevanlinna-Pick 插值理论不仅可以用于控

制领域[25−26], 而且在信号处理, 电路理论等方面有广泛的应

用[9−10, 14, 27]. 因此, 研究具有阶次限制的 Nevanlinna-Pick

具有重要的意义.

2.2 具有阶次限制的Nevanlinna-Pick插值

设各插值点 qi, i = 0, 1, 2, · · · , n 是不同的, 插值数据

(qi, wi), i = 1, 2, · · · , n 以共轭的形式出现, 而且 q0 = ∞, w0

为实数. 具有阶次限制的 Nevanlinna-Pick 插值问题可描述

如下: 给定插值数据 {(qi, wi), i = 0, 1, 2, · · · , n}, |qi| > 1, 且

Pick 矩阵满足

MP :=

[
wk + w̄l

1− q−1
k q̄−1

l

]n

k,l=0

> 0 (6)

确定函数

SNPDC ∈ SNPDC := SNP ∩ SDC(n) (7)

其中, SDC(n) := {S : degS ≤ n} 表示阶次不大于 n 的灵敏

度函数 S 之集合.

引理 2 表明了 NPDC 与灵敏度函数 S(z) 之间的关系.

引理 2[10]. 给定一 Schur 多项式 ρ(z) = zn + ρ1z
n−1 +

· · ·+ ρn, 一定存在唯一的实多项式对:

α(z) = α0z
n + α1z

n−1 + · · ·+ αn

β(z) = β0z
n + β1z

n−1 + · · ·+ βn

满足以下条件:

1) S(z) = β(z)
α(z)

为严格有界实函数;

2) S(qi) = wi, i = 0, 1, · · · , n 为严格有界实函数;

3) γ − S(z)S(z−1) = ρ(z)ρ(z−1)

α(z)α(z−1)
.

换言之, 对于某个 Schur 多项式 ρ(z), 一定存在相应于

NPDC 问题的唯一解 S(z). 而且, ρ(z) 在复平面上单位圆内

的 n 个自共轭零点集合与 NPDC 问题的插值解 (α(z), β(z))

之间是双射, 其中 ρ(z) 的零点称为谱零点.

由于阶次的限制, 此时得到的灵敏度函数有可能达不到

设定的性能指标, 因此有必要引入附加插值条件:

S(q′i) = w′i, |q′i| > 1, i = 1, 2, · · · , ne (8)

附加插值点的选取比较自由, 只要不影响 Pick 矩阵的正

定性即可. 但是, 随着附加插值条件数目的增多, 灵敏度函数

的阶数也会增加, 从而增加控制器的阶次. 所以, 在满足系统

性能要求的前提下, 附加插值条件的数目越少越好.

谱零点和附加插值点对 S(z) 的影响可参考文献 [28].

2.3 控制器CCC(zzz)的阶次分析

如果存在一个 S(z) 满足性能指标, 则相应的控制器

C(z) 为

C(z) =
1− S(z)

P (z)S(z)
(9)
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控制器 C(z) 的阶次是由定理 1 决定的.

定理 1. 设 P (z) 是严格正则的, S(z) 是满足式 (7) 和插

值条件 (4) 和 (8) 的灵敏度函数, ne 为引入的附加插值约束

条件的个数, 那么控制器的阶次满足下式

degC ≤ degP − 1 + ne (10)

证明. 考虑如下被控对象:

P (z) =
Psn(z)Pun(z)

Psd(z)Pud(z)
(11)

其中, Psn(z), Pun(z), Psd(z) 和 Pud(z) 分别为稳定的、不稳

定的分子多项式和稳定的、不稳定的分母多项式. 若不稳定

的分子多项式和分母多项式分别表示为

Pun(z) =
nz∏
i=1

(z − zi)
ki , |zi| ≥ 1, i = 1, 2, · · · , nz

Pud(z) =
np∏
j=1

(z − pj)
mj , |pj | ≥ 1, j = 1, 2, · · · , np

k = degPun =
nz∑
i=1

ki, m = degPud =
np∑
j=1

mj

则 P (z) 的相对阶次 r 为

r = degPsd + m− degPsn − k (12)

此时, 可认为 P (z) 在无穷远处有 r 重不稳定零点. 若定义

z0 = ∞, 则相应的阶次 k0 = r.

设 S(z) = Sn(z)
Sd(z)

, 根据引理 1 可知, 闭环系统内稳定的

条件是灵敏度函数 S(z) 满足下列条件:

1) Sd(z) − Sn(z) 一定在 z = zi 处有 ki 重零点, i =

1, 2, · · · , nz, 且 deg(Sd(z)− Sn(z)) ≤ s0 − r;

2) Sn(z) 一定在 z = pj 处有 mj 重零点, j =

1, 2, · · · , np, 其中, s0 = degS = degSd = degSn.

根据 1) 和 2) 可知, 多项式 Sd(z)−Sn(z) 和 Sn(z) 可以

分解为:

Sd(z)− Sn(z) =

nz∏
i=1

(z − zi)
ki ·G1(z) = Pun(z)G1(z) (13)

Sn(z) =

np∏
j=1

(z − pj)
mj ·G2(z) = Pud(z)G2(z) (14)

其中, 多项式 G1(z) 和 G2(z) 的阶次满足下列条件:

degG1 ≤ s0 − r − k (15)

degG2 = s0 −m (16)

根据式 (13) 和式 (14), 则有:

1− S(z)

S(z)
=

(Sd − Sn)(z)

Sn(z)
=

Pun(z)G1(z)

Pud(z)G2(z)
(17)

将式 (11) 和式 (17) 代入式 (9) 可得:

C(z) =
Psd(z)G1(z)

Psn(z)G2(z)
:=

Cn(z)

Cd(z)

根据式 (12)、式 (15) 和式 (16), 有:

degCd − degCn =

degPsn + degG2 − (degPsd + degG1) ≥
degPsn + (s0 −m)− [

degPsd + (s0 − r − k)
]

=

degPsn − degPsd + r + k −m = 0

所以, C(z) 是正则的. 同时,

degC ≤ degCd = degPsn + s0 −m =

(degPsd + m− k − r) + s0 −m =

degP + s0 − k − r −m (18)

显然, 当灵敏度函数 S(z) 的阶次增加时, 控制器 C(z) 的阶

次也会随之增加.

根据闭环系统内稳定与插值的个数的关系

k0 +

nz∑
i=1

ki +

np∑
i=1

mi = r + k + m (19)

那么, 在 NPDC 求解过程中引入 ne 个附加插值条件, 则

S(z) 的阶次满足:

s0 = degS ≤ r + k + m− 1 + ne (20)

由式 (18) 和式 (20) 可知,

degC ≤ degP + s0 − k − r −m ≤
degP + (r + k + m− 1 + ne)− k − r −m ≤
degP − 1 + ne

¤
2.4 最优化问题

引理 2 保证了灵敏度函数 S(z) 的存在性, 给定 ρ(z) 求

解 S(z) 的过程可转化为如下的最优化问题[10]:

min
ζ∈Q+

Jρ(ζ) (21)

其中, Jρ(ζ) := 〈ζ+ζ∗, $+$∗〉−〈log(ζ + ζ∗), ρρ∗
ττ∗ 〉, ζ∗(z) :=

ζ(z−1), 且两实 L2 函数 l1 和 l2 的内积定义为 〈l1, l2〉 :=
1
2π

∫ π

−π
l1(e

iθ)l2(e
−iθ)dθ; τ(z) :=

∏n
j=1(z−q−1

j )是由插值点

确定的阶多项式; Q+ := {ζ := µ
τ
, ζ(eiθ) + ζ(e−iθ) > 0, ∀θ ∈

[−π, π]}, µ 是阶次为 n 的实多项式; $ 为在 |z| ≥ 1 中解析

的任一实函数且满足插值条件 $(qj) = wj , j = 0, 1, · · · , n.

如果求得上述优化问题的最优解 ζ(z), 则灵敏度函数

S(z) = β(z)
α(z)

可通过如下的谱分解得到:

ζ(z) + ζ∗(z) =
α(z)α(z−1)

τ(z)τ(z−1)
(22)

α(z)β∗(z) + α∗(z)β(z) = ρ(z)ρ∗(z) (23)

如果存在唯一的最小相位多项式 ξ(z) 满足

ζ(z) + ζ(z−1) = ξ(z)ξ(z−1), ζ ∈ Q+ (24)

且可以表示为 Cauchy 核的形式

ξ(z) =

n∑
j=0

ϕjz

z − q̄−1
j

则 Jρ(ζ) 的第一项只与 MP 有关, 而与多项式 $ 的选取无

关.

定义 ϕ := [ϕ0, ϕ1, · · · , ϕn]T ∈ R×Cn, 从而

〈ζ + ζ∗, $ + $∗〉 = ϕHMPϕ (25)
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由式 (22) 和式 (24) 可知, 多项式 ξ(z) 可定义为

ξ(z) :=
α(z)

τ(z)
=

α0z
n + α1z

n−1 + · · ·+ αn

zn + τ1zn−1 + · · ·+ τn
(26)

定义 α(z) 系数向量为 α := [α0, α1, · · · , αn]T, 则

α = LnV ϕ (27)

其中,

V :=




1 1 · · · 1

q̄−1
0 q̄−1

1 · · · q̄−1
n

...
...

. . .
...

q̄−n
0 q̄−n

1 · · · q̄−n
n




Ln :=




1

τ1 1
...

. . .
. . .

τn . . . τ1 1




根据式 (24)∼ (27), 则式 (21) 中的 Jρ(ζ) 变为

Jρ(ζ) = αTKα− 2〈log|α|, Ψ〉+ 2〈log|τ |, Ψ〉 (28)

其 中, Ψ := ρρ∗
ττ∗ , K := L−T

n V −HMP V −1L−1
n ∈

R(n+1)×(n+1). 由于式 (28) 中的最后一项为常数, 且有

〈log|α|, Ψ〉 = 〈logα, Ψ〉, 所以, 若定义

F(α) = αTKα− 2〈logα, Ψ〉 (29)

则式 (21) 的最优化问题与下述最优化问题:

min
α∈Sn

F(α) (30)

是等价的, 其中 Sn :=
{

α ∈ Rn+1 : α(z) :=
∑n

k=0 αkzn−k 6= 0, ∀|z| ≥ 1, α0 > 0
}
为非凸的 Schur 稳

定域.

下面以引理的形式给出 F(α) 的两个重要性质, 它们是

应用同伦法设计鲁棒控制器的理论基础.

引理 3[18]. 函数 F(α) 在 Sn 中存在唯一解 αsol.

引理 4[18]. 函数 F(α) 在全局最优解的邻域内是严格凸

函数.

根据引理 3 和引理 4 可知, 式 (30) 所示的最优化问题的

解可通过下式求解:

∇αF(α) = 0

即为非线性方程

Kα− 〈z
ααα

, Ψ〉 = 0 (31)

的解, 其中 z := [zn, zn−1, · · · , 1]T. 此处的 “内积” 是指按

分量逐项做内积, 即

〈z
ααα

, Ψ〉 := [〈z
n

ααα
, Ψ〉 〈z

n−1

ααα
, Ψ〉 . . . 〈 1

ααα
, Ψ〉]T

对于式 (31) 而言, 当 ρ = τ 时, 即 Ψ = 1 时, 容易获得

Kα− 〈z
ααα

, 1〉 = 0 (32)

的解 α0. 为了方便后面的求解, 对式 (31) 中的 Ψ 进行归一

化.

定义 Ψ̃(z) := Ψ(z)
〈Ψ,1〉 使得 〈Ψ̃, 1〉 = 1, 则最优化问题的解

就转化为非线性方程

Kα− 〈z
ααα

, Ψ̃〉 = 0 (33)

的根.

若要求解形如式 (33) 所示的非线性方程, 定义如下同伦

函数:

F(α, λ) := Kα− 〈z
ααα

, Φ(z, λ)〉 (34)

其中, Φ(z, λ) := λΨ̃ + (1 − λ), 显然, 当 λ 分别等于 0 和 1

时, 相应的方程 F(α, 0) = 0 和 F(α, 1) = 0 即为方程 (32)

和方程 (33), 所以式 (34) 具有期望的同伦.

由引理 3 和引理 4 可知, 对于任一 λ ∈ [0, 1], 式 (34) 均

存在唯一解. 将式 (34) 相应于 λ ∈ [0, 1] 的每个解记为 α̂(λ),

则 {α̂(λ)}1λ=0 构成了 n 维 Euclidean 空间的一条轨迹, 称之

为 α 的轨迹. 在应用同伦法求解 (34) 之前, 首先说明一下轨

迹 {α̂(λ)}1λ=0 的性质
[29].

1) 当 λ ∈ [0, 1) 时, 轨迹 {α̂(λ)}1λ=0 是连续可微的, 而

且在 λ = 1 处是连续的;

2)轨迹 {α̂(λ)}1λ=0 在 λ ∈ [0, 1)上没有转折点 (Turning

point);

3) 轨迹 {α̂(λ)}1λ=0 没有分叉点 (Bifurcation).

根据 1)∼ 3) 可知, 可以应用同伦法从 λ = 0 处沿 α

的轨迹求解. 由于轨迹 {α̂(λ)}1λ=0 是连续可微的, 因而将

F
(
α̂(λ), λ

)
对 λ 求导可得

∂F
(
α̂(λ), λ

)

∂α̂(λ)
· dα̂(λ)

dλ
+

∂F
(
α̂(λ), λ

)

∂λ
= 0 (35)

令 Fα̂ :=
∂F

(
α̂(λ),λ

)
∂α̂(λ)

, ˙̂α := dα̂(λ)
dλ

, Fλ :=
∂F

(
α̂(λ),λ

)
∂λ

, 则式

(35) 简记为

Fα̂ · ˙̂α + Fλ = 0 (36)

传统的同伦法, 需要求解 Fα̂ 的逆, 从而求得:

˙̂α = −F−1
α̂ Fλ (37)

若已知了 α̂(0) 和 ˙̂α, 就可以利用 Euler 预估 -Newton

校正算法沿其同伦曲线求解 α̂(1).

本文将对上述同伦算法进行改进, 直接对 α̂ 进行迭代求

解, 避免了求解 Fα̂ 的逆. 在不引起混淆的情况下, 下面的分

析中将 α̂ 记为 α.

3 改进的同伦算法

3.1 变量代换

引入变量 ~, ~ 6= −1 且 ~ 与 x 无关. 令

y(~) := (1 + ~)x (38)

则

x =
1

1 + ~
y(~) (39)

dy

d~
= x (40)

如果 ν 6= 0, 则式 (2) 等价于

νF (x) = 0 (41)
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根据式 (40) 和式 (41) 可得:

dy

d~
= x− νF (x) (42)

将式 (39) 代入式 (42), 得:

dy

d~
=

y

1 + ~
− νF (x) (43)

从而
d

d~
( y

1 + ~
)

= − ν

1 + ~
F

( y

1 + ~
)

(44)

即:
dx

d~
= − ν

1 + ~
F (x) (45)

显然, 方程 (2) 的根为方程 (45) 的不动点.

3.2 非线性方程组

由于 λ ∈ [0, 1], 若将 λ 分为m 等份, 则4λ = 1
m

, 对式

(36) 进行反向有限差分可得:

Fα(αi)
αi −αi−1

4λ
+ Fλ(αi) = 0 (46)

其中, i = 1, 2, · · · , m, λi = i · 4λ, αi = α(λi), α0 = α(0).

这样, 式 (46) 就是 m 个耦合的非线性矢量方程构成的方程

组, 而且该方程组的解 α(λm) 就是方程 (36) 的根.

根据 3.1 节中的变量代换, 可将非线性方程组 (46) 的根

转化为下述非线性方程组的不动点,

dαi

d~
= − ν

1 + ~
[
Fα(αi)

αi −αi−1

4λ
+ Fλ(αi)

]
,

i = 1, 2, · · · , m

(47)

说明:

1) 由于 λ 的长度为 1, 所以当m = 1 时, 非线性矢量方

程组 (47) 变为

dα1

d~
= − ν

1 + ~
[
(α1 −α0)Fα(α1) + Fλ(α1)

]
(48)

方程 (48) 的解 α1 即为方程 (36) 的根.

2)对比式 (47)和式 (37)可知,式 (47)的求解过程中,只

需计算 Jacobian矩阵 Fα 和 Fλ, 避免了 Euler预估 -Newton

校正算法中逆矩阵的求解, 计算量明显降低, 避免了求解 Fα

的逆矩阵.

3.3 迭代法求解 α

将式 (47) 记为如下形式:

α̇ := f i(αi, ~) (49)

令

‖αi‖ :=
√

αT
i αi =

√
〈αi, αi〉 (50)

则
d‖αi‖

d~
=

α̇T
i αi√
αT

i αi

(51)

其中两个 n 维向量的内积定义为

〈αi, αj〉 :=

n∑

k=1

αikαjk

将式 (49) 代入式 (51) 可得:

d‖αi‖
d~

=
fT

i αi√
αT

i αi

(52)

并将式 (49) 和式 (52) 合并为一个方程组:

d

d~

[
αi

‖αi‖

]
=

[
0n×n

fi
‖αi‖

fT
i

‖αi‖ 0

] [
αi

‖αi‖

]
(53)

显然, 方程 (53) 与方程 (49) 有相同的解. 而且, 方

程 (53) 中具有 Minkowski 结构的增广状态变量 Γi :=

[αT
i , ‖αi‖]T 满足如下锥条件:

ΓT
i QΓi = 0 (54)

其中

Q =

[
In×n 0n×1

01×n −1

]
(55)

为Minkowski 度规.

此时, 方程 (53) 可写成如下形式:

Γ̇i = AiΓi (56)

其中 Ai =

[
0n×n

fi
‖αi‖

fT
i

‖αi‖ 0

]
满足 AT

i Q + QAi = 0, 且为群

SO0(n, 1)的一个李代数 so(n, 1). 利用 Padé逼近,由 t = ~k

时的 Γi,k 可得到 Γi,k+1, 即:

Γi,k+1 = Gi(k)Γi,k (57)

其中:

Gi(k) = exp
[
hAi(k)

]
=


 I +

(ai,k−1)

‖fi,k‖ f i,kfT
i,k

bi,kfi,k

‖fi,k‖
bi,kfT

i,k

‖fi,k‖ ai,k − 1


 (58)

ai,k := cosh
(h‖f i,k‖
‖αi,k‖

)
, bi,k := sinh

(h‖f i,k‖
‖αi,k‖

)

在每次迭代过程中, 当 Γi,k 映射至 Γi,k+1 时, 保持群的

下列特性:

GT
i QGi = Q, detGi = 1, Gi,11 = 0

其中 Γi,k 表示 Γi 在 ~k 处的数值, 且 Γi,k 满足式 (54);

Gi,k ∈ SO0(n, 1) 为Gi 在 ~k 处的群值; Gi,00 表示Gi 的 00

阶分量. 对于所有的 h > 0 而言, 群性质保持不变. 因此, 该

算法是保群算法 (Group preserving scheme).

将式 (58) 代入式 (57) 得到:

αi,k+1 = αi,k + ηi,kf i,k (59)

‖αi,k+1‖ = ai,k‖αi,k‖+
bi,k

f i,k

〈f i,k, αi,k〉 (60)

式中,

ηi,k :=
bi,k‖αi,k‖‖f i,k‖+ (ai,k − 1) · 〈f i,k, αi,k〉

‖f i,k‖2
(61)
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显然, 上述数值迭代算法 (59)∼ (61) 与 Euler 法完全一

致, 只是其迭代步长具有自适应性, 因此, 该单步迭代算法是

一阶收敛的. 根据 ηi,k 的表达式 (61) 和 Schwartz 不等式可

知, ηi,k > 0, 所以 αi,k+1 = αi,k 的等价条件是 f i,k = 0, 这

就意味着式 (59) 与式 (49) 具有相同的平衡点.

3.4 停止准则

应用 3.3 节中的迭代算法从 α0 开始迭代求解式 (47),

相应的停止准则可由下式确定:

‖αm,k+1 −αm,k‖ ≤ ε1 (62)

其中, ‖ · ‖ 表示向量的 2- 范数, ε1 是事先设定的容许误差限.

也可采用下式作为停止准则:

‖Fαm · α̇m + Fλ‖ ≤ ε2 (63)

其中, ε2 是事先设定的容许误差限.

4 仿真实例

考虑文献 [30] 中的名义被控对象:

P (s) =
−6.475s2 + 4.0302s + 175.77

s(5s3 + 3.5628s2 + 139.5021s + 0.0929)
(64)

该文献中设计的鲁棒控制器为: C(s) = (1.424s7 + 9.076 ×
102s6+3.141×104s5+1.117×105s4+9.073×105s3+1.961×
106s2+1.306×103s+0.01406)/(s8+1.013×103s7+1.326×
104s6+1.129×105s5+6.326×105s4+2.348×106s3+4.940×
106s2 + 3.440× 106s + 3.435).

在应用本文提出算法求解控制器之前, 首先通过Möbius

变换 s = z−1
z+1

, 将 s 域的右半平面映射为 z 域的单位圆外, 从

而得到相应的插值条件. 同时将文献 [30] 中的系统性能要求

转化为 z 域的描述方式, 据此利用本文算法求得控制器的 z

域描述方式, 再利用反变换 z = 1+s
1−s
得到相应的控制器为:

CNPDC(s) = (12.31s3 + 9.036s2 + 352.2s + 0.2331)/(s4 +

20.13s3 + 139.3s2 + 448.7s + 650.6).

在控制器 CNPDC(s) 和 C(s) 作用下, 系统的闭环阶

跃响应分别如图 2 中 NPDCoutput1 和 Output1 所示, 相

应的控制器输出如图 5 中 NPDCinput1 和 Input1 所示.

当名义被控对象摄动为 Pδ(s) = (−21.475s2 + 4.0302s +

175.77)/(s(0.006s4 + 5s3 + 3.5628s2 + 139.5021s + 0.0929))

时, 两控制器作用下闭环系统阶跃响应曲线如图 2 中 NPD-

Coutput2 和 Output2 所示, 相应的控制器输出如图 3 中

NPDCinput2 和 Input2 所示.

图 2 阶跃响应曲线

Fig. 2 Step response curves

图 3 控制器输出曲线

Fig. 3 Output curves of controllers

由图 2 可以看出, 相对于Output1 而言, NPDCoutput1

的超调小、响应速度快. 当被控对象摄动为 Pδ(s) 时, NPD-

Coutput2与Output2的超调量都明显增加. 但是CNPDC(s)

表现出来的控制效果明显优于 C(s) 的控制效果. 图 4 中给

出了两鲁棒控制器下闭环系统的灵敏度函数的幅频特性, 分

别记为 S−NPDC 和 S. 通过以上分析可以看出, 本文设计的

鲁棒控制器不仅阶次低, 而且控制性能优于传统的鲁棒控制

器.

图 4 灵敏度函数的幅频特性

Fig. 4 Magnitude-frequency characteristic

5 结论

本文提出了一种改进的同伦算法, 避免了 Euler 预估

-Newton 校正过程中逆矩阵的求解. 将该算法用于求解鲁棒

控制器设计过程中出现的非线性方程, 基于闭环系统的灵敏

度函数设计了具有阶次限制的 H∞ 鲁棒控制器, 并将其应用

于反馈控制系统, 取得了较好的控制效果. 由仿真实验和分

析结果可以看出, 与传统的鲁棒控制器相比, 基于本文方法

设计的鲁棒控制器, 不仅具有较低的阶次, 而且控制性能优

于传统的 H∞ 鲁棒控制器.
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