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基于分段线性化法的改进自主优化控制

叶凌箭 1 钟伟红 1 宋执环 2

摘 要 现有自主优化控制方法 (Self-optimizing control, SOC) 均基于系统名义工作点的线性化模型, 过程的非线性较强时,

由线性化误差导致的损失将显著影响控制系统的自主优化性能. 提出了一种基于分段线性化模型的改进自主优化控制方法,

获取不同扰动工况下的分段线性化模型, 分别应用线性化 SOC 方法并构造总的被控变量. 新方法能够在更大范围的操作空间

内最小化平均损失, 具有更加优异的自主优化效果. 对一个数值算例和一个放热反应过程的研究验证了提出方法的有效性.
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Improved Self-optimizing Control Method Based on Piece-wise Linearization
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Abstract The existing self-optimizing control (SOC) methods are all based on the linearized model around the nominal

point, which may cause big objective function loss due to linearization error when the process is highly nonlinear. This

paper presents an improved SOC method based on piece-wise linearization. Piece-wise linearized models are obtained at

different operation points, then the linear SOC method is applied and the controlled variables are synthesized finally. The

new method minimizes the average loss in a wider range hence the self-optimizing performance is better. A numerical

case and an exothermic reactor are studied to demonstrate the usage of the proposed method.
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自 主 优 化 控 制 (Self-optimizing control,
SOC)[1]在厂级过程控制背景下作为控制结构设计
方法提出, 其思想起源于Morari 等关于控制结构设
计的专题论述[2]. SOC 的核心问题是选择/构造被
控变量, 使得控制系统在运行时除了完成常规控制
作用外, 还具有优化的功能. SOC 的目标是找到这
样一些变量: 它们在不确定扰动下的最优值保持相
对不变, 这样扰动产生时无需重新优化计算, 而是在
反馈控制器作用下将这些变量维持在原先的设定点,
就能够使过程运行在新工况下的最优点附近. 由于
控制系统集控制和优化作用于一体, 因此称为 “自主
优化”. 基于 SOC 策略设计的控制系统, 在一系列
化工过程平台上得到了成功的应用[3−7].
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基于 SOC 思想, Halvorsen 等[8] 提出了简易奇

异值法 (Simple singular value method) 和局部精
确法 (Local exact method), 初步建立了 SOC 法选
择被控变量的数学基础. 近年来的工作重点主要集
中在如何寻找测量变量的组合矩阵 H, 以测量变量
的线性组合为被控变量. Kariwala[9] 基于奇异值分

解和特征值分解找到了最小化局部最坏损失的方法,
接着 Kariwala 等[10] 找到了最优组合矩阵 H 以最

小化平均损失. Alstad 等[11] 提出了使用零空间法

(Null space method) 选择被控变量, 这一方法关注
于减少由扰动引起的经济损失, 随后 Alstad 等[12]

推广了零空间法, 在减少由扰动引起的经济损失的
基础上, 使用多余的可用变量进一步降低了由测量
变量噪声造成的损失.
以上现有的 SOC 方法, 其中一个共同的缺点是

它们均基于系统名义工作点的线性化模型推导而来.
当过程的非线性较强时, 由线性化导致的误差将引
起目标函数损失, 并显著影响控制系统的自主优化
效果. 文献 [13] 引入一阶最优性必要条件的概念, 使
用神经网络方法在整个操作空间内进行拟合并构造

被控变量, 缺点是未考虑测量变量噪声的影响, 而且
有可能产生过拟合的现象. 本文提出一种基于分段
线性化模型的改进自主优化控制方法,获取不同扰动
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工况下的分段线性化模型并构造被控变量.

1 自主优化控制 (SOC)

1.1 基于 SOC选择被控变量

考虑形如下式的连续过程稳态优化问题

min
uuu

J(uuu,ddd)

s.t. GGG(uuu,ddd) ≤ 0 (1)

其中, 标量 J 表示目标函数 (经济指标), uuu ∈ Rnu 和

ddd ∈ Rnd 分别表示操纵变量和不可测扰动, GGG ∈ Rng

表示约束条件.
SOC 控制策略[1] 为: 找到这样一些被控变量 ccc,

当维持它们在某一恒定设定点时, 即使在不确定扰
动影响之下, 过程仍然能靠近新共况下的最优点运
行. 这一效果是在反馈控制器的作用下达成的, 无
需重复优化计算或者重新调整设定值. SOC 可以在
很大程度上取代实时优化 (Real-time optimization,
RTO), 经 SOC 方法设计的控制系统, 如果损失在
可以接受的范围内, 甚至不需要 RTO 就可完成优化
控制, 如图 1. 根据这一策略, Skogestad[1] 提出了选

择被控变量的四个原则: 1) ccc 在最优点的值 cccopt 应

对扰动变量不敏感; 2) ccc 应容易测量, 容易控制; 3)
ccc 本身应该对操纵变量 uuu 敏感, 即从 uuu 到 ccc 的增益

大; 4) 被控变量数量多于 2 时, 相互之间尽量不相
关.

图 1 SOC 控制结构示意图

Fig. 1 Control structure of SOC

1.2 SOC数学描述

假设测量变量 yyy ∈ Rny 与操纵变量 uuu、扰动变

量 ddd 和测量噪声 nnn 之间的线性化模型为

yyy = Gyuuu + GydWdddd + Wnnnn (2)

其中, Gy 和 Gyd 分别为 yyy 和 uuu、ddd 之间的稳态线性

化矩阵, 对角矩阵Wd 和Wn 分别为 ddd 和 uuu 的幅值.

被控变量 ccc 表示为 yyy 的线性组合

ccc = Hyyy (3)

其中, H 为测量变量 yyy 的组合矩阵. 假设控制系统
能够对 ccc 进行理想控制, 那么在稳态情况下目标函
数的最差和平均损失分别为[9−10]

Lworst =
1
2
σ2

max(M) (4)

Laverage =
1

6(ny + nd)
‖M‖2

F (5)

其中, σmax(·) 和 ‖ · ‖F 分别表示矩阵的最大奇异值

和 Frobenius 范数. 矩阵M 定义为

M =
[
J

1
2
uu(J−1

uu Jud −G−1Gd)Wd J
1
2
uuG−1HWn

]

其中, 组合矩阵 G = HGy, Gd = HGyd, 矩阵 Juu

= ∂2J
∂uuu2 和 Jud = ∂2J

∂uuu∂ddd
分别表示目标函数 J 在系统

名义工作点的对角和偏对角 Hessian 矩阵. 根据以
上关系, 通过改变 H 以最小化式 (4) 或式 (5), 求解
此优化问题得到被控变量 ccc. H 的显式解已有报道.
以文献 [10] 中的方法为例, 记

Y =
[
(GyJ

−1
uu Jud −Gd)Wd Wn

]
(6)

X = (J−
1
2

uu GT
y Y Y TGyJ

− 1
2

uu )−1 (7)

将矩阵 (GyJ
− 1

2
uu XJ

− 1
2

uu GT
y − Y Y T) 的特征向量记为

ννν1, · · · , νννnu
, · · · , νννnm

, H 可构造为

H = C
[
ννν1 · · · νννnu

]
(8)

其中, 矩阵 C ∈ Rnu×nu 为任意非奇异矩阵.

2 基于分段线性化模型的的改进 SOC方法

假设扰动发生后, 在控制器作用下可以对被控
变量 ccc 进行理想控制, 即达到稳态后

Hyyy = cccs (9)

其中, cccs 表示被控变量的设定值.
如果新达到的工作点仍旧是新工况下的最优点,

那么根据优化理论可知, 此时应该满足一阶最优性
必要条件[14], 即目标函数 J 对 uuu 的一阶导数 JJJu 为

0. 基于 SOC 的思想选择被控变量 ccc, 其实质是希望
使用 ccc− cccs 去近似全局的 JJJu, 来期待取得尽量好的
优化效果. 因此, 线性化 SOC 方法的实际效果是使
用了线性函数 Hyyy − cccs 在局部范围内逼近 JJJu, 文献
[15] 通过理论推导证明了基于线性化法得到的 Hyyy

− cccs 正是 JJJu 在名义点处的线性表达. 由于现有的
SOC 方法都是基于线性化模型推导得出, 因此只在
名义工作点附近很小的区域内准确, 系统的非线性
属性较强时, 远离名义点工况下可能引起目标函数
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较大的损失. 以上述结论为基础, 下面引出两个引
理, 寻找全局范围内的最优被控变量.
引理 1. 目标函数的损失函数 L 与一阶导数 JJJu

之间的关系可表示为

L = 0.5‖J− 1
2

uu JJJu‖2
2 (10)

证明. 设 uuuw 为当前的操作输入, 将目标函数 J

在 uuuw 处泰勒展开

J(u, du, du, d) = Jw + JJJw
u δuuu + 0.5δuuuTJw

uuδuuu (11)

其中, (·)w 表示在 uuuw 处的取值, δuuu = uuu− uuuw. 当 uuu

在最优点 uuuopt 时, 代入上式可得:

J(uuuopt, ddd) = Jw+JJJw
u δuuuopt+0.5δuuuT

optJ
w
uuδuuuopt (12)

其中, δuuuopt = uuu−uuuopt. 同理, 将一阶导数 JJJu 在 uuuw

处展开

JJJu(u, du, du, d) = JJJw
u + Jw

uuδuuu (13)

当 uuu = uuuopt 时, 代入上式可得:

JJJu(uuuopt, ddd) = JJJw
u + Jw

uuδuuuopt (14)

由最优性条件可知, uuuopt 处的一阶导数 JJJu(uuuopt, ddd)
= 0, 因此通过上式可计算出

δuuuopt = −(Jw
uu)−1JJJw

u (15)

损失函数 L 可通过式 (12) 和式 (15) 式计算为

L = Jw − J(uuuopt, ddd) =

− JJJw
u δuuuopt − 0.5δuuuT

optJ
w
uuδuuuopt =

0.5JJJw
u (Jw

uu)−1JJJw
u = 0.5‖J− 1

2
uu JJJu‖2

2 (16)

因此, 在任意点 uuu 处的损失函数 L 与一阶导数 JJJu

之间的关系如引理 1 描述. ¤
由引理 1 可知, 要减小损失 L 需要尽量减小

JJJu, 其中Hessian 矩阵 Juu 可作为权重系数对待. 由
于使用数值算法计算 Juu 较复杂并且对其求逆时可

能对计算误差敏感, 因此后文将 Juu 作为常数近似

处理. 在全局范围内最小化总体损失, 即求解下列最
优化问题

min
∫

ddd∈D

ρ(ddd)Ldddd (17)

其中, 区域 D 为 ddd 的可变空间, ρ(ddd) 为 ddd 的密度分

布函数. 对均匀分布的扰动, 将扰动变量 ddd 在空间

D 内离散化为 dddi (i = 1, · · · , N), 结合式 (10) 后,
上式可简化为

min
N∑

i=1

0.5‖J− 1
2

uu JJJu(dddi)‖2
2 ⇒ min

N∑
i=1

‖JJJu(dddi)‖2
2

(18)

因此最小化全局损失等同于求解上式.
引理 2. 式 (18) 的解, 即 JJJu 的全局最优模型

JJJ∗u 可计算为

JJJ∗u =
1
N

N∑
i=1

JJJu(dddi) (19)

证明. 如果使用 JJJ∗u 可作为全局模型, 并在闭环
状态下将其控制为 0, 那么求解式 (18) 等价于

min
JJJ∗u

N∑
i=1

‖JJJu(dddi)− JJJ∗u‖2
2 ⇒

min
JJJ∗u

N∑
i=1

[
JJJT

uJJJu − 2JJJT
uJJJ∗u + (JJJ∗u)TJJJ∗u

]
(20)

求解上式可使其对 JJJ∗u 求导为 0, 即

∂

∂JJJ∗u

N∑
i=1

[
JJJT

uJJJu − 2JJJT
uJJJ∗u + (JJJ∗u)TJJJ∗u

]
=

N∑
i=1

[−2JJJT
u (dddi) + 2(JJJ∗u)T

]
= 0 ⇒

JJJ∗u =
1
N

N∑
i=1

JJJT
u (dddi) (21)

¤
根据引理 2, 我们需要得到 JJJu 在可变空间 D

内不同操作点 dddi (i = 1, · · · , N) 处的近似模型, 然
后根据式 (21) 将其综合, 就可以得到全局最优的 JJJ∗u
模型. 由于现有的 SOC 方法是 JJJu 的局部近似, 因
此我们对 dddi (i = 1, · · · , N) 分别应用线性化 SOC
方法, 得到如下 N 组被控变量:

ccci = Hiyyy, i = 1, · · · , N (22)

它们各自的设定点记为 cccs
i . 为得到总的被控变量, 根

据引理 2 计算组合矩阵 Hi 及设定值的平均值:

H̄ =
1
N

N∑
i=1

Hi, c̄ccs =
1
N

N∑
i=1

ccci (23)

总的被控变量 ccc 及其设定值 cccs 表达式为

ccc = H̄yyy, cccs = c̄ccs (24)

以单输入系统为例, 被控变量为标量. 如图
2 (a) 所示, c0 是使用线性 SOC 方法得到的被控变
量, c1, c2 是在其他工况点下分别使用线性 SOC 方
法得到的被控变量. c 是综合 c0, c1 和 c2 得到的被

控变量, 能够从整体意义上更加逼近 Ju 曲线. 为评
估 c0 和 c, 可比较它们分别和曲线 Ju 相交后所包围

的平面面积, 如图 2 (b). 经过分析可知, 在 y 可能
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的变化范围内, 如果冠形面积 S3 小于阴影部分面积

S1 + S2, c 的优化控制效果将优于 c0. 通过图 1 (b)
还可发现, 当过程的非线性增强时, Ju 曲线弧度增

大, 将引起 S3 面积收缩减小而阴影部分面积 S1 +
S2 增加. 因此过程的非线性越强, 经分段线性化法
构造的被控变量, 其自主优化效果越好.

图 2 分段线性化法确定被控变量

Fig. 2 Selecting controlled variables based on

piece-wise linearization

在 Ju-d 和 L-d 平面上也可以对比线性 SOC 方
法和本文方法的区别. 如图 3 (a) 所示, 线性 SOC 在
名义点具有理想的自主优化效果, 但是当工作点偏
离名义点时, Ju 有可能逐渐远离 d 轴. 本文方法能
在更大的扰动空间 [d d] 内将 Ju 拉回更靠近 0 的位
置, 以降低平均意义上的目标函数损失, 如图 3 (b)
所示. 同时也需注意, 本文方法降低总损失的代价,
是可能在名义点处将引入少量的目标函数损失.

3 实例研究

本节分别研究一个简单的数值算例和一个实际

的连续搅拌釜式反应器 (Continuous stirred tank
reactor, CSTR) 反应过程, 验证本文提出的新方法.

图 3 线性 SOC 方法和分段线性化法效果对比

Fig. 3 Comparison between linear SOC and piece-wise

linearization based method

3.1 数值算例

目标函数 J 定义为

J = (u− d)2 (25)

其中, u 和 d 均为 1 维标量. 可测变量 yyy 的模型方

程为 



y1 = u

y2 =
1
4
u2 + d

(26)

此过程的名义工作点为 u∗ = d∗ = 0, J∗ = 0,
yyy∗ = [0 0]T, 扰动变量 d 的变化范围为 [0, 1] 并且服
从均匀分布. 对此数值算例, 可以使用代数方法得到
解析解. 应用线性化 SOC 方法将得到如下结果:

c0 = y1 − y2, cs
0 = 0 (27)

应用本文提出的方法, 取 [0, 1] 区间两端的两个操作
点, 分别应用线性化 SOC 方法得到:





c1 = y1 − y2, cs
1 = 0

c2 =
3
2
y1 − y2, cs

2 =
1
4

(28)

将上式代入到式 (23) 和式 (24), 可得:

c =
5
4
y1 − y2, cs =

1
8

(29)

为评估 c0 和 c 的效果, 先计算它们的控制律 (稳态),
联合式 (26)和式 (27)可解得线性化 SOC方法的控
制律为

ufb
0 = 2− 2

√
1− d (30)
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同理, 可解得 c 的控制律为

ufb = 2.5− 0.5
√

23− 16d (31)

计算目标函数在 d 变化范围内的总损失, 可通过对
d 求积分得到, 将 ufb

0 代入到 J 并积分可得 c0 的总

损失 L0 为

L0 =
∫ 1

0

(ufb
0 − d)2dd = 0.0667 (32)

同理, c 的总损失 L 可计算得:

L =
∫ 1

0

(ufb − d)2dd = 0.0084 (33)

从以上结果可以看到, 使用本文的分段线性化方法
后, 控制系统的自主优化控制效果得到了大幅度的
提升.

3.2 CSTR反应过程

反应原料通入 CSTR 进行一级可逆放热反应 A

® B. 反应物中 A 和 B 的浓度分别为 CAi 和 CBi,
进料温度和出料温度分别为 Ti 和 T , 未反应的 A 和

产物 B 的浓度分别为 CA 和 CB, 如图 4.

图 4 CSTR 放热反应示意图

Fig. 4 CSTR exothermic reactor

此 CSTR 过程的机理模型可用如下物料和能量
平衡微分方程描述

dCA

dt
=

1
τ
(CAi − CA)− r (34)

dCB

dt
=

1
τ
(CBi − CB) + r (35)

dT

dt
=

1
τ
(Ti − T ) + 5r (36)

其中, τ = 60 s 为停留时间, 反应速率 r 和各物质的

浓度及体系温度有关, 表示为

r = 5 000e−
10 000
1 987T CA − 106e−

15 000
1 987T CB (37)

操纵变量 u、测量变量 yyy 和扰动变量 ddd 为

u = [Ti] (38)

yyy =
[
y1 y2 y3 y4

]T

=
[
CA CB T Ti

]T

(39)

ddd =
[
CAi CBi

]T

(40)

测量变量的测量误差为: 浓度 CA 和 CB 为

0.01mol/L, 温度 T 和 Ti 为 0.5K, 扰动变量的变化
区域D 为 {0.5mol/L ≤ CAi ≤ 1.5mol/L, 0 ≤ CBi

≤ 0.5mol/L}. 目标函数为
J = −20 090CB + (0.1657Ti)2 (41)

其中, 等式右边第 1 项为产物 B 收益的负数, 第 2
项为加热物料的能源成本. 名义工作点的过程变量
数据列于表 1.

表 1 CSTR 过程名义工作点各变量数值

Table 1 Process variables and nominal values for CSTR

变量 物理含义 名义点数据 单位

CA 出料 A 浓度 0.498 mol/L

CB 出料 B 浓度 0.502 mol/L

T 物料出口温度 426.803 K

Ti 反应器温度 424.292 K

CAi 进料 A 浓度 1.0 mol/L

CBi 进料 B 浓度 0 mol/L

J 目标函数 −5 149.3 10−4$

对此 CSTR 过程, 应用文献中的线性化 SOC
方法得到被控变量

c0 = 0.763y1 − 0.647y2 − 0.00007y3 − 0.005y4

cs = −2.155 (42)

使用本文提出的方法, 将扰动变量 CAi 和 CBi

各自的允许变化范围内 10 等分, 得到 121 个操作点
并依次应用线性化 SOC 方法, 将结果代入到式 (23)
和式 (24), 得到如下被控变量

c = 0.813y1 − 0.556y2 − 0.0005y3 − 0.004y4

cs = −1.8448 (43)

使用蒙特卡罗 (Monte Carlo)实验方法对 c0 和

c 进行验证, 产生 100 组随机扰动. 假设稳态时控制
器能够跟踪被控变量的设定值, 计算目标函数平均
损失

L̄0 = 11.5704, L̄ = 9.0414 (44)

可以看到 c 的效果有所改进, 其经济效益在
原来的基础上进一步提升了 (11.5704 − 9.0414)/
11.5714 × 100% = 21.86%. 由于此 CSTR 放热过
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图 5 扰动、被控变量和目标函数响应曲线

Fig. 5 Trajectories for disturbances, controlled variable, and objective function

程在本质上具有较强的非线性, 因此应用本文提出
的方法取得了更为良好的自主优化控制效果.
动态仿真安排如下: 初始时刻系统运行于名义

点, 扰动变量CAi 在 1 000 s和 3 000 s分别产生值为
0.25mol/L和 0.5mol/L的阶跃变化, CBi 在 2 000 s
和 3 000 s 分别产生值为 0.5mol/L 和 1.5mol/L 的
阶跃变化. 被控变量 c 在 PI 控制器作用下始终跟踪
恒定的设定值, 扰动、被控变量和目标函数的响应曲
线如图 5 所示. 从图中可以看到, 系统在扰动作用
下, 只要维持被控变量 c 在设定点−1.8448 上, 目标
函数 J 就能在 PI 控制器作用下自动调整到最优值
Jopt 附近, 具有良好的优化控制效果.

4 结论

SOC 方法是一种新型的优化控制策略, 和传统
的 RTO 实时优化方法相比具有优化效果直接、控
制拓扑简洁等一系列优点, 正在得到越来越广泛的
应用. 以系统名义工作点的单一线性化模型为基础,
是现有 SOC 方法的其中一个缺点. 因此当过程的非
线性较强时, 由于线性化误差导致的目标函数损失
将显著影响控制系统的自主优化性能.
本文提出了一种基于分段线性化法的改进 SOC

方法, 将扰动变量的可变空间划分出多个操作点, 分
别得到系统的线性化模型并应用线性化 SOC 方法,

最后构造出总的被控变量. 新方法能够从平均意义
上在更大范围的操作空间内减小损失, 具有更加优
异的自主优化效果. 最后研究了一个数值算例和一
个放热反应过程并对比了本文提出的方法和线性化

SOC 方法, 验证了本文方法的有效性.
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