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多变量非线性系统的变阶采样迭代学习控制

孙明轩 1 李芝乐 1 朱 胜 2

摘 要 针对存在初态误差的情形, 提出多变量非线性系统的变阶采样迭代学习控制方法. 相对固定阶迭代学习算法, 变阶算

法可有效降低跟踪误差. 对变阶采样迭代学习算法进行了收敛性分析, 推导出收敛充分条件. 给出了变阶学习的两种实现策略

–DD (Direct division) 和 DIP (Division in phases) 策略. 数值仿真表明, 基于 DIP 策略的变阶采样迭代学习算法在获得较

高的控制精度的同时, 具有较快的收敛速度.

关键词 多变量系统, 采样系统, 初始修正作用, 变阶迭代学习控制

引用格式 孙明轩, 李芝乐, 朱胜. 多变量非线性系统的变阶采样迭代学习控制. 自动化学报, 2013, 39(7): 1027−1036

DOI 10.3724/SP.J.1004.2013.01027

Varying-Order Sampled-Data Iterative Learning Control for

MIMO Nonlinear Systems
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Abstract In this paper, the problem of sampled-data iterative learning control is addressed for a class of nonlinear MIMO

systems in the presence of perturbed initial conditions. In contrast to the fixed-order learning algorithms, a varying-order

learning algorithm is proposed, for enhancing tracking performance against repositioning errors. Sufficient convergence

conditions of the proposed varying-order learning algorithm are given, by which the learning gain can be chosen. The

proposed learning algorithm is shown to be a unified one, because it is applicable to the systems with arbitrary but well-

defined relative degree. Two implementation schemes, sampled-data direct division (DD) and division in phases (DIP)

schemes, are presented, and numerical results are given to demonstrate effectiveness of the proposed schemes.
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实际中存在大量有限区间上重复作业的动态系

统. 例如, 装配线上的工业机器人、间歇化工过程;
周期作业也可以看作是这样的系统, 如逆变器、旋
转电机等. 迭代学习控制是解决这类系统跟踪控制
问题的适用技术[1]. 这种控制技术的主要特点是控
制器设计简单, 无需被控对象的精确数学模型. 它
利用跟踪误差不断修正控制输入, 经过有限次迭代,
使得系统输出以事先给定的精度要求收敛于期望轨

迹[2−8].
尽管实际动态系统往往是连续时间的, 但连续
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学习控制算法却是无法严格实现的, 因为实现连续
学习算法的存储器容量须是无限的. 这促使人们发
展采样迭代学习控制技术. 文献 [9] 讨论机器人系
统的采样迭代学习控制, 给出的学习算法收敛性条
件要求采样周期取得足够小. 文献 [10] 推导出了
非线性系统采样迭代学习控制算法的收敛性条件,
证明同样的学习算法可用于零输入输出耦合矩阵的

系统. 文献 [11] 研究含控制时滞的线性系统, 证明
采样学习算法能够处理不确定时滞. 文献 [12] 给
出了采样迭代学习控制的一种分析方式: 给定期望
轨迹在采样点上的取值, 构成一期望输出序列, 假
设该序列可由唯一的期望控制序列实现; 在此假设
下, 设计的采样学习控制器可以做到在初始状态误
差为零的条件下, 系统输出在采样点上完全收敛于
期望输出序列. 这一分析方式与文献 [10] 是不同
的. 文献 [10] 给出的收敛性结果既使在采样点上也
不能保证零误差收敛, 除非采样周期趋于零. 另外,
文献 [12] 讨论的是任意相对阶系统, 它表明所提出
的学习算法是一种统一的算法, 适于任意相对阶系
统.
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由于迭代学习控制系统本身的迭代运行特点,
分析初始误差及干扰对系统稳定性、收敛性的影

响是十分重要的[13]. 为达到对期望轨迹的完全跟
踪, 在每次迭代时, 往往要求系统的初始状态与
期望轨迹的初始状态相等. 但在工程实现时, 系
统初态往往不能被精确定位到期望轨迹对应的初

态, 从而难以实现对期望轨迹的精确跟踪. 由鲁
棒性分析可知, 跟踪误差会收敛到原点的某邻域
内, 邻域半径与初始定位误差的界成正比. 较高
的跟踪精度的获得取决于初始重复定位精度. 因
此, 任意初态误差下的迭代学习控制问题是一重
要的研究课题. 针对初始状态固定这种初始条件,
文献 [14] 发现在 D 型学习律中增加比例成分, 构
造的 PD 型学习律可保证跟踪误差的渐近收敛
性. 随后的研究工作进一步推广了 PD 型学习控
制[15−18].

在固定初态条件下, 带初始脉冲作用的迭代
学习律也可以有效的实现对期望轨迹的零误差跟

踪[19]. 然而, 控制中的脉冲作用会给实现带来困
难. 文献 [20−21] 较早带初始修正的学习算法, 它
能够实现在给定运行区间上对期望轨迹的完全跟

踪, 并且引入的作用随初始作用区间变宽而变弱,
可认为是一种近似脉冲作用, 能够有效地回避脉
冲作用在实现时的困难. 近年, 文献 [22] 提出变
阶学习的概念, 并针对初始误差在一定范围内变
动的离散非线性系统, 设计学习方案, 以提高系
统跟踪精度. 它将总的定位误差区间划分成若干
个较小的误差子区域, 任意两个误差子区域互不
交叉. 为每个误差子区域设计一个变阶采样迭代
学习控制器, 每次迭代时, 根据初始误差所在的
区域更新对应的控制输入. 由鲁棒分析知, 系统
的跟踪误差的收敛半径正比于初始误差子区域的

界, 从而提出的变阶学习方案可以有效降低跟踪误
差.

本文将离散系统的变阶迭代学习控制方案推广

到采样系统. 针对一类多输入输出非线性系统, 设计
采样迭代学习控制器. 在系统存在固定初始偏差时,
固定阶采样学习控制算法能实现系统输出收敛于理

想轨迹. 进一步地, 当系统状态的初始误差在一较大
范围内随机变化时, 设计带初始修正作用的采样迭
代学习算法, 以保证输出误差的收敛性. 为提高收敛
精度, 引入变阶学习算法, 并采用 DIP (Division in
phases) 学习策略, 减少迭代次数, 从而提高收敛速
度. 仿真算例采用永磁同步电机的数学模型, 用于验
证所提算法的有效性. 在 DD (Direct division) 和
DIP 两种策略下, 对系统的控制性能作了分析和比
较.

1 问题的提出与准备

考虑一类非线性连续时间系统

ẋxx(t) = fff(xxx(t)) + B(xxx(t))uuu(t) (1)

yyy(t) = ggg(xxx(t)) (2)

其中, t ∈ [0, T ], xxx(t) ∈ Rn 为系统状态, uuu(t) ∈ Rr

为控制输入, yyy(t) ∈ Rm 为系统输出; fff(·) ∈ Rn,
B(·) = [bbb1(·), · · · , bbbr(·)] ∈ Rn×r, ggg(·) = [g1(·), · · · ,

gm(·)]T ∈ Rm 均是光滑非线性函数. 在零阶保持下
的控制输入满足

uuu(t)=uuu(jh), t ∈ [jh, jh + h), 0≤j≤N−1
(3)

其中, h 表示采样间隔, N 表示在区间 [0, T ] 上总的
采样点数, 且N = [T/h], [·] 为取整函数, jh 表示第

j 个采样时刻.
定义 1. 称系统 (1)∼ (3) 的相对阶为 {η1, · · · ,

ηm}, 如果当 0 ≤ j ≤ N − 1 时, 下述两条件成立:
1) 当 1 ≤ p ≤ r, 1 ≤ q ≤ m, 1 ≤ i < ηq − 1

时,
∫ jh+h

jh

∫ t1

jh

· · ·
∫ ti−1

jh

Lbbbp
Li−1

fff gq(xxx(ti))dti · · ·dt1 =0

2) 下述矩阵

DDD(jh) =


∫ jh+h

jh

∫ t1

jh
· · · ∫ tη1−1

jh
[Lbbb1L

η1−1
fff g1(xxx(tη1)),

· · · , Lbbbr
Lη1−1

fff g1(xxx(tη1))]dtη1 · · ·dt1
...∫ jh+h

jh

∫ t1

jh
· · · ∫ tηm−1

jh
[Lbbb1L

ηm−1
fff gm(xxx(tηm

)),

· · · , Lbbbr
Lηm−1

fff gm(xxx(tηm
))]dtηm

· · ·dt1




(4)

列满秩.
定义 2[12]. 称一给定轨迹 yyyd(jh), 0 ≤ j ≤ N

在采样系统 (1) ∼ (3) (初态为 xxx0,d) 上是可实现的,
如果存在唯一的控制输入 uuud(jh), 0 ≤ j ≤ N − 1,
使得:

yyyd(jh) = yyyd(t)|t=jh

yyyd(t) = ggg(xd(t))

ẋxxd(t) = f(xxxd(t)) + B(xxxd(t))uuud(t),xxxd(0) = xxx0,d

其中, xxxd(t) 为相应的系统状态.
本文讨论的控制问题是, 对于在区间 [0, T ] 上

重复运行的系统 (1)∼ (2), 给定期望轨迹 yyyd(jh) 和
容许的误差上界 ε > 0, 当系统存在有界初态误差
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时, 找到如式 (3) 所描述的输入信号使得各采样点
上的跟踪误差具有上界 ε, 即 ‖yyyd(jh)− yyy(jh)‖ < ε,
0 ≤ j ≤ N . 文中采用的向量与矩阵范数的定义
如下: n 维向量 xxx = [x1, · · · , xn]T 的范数 ‖xxx‖ =
max1≤i≤n |xi|; 矩阵 A = {aij} ∈ Rm×n 的范数

‖A‖ = max1≤i≤m

n∑
j=1

|aij|.
在已发表的文献中有两种关于采样迭代学习控

制的分析方法, 一种需给定离散期望轨迹 yyyd(jh),
0 ≤ j ≤ N [12], 另一种要求给定连续期望轨迹
yyyd(t), t ∈ [0, T ][10]. 前者可证明在采样点上的零
误差跟踪, 而后者只证明有界跟踪; 若假定 yyyd(t)
可由满足 uuud(t) = uuud(jh), t ∈ [jh, jh + h), 0 ≤
j ≤ N − 1 的控制信号实现, 则可证明零误差跟
踪, 但给定由这样的控制信号产生的 yyyd(t) 并不容
易.
对任一初始状态xxx(0),记 S 为从 (xxx(0),uuu(t), t ∈

[0, T ]) 到 (xxx(t), t ∈ [0, T ]) 的映射; 记O 为从 (xxx(0),
uuu(t), t ∈ [0, T ]) 到 (yyy(t), t ∈ [0, T ]) 的映射, 即令
xxx(·) = S(xxx(0),uuu(·)), yyy(·) = O(xxx(0),uuu(·)).

对于系统 (1)∼ (3) 及期望轨迹, 做如下假设:
A1. 映射 S 和 O 是一对一的.
A2. 系统相对阶为 {η1, · · · , ηm}.
A3. 对于 0 ≤ p ≤ r, 1 ≤ q ≤ m, 0 ≤ i ≤ ηq,

函数 fff(·), bbbp(·), Li
fffgq(·) 和 Lbbbp

L
ηq−1

fff gq(·) 关于 xxx 是

全局李普希兹的, 且李普希兹常数依次为 lfff , lbbb, lfgfgfg

和 lbfgbfgbfg.
A4. 函数 B(·) 在Rn 上有界.
为便于系统收敛性分析, 给出如下引理[22].
引理 1. 如果非负序列 {ak}, {bk} 满足

ak ≤ ρak−1−i + bk, i ∈ [0, Imax]

其中, Imax 为一正整数, 且 0 ≤ ρ < 1,
lim supk→∞ bk ≤ b∞, 那么,

lim
k→∞

sup ak ≤ b∞
1− ρ

2 变阶采样迭代学习控制

在这一节, 针对系统 (1) ∼ (3), 提出一种变阶
采样迭代学习控制方法, 并分析所提出学习算法的
收敛性和鲁棒性.

当系统相对阶为 1 时, 对于 0 ≤ j ≤ N − 1,
1 ≤ q ≤ m 时, {uuu(jh), yq(jh + h)} 是一个因果对.
即, 在 t = jh + h 时刻的系统输出 yq(jh + h) 直接

由 t = jh 时刻的控制输入 uuu(jh) 决定. 这是因为:

yq(jh + h) = gq(xxx(jh)) +
∫ jh+h

jh

Lfffgq(xxx(t1))dt1+

∫ jh+h

jh

[Lbbb1gq(xxx(t1)), · · ·, Lbbbr
gq(xxx(t1))]dt1uuu(jh) (5)

当 0 ≤ j ≤ N − 1, 1 ≤ p ≤ r, 1 ≤ q ≤ m 时, 由
相对阶定义知, Lbbbr

gq(xxx(t)) 在某些时刻允许取零值.
DDD(jh) 满足列满秩, 需满足 m ≥ r, 其中 m 为系统

的输出维数, r 为系统的输入维数. 即系统的输出维
数必须不小于输入维数.
由式 (5) 知, 当 0 ≤ j ≤ N − 1, 1 ≤ q ≤ m 时,

{uuuk(jh), yq,k(jh + h)} 是一个因果对, 可据此构造
学习算法. 当存在固定初态误差时, 固定阶学习算法
在初始区间外能够实现系统输出渐近收敛于给定的

期望轨迹. 通过引入初始修正项, 可实现对期望轨迹
在指定区间上的完全跟踪. 当初态误差任意变化, 固
定阶采样学习算法不能满足控制精度要求时, 可采
用变阶学习算法, 以提高系统跟踪精度. 下式给出一
种带初始修正作用的变阶采样迭代学习算法:

uuuk+1(jh) = uuuk−i(jh) + Γk−i(jh)×


e∗1,k−i(jh + h)− l1e
∗
1,k−i(jh)

...
e∗m,k−i(jh + h)− lme∗m,k−i(jh)


 (6)

其中, 0 ≤ j ≤ N−1, Γk(jh)和 l1, l2, · · · , lm均为学

习增益. 对所有 1 ≤ q ≤ m, e∗q,k−i(jh) = y∗q,d(jh)−
yq,k−i(jh), yyy∗d(jh) 为经过初始修正后的期望轨迹,
满足

yyy∗d(jh) = [y∗1,d(jh), · · · , y∗m,d(jh)]T

y∗q,d(jh) =

{
yq,d(jh) + Yq,d(jh), j ∈ [0, Jq)
yq,d(jh), j ∈ [Jq, N ]

Yq,d(jh) = (ggg(xxx∗d(0))− ggg(xxxd(0)))×

sinαq

(
π

2Jq

(Jq − j)
)

(7)

其中, 1 ≤ q ≤ m, αq 和 Jq 为可调参数, 且 Jq 不小

于系统的相对阶, αq ≥ 2 (且 αq > ηq), 以保证轨迹
初始段轨迹以零导数在 j = Jq 处接入. xxxd(0),xxx∗d(0)
分别为实现轨迹 yyyd(jh), yyy∗d(jh) 时的初态.
可以证明, 当初态误差固定时, 学习算法 (6) 可

实现系统输出对期望轨迹 yyyd(jh) 在区间 Jq ≤ j ≤
N 上的完全跟踪. 为此, 假设:

A5. 轨迹 yyy∗d(jh), 0 ≤ j ≤ N 在系统 (1)∼ (3)
(置初态 xxx∗d(0) = xxx∗0) 上是可实现的.
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定理 1. 对于满足假设 A1∼A5 的系统
(1)∼ (3) 采用学习算法 (6), 如果

C1. 系统初态 xxxk(0) 满足 ‖xxx∗0 − xxxk(0)‖ ≤ ε∗.
C2. ‖I − Γk(jh)DDDk(jh)‖ ≤ ρ < 1, 0 ≤ j ≤

N − 1.
且采样间隔 h 足够小, 那么, 当 k → ∞ 时, 对所有
的 0 ≤ j ≤ N , 跟踪误差 ‖yyy∗d(jh)− yyyk(jh)‖ 渐近有
界, 且跟踪误差上界与 ε∗ 成正比. 并且, 当 ε∗ 趋于
零时, 跟踪误差 ‖yyy∗d(jh)− yyyk(jh)‖ 也趋于零.

证明. 记 uuu∗d(jh) 为产生 yyy∗d(jh) 时的控制信号,
xxx∗d(jh) 为相应的系统状态; uuu∗k(jh) 为产生 yyy∗k(jh)
时的控制信号, xxx∗k(jh) 为相应的系统状态. 并定义
∆uuu∗k(jh) = uuu∗d(jh) − uuuk(jh), ∆xxx∗k(jh) = xxx∗d(jh) −
xxxk(jh). 结合式 (5) 和 (6), 可得:

∆uuu∗k+1(jh) = (I − Γk−i(jh)DDDk−i(jh))×
∆uuu∗k−i(jh)− Γk−i(jh)(WWW k−i(jh)+

VVV k−i(jh)) (8)

其中

WWW k−i(jh) = [w1,k−i(jh), · · · , wm,k−i(jh)]T (9)

wq,k−i(jh) = (1− lq)(gq(xxx∗d(jh))− gq(xxxk−i(jh)))

以及

VVV k−i(jh) = [v1,k−i(jh), · · · , vm,k−i(jh)]T (10)

vq,k−i(jh) =
∫ jh+h

jh

[Lfffgq(xxx∗d(t1))−

Lfffgq(xxxk−i(t1))]dt1 +
∫ jh+h

jh

DDD(t1)dt1uuu
∗
d(jh)

DDD(t1) =




Lbbb1gq(xxx∗d(t1))− Lbbb1gq(xxxk−i(t1))
...

Lbbbr
gq(xxx∗d(t1))− Lbbbr

gq(xxxk−i(t1))




T

对式 (8) 两边取范数, 并利用条件 C2 得:

‖∆uuu∗k+1(jh)‖ ≤ ρ‖∆uuu∗k−i(jh)‖+
cΓ(‖WWW k−i(jh)‖+ ‖VVV k−i(jh)‖) (11)

其中, cΓ 为 Γk−i(jh) 范数的界. 分别对式 (9) 和
(10) 两边取范数, 可得:

‖WWW k−i(jh)‖ ≤ c1‖∆xxx∗k−i(jh)‖ (12)

‖VVV k−i(jh)‖ ≤ c2

∫ jh+h

jh

‖∆xxx∗k−i(t1)‖dt1 (13)

其中, c1 =(1−lmin)lggg, c2 =(lfgfgfg+rlbgbgbgcuuu∗), 且 lmin =
min{l1, l2, · · · , lm}, cuuu∗ = max0≤j≤N−1‖uuu∗d(jh)‖.

利用式 (1), 当 t ∈ [jh, jh + h] 时, 由 Bellman-
Gronwall 引理可得:

‖∆xxx∗k−i(t)‖ ≤ ‖∆xxx∗k−i(jh)‖ec3(t−jh)+
∫ t

jh

ec3(t−s)cB‖∆uuu∗k−i(s)‖ds ≤

c4‖∆xxx∗k−i(jh)‖+
(ec3h − 1)c5‖∆uuu∗k−i(jh)‖ (14)

其中, c3 = lfff + rlbbbcuuu∗ , c4 = ec3h, c5 = cB/c3, 并且
cB 是 B(xxxk(t)) 范数的界.
将式 (14) 代入式 (12),

‖VVV k−i(jh)‖ ≤ c2c4h‖∆xxx∗k−i(jh)‖+
c2c5h(ec3h − 1)‖∆uuu∗k−i(jh)‖ (15)

由式 (11)、(12) 和 (15) 知:

‖∆uuu∗k+1(jh)‖ ≤ ρ̂‖∆uuu∗k−i(jh)‖+
c6‖∆xxx∗k−i(jh)‖ (16)

其中, ρ̂ = ρ+cΓc2c5h(ec3h−1), c6 = cΓc1+cΓc2c4h.
对于式 (14), 取 t = jh + h,

‖∆xxx∗k−i(jh)‖ ≤ cj
4‖∆xxx∗k−i(0)‖+

j−1∑
n=0

cj−1−n
4 (ec3h − 1)c5×

‖∆uuu∗k−i(nh)‖ (17)

将式 (17) 代入式 (16), 得:

‖∆uuu∗k+1(jh)‖ ≤ ρ̂‖∆uuu∗k−i(jh)‖+

c7‖∆xxx∗k−i(0)‖+ c8

j−1∑
n=0

‖∆uuu∗k−i(nh)‖ (18)

其中, c7 =c6 max{1, c4, · · ·, cN
4 }, c8 =c5c7(ec3h−1).

在条件 C2 下, 令采样间隔 h 足够小, 可使得
ρ̂ < 1. 由条件 C1 知, 初始修正误差 ‖∆xxx∗k−i(0)‖ ≤
ε∗. 因此, 当 j = 0 时, 由式 (18) 知:

‖∆uuu∗k+1(0)‖ ≤ ρ̂‖∆uuu∗k−i(0)‖+ c6‖∆xxx∗k−i(0)‖ ≤
ρ̂‖∆uuu∗k−i(0)‖+ c6ε

∗

根据引理 1,

lim
k→∞

sup‖∆uuu∗k(0)‖ ≤ c0
uuuε∗ (19)

式中, c0
uuu = c6/(1− ρ̂). 当 j = 1 时, 由式 (18) 可知:

‖∆uuu∗k+1(h)‖ ≤ ρ̂‖∆uuu∗k−i(h)‖+ c7‖∆xxx∗k−i(0)‖+
c8‖∆uuu∗k−i(0)‖ (20)
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结合式 (19) 和 (20), 并根据引理 1, 有:

lim
k→∞

sup‖∆uuu∗k(h)‖ ≤ c1
uuuε∗

其中, c1
uuu = (c7 + c8c

0
uuuε∗)/(1 − ρ̂). 假设当 0 ≤ j ≤

l − 1 时,

lim
k→∞

sup‖∆uuu∗k(jh)‖ ≤ cj
uuuε∗ (21)

其中, cj
uuu 为一常数. 那么, 当 j = l 时, 结合式 (18)

和 (21), 由引理 1 可得:

lim
k→∞

sup ‖∆uuu∗k(lh)‖ ≤ cl
uuuε∗

其中, cl
uuu = (c7 + c8(c0

uuu + c1
uuu + · · · + cl−1

uuu ))/(1 − ρ̂).
由数学归纳法可知, 对所有的 0 ≤ j ≤ N − 1, 均有

lim
k→∞

sup ‖∆uuu∗k(jh)‖ ≤ cuuuε∗ (22)

其中, cuuu = max{c0
uuu, c1

uuu, · · · , cN−1
uuu }.

从而, 由式 (17) 和式 (22) 易知, 当 k → ∞
时, ‖∆xxx∗k(jh)‖ 渐近有界, 且其界与 ε∗ 成正比.
由于 ggg(·) 关于 x 是李普希兹的, 则由式 (6) 知,
‖∆yyy∗k(jh)‖ 也渐近有界, 且其界与 ε∗ 成正比. ¤
特别地, 当初态误差恒为零时, 由学习算法 (6)

和定理 1 可知:

lim
k→∞

(e∗q,k−i(jh + h)− lqe
∗
q,k−i(jh)) = 0

其中, 1 ≤ q ≤ m. 此即通过学习导致的极限轨迹,
为获得好的控制效果, 可调整 li ∈ [−1, 1] (1 ≤ i ≤
m) 以改善起始阶段的轨迹.
下面讨论系统相对阶大于 1 的情形. 如果系

统 (1)∼ (3) 的相对阶为 {η1, · · · , ηm}, 那么, 当 0 ≤
j ≤ N − 1, 1 ≤ q ≤ m 时, {uuu(jh), yq(jh + h)} 是
一个因果对. 即, 在 t = jh + h 时刻的系统输出

yq(jh + h), 1 ≤ q ≤ m 直接由 t = jh 时刻的控制

输入 uuu(jh) 的决定. 这样, 一种变阶采样迭代学习算
法可由下式给出:

uuuk+1(jh) = uuuk−i(jh) + Γk−i(jh)×


e∗1,k−i(jh + h) + l11e
∗
1,k−i(jh) + · · ·+

l1η1e
∗
1,k−i(jh− η1h + h)

...
e∗m,k−i(jh + h) + lm1e

∗
m,k−i(jh) + · · ·+

lmηm
e∗m,k−i(jh− ηmh + h)




(23)

其中, 0 ≤ j ≤ N − 1, Γk−i(jh) 和 l11, l12, · · · , lmηm

均为学习增益, 且当 j < 0, e∗q,k−i(jh) = 0, 1 ≤ q ≤
m.

定理 2. 对于满足假设 A1∼A5 的系统
(1)∼ (3) 采用学习算法 (23), 如果

C3. 初态 xxxk(0) 满足 ‖xxx∗0 − xxxk(0)‖ ≤ ε∗.
C4. ‖I − Γk(jh)DDDk(jh)‖ ≤ ρ < 1, 0 ≤ j ≤

N − 1.
且采样间隔 h 足够小, 那么, 当 k → ∞ 时, 对所有
的 0 ≤ j ≤ N , 跟踪误差 ‖yyy∗d(jh)− yyyk(jh)‖ 渐近有
界, 该界正比于 ε∗. 并且, 当 ε∗ 趋于零时, 跟踪误差
‖yyy∗d(jh)− yyyk(jh)‖ 也趋于零.
证明. 该定理的证明见附录. ¤
实现时, 为获得较好的控制效果, 可选取合适的

lq1, lq2, · · · , lqηq
, 使得方程

lq1z
ηq + lq2z

ηq−1 + · · ·+ lqηq
= 0

的根均位于单位圆内, 1 ≤ q ≤ m.
考虑到输入限幅的情形, 可在算法 (23) 中引入

饱和作用. 带饱和作用的变阶采样迭代学习算法可
由如下形式给出:

uuuk+1(jh) = sat(UUUk+1(jh)) (24)

UUUk+1(jh) = sat(UUUk−i(jh)) + Γk−i(jh)×



e∗1,k−i(jh + h) + l11e
∗
1,k−i(jh) + · · ·+

l1η1e
∗
1,k−i(jh− η1h + h)

...
e∗m,k−i(jh + h) + lm1e

∗
m,k−i(jh) + · · ·+

lmηm
e∗m,k−i(jh− ηmh + h)




(25)

式中, sat(·) 为饱和函数. 可以证明, 定理 2 对算法
(24) 和 (25) 同样适用. 定义 ∆UUU∗

k(jh) = uuu∗d(jh) −
UUUk(jh), 由式 (24) 和 (25) 知:

∆UUU∗
k+1(jh) = (I − Γk−i(jh)DDDk−i(jh))×
∆uuu∗k−i(jh)− Γk−i(jh)(WWW k−i(jh)+

VVV k−i(jh))− Γk−i(jh)EEEk−i(jh) (26)

对式 (26) 两端取范数:

‖∆UUU∗
k+1(jh)‖ ≤ ρ‖∆uuu∗k−i(jh)‖+
cΓ(‖WWW k−i(jh)‖+ ‖VVV k−i(jh)‖)+
cΓ‖EEEk−i(jh)‖ (27)

又由饱和函数的性质可知,

‖∆uuu∗k(jh)‖ ≤ ‖∆UUU∗
k(jh)‖ (28)
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结合式 (27) 和式 (28) 可得:

‖∆UUU∗
k+1(jh)‖ ≤ ρ‖∆UUU∗

k−i(jh)‖+
cΓ‖EEEk−i(jh)‖+ cΓ(‖WWW k−i(jh)‖+
‖VVV k−i(jh)‖)

以后的证明过程与定理 2 的证明类似, 此处略.
由定理 1、定理 2 及 yyy∗d(jh) 的定义可知, 当

Jq≤j≤N, 1≤q≤m 时, ‖yq,d(jh)− yq,k(jh)‖ 有界
收敛, 且收敛误差与对应的初态修正误差 ε∗ 成正比.
当 ε∗趋于零时, ‖yq,d(jh)−yq,k(jh)‖ 也趋于零.

3 实施方案

前述的变阶学习方法并未给出每次迭代时如何

选择阶, 现针对系统初态在一区间内任意变化的情
形给出阶的确定方案, 同时说明任意初态下提高跟
踪性能的方法. 其基本想法是: 将初态变化的全区
间分成若干个子区间, 分别为每个子区间设置期望
初态和期望轨迹; 在每次迭代时, 根据实际初态所处
的子区间, 将运行结果对该区间相应的控制进行修
正; 通过学习过程, 获得的控制能够使得初态处于该
区间的实际输出跟踪上该区间对应的期望轨迹. 这
种做法导致两个结果: 一是系统跟踪性能得以提高,
这是因为每个子区间比全区间小; 另一是使得学习
过程是变阶的, 这是由于前后两次迭代时的实际初
态可能会落于不同的子区间内.
我们讨论两种变阶迭代学习方法: DD 策略与

DIP 策略. 首先考虑 DD 策略, 这种策略由文献 [14]
首先提出的 (被看作是一阶学习过程). 将初态误差
分布的区间记为 S. DD 策略是指首先将区间 S 平

分成 IS 个子区间, 记为 S1, S2, · · · , SIS
, 任意两个

子区间相互不重合, 且 S = S1

⋃
S2

⋃ · · ·⋃ SIS
; 在

每一个子区间上定义控制量 uuui(jh), 1 ≤ i ≤ IS. 在
第 k 次迭代时, 当初态属于子区间 Si 时, 只更新控
制量 uuui(jh), 其他控制量维持不变. 最终, 跟踪误差
将会与原初态误差的 1/IS 成正比, 且 IS 越大, 跟踪
误差将越小.
给定期望轨迹 yq,d(jh), 修正该期望轨迹得到

y∗q,d(jh), 0 ≤ j ≤ N , 并选取 Jq、αq 以及 ε; 所有子
区间的初始输入信号均取为 u0(jh). DD 策略的具
体实施步骤如下:
步骤 1. 初始化 k = 0, uuui(jh) = uuu0(jh),

FLAGi = 0, i = 1, 2, · · · , IS.
步骤 2. 检测初态 xxxk(0).
步骤 3. 根据初态 xxxk(0), 获得所属子区间 Si∗ ,

其中 i∗ ∈ {1, 2, · · · , IS}.
步骤 4. 如果 FLAGi∗ = 1, 重置系统, 返回步

骤 2. 否则执行步骤 5.

步骤 5. 置 uuuk(jh) = uuui∗(jh), 并施加于系统,
获得 yyyk(jh).
步骤 6. 若maxJq≤j≤N ‖yyyd(jh)− yyyk(jh)‖ > ε,

则由式 (6) 或式 (23) 更新控制量, 并存在 uuui∗(jh),
然后执行步骤 8. 否则, 令 FLAGi∗ = 1, 执行步骤
7.

步骤 7. 如果 FLAGi = 1, i = 1, 2, · · · , IS, 那
么停止学习过程. 否则执行步骤 8.
步骤 8. 令 k = k + 1, 返回步骤 2.
由上述 DD 学习过程知, 被更新的控制量取决

于每一次迭代时的初态所属的子区间. 由于系统初
态变化任意, 故迭代学习律是变阶的. 在一次迭代过
程中, 只有一个控制量被更新, 而其他子区间对应的
控制量保持不变, 因此 DD 策略下的收敛速度是缓
慢的.
下面考虑 DIP 策略[22]. DIP 策略将学习过程

分为若干个阶段, 在第 l 个阶段, 将初态区间划分成
Il 个子区间, 容许误差设为 εl. 若当前阶段中所有子
区间的输出误差均达到容许误差时, 便进入下一阶
段.

下面详细描述 DIP 策略的学习过程. 在第一
阶段, 设置 I1 = 1, 即初态子区间为整个初态区
间, 当输出误差达到 ε1 时, 进入第二个阶段. 将
第二个阶段初态区间划分成 I2 个子区间. 每个
子区间上的控制量取自第一个阶段完成时所获

得的控制量, 即: uuu1,2(jh) = uuu1,1(jh),uuu2,2(jh) =
uuu1,1(jh), · · · ,uuuI2,2(jh) = uuu1,1(jh), uuu(i1,i2)(jh) 表示
第 i2 阶段第 i1 个子区间上的控制量. 当每个子区间
上的输出误差都达到 ε2 时, 进入下一阶段. 设学习
过程共有 L 个阶段, 相应地第 L 个阶段初态区间被

划分成 IL 个子区间. 这样, 系统的跟踪误差将会与
原初态误差的 1/IL 成正比, 且 IL 越大, 系统的跟踪
误差越小.

记 L 为阶段总数, {Il, l = 1, 2, · · · , L} 为第 l

个阶段的子区间数, {εl, l = 1, 2, · · · , L}为第 l 个阶

段的容许误差, 给定初始控制输入 uuu0(jh). DIP 策
略的具体实施步骤如下:
步骤 1. 初始化 k = 0, l = 1, IS = Il, S1 = S,

ε̂ = ε1, uuu1,1(jh) = uuu0(jh) FLAG1 = 0.
步骤 2. 检测初态 xxxk(0).
步骤 3. 根据初态 xxxk(0), 获得所属子区间 Si∗ ,

其中 i∗ ∈ {1, 2, · · · , IS}.
步骤 4. 如果 FLAGi∗ = 1, 重新置位系统, 返

回步骤 2. 否则执行步骤 5.
步骤 5. 令 uuuk(jh) = uuui∗,l(jh), 并施加于系统,

获得 yq,k(jh), 0 ≤ j ≤ N , 1 ≤ q ≤ m.
步骤 6. 如果 max1≤q≤m maxJq≤j≤N ‖yq,d(jh)−
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yq,k(jh)‖ > ε̂, 则由式 (6) 或式 (23) 更新控制
量, 并存为 uuui∗,l(jh). 然后执行步骤 9. 否则, 令
FLAGi∗ = 1, 然后执行步骤 7.
步骤 7. 如果 FLAGl = 1, 1 ≤ l ≤ IS, 那么执

行步骤 8. 否则执行步骤 9.
步骤 8. 如果 ε̂ ≤ ε, 或 l = L, 那么, 停止学习

过程. 否则, 令 l = l+1, ε̂ = εl, IS′ = Il 此时, 将初
态区间划分 IS′ 个子区间, 即 {Sl, l = 1, 2, · · · , IS′},
且令 FLAGl = 0, l = 1, 2, · · · , IS′ . 根据就近选择
原则, 获得下一阶段各个子区间的控制量:

{uuui,l−1(jh), i = 1, 2, · · · , IS}
⇓

{uuui,l(t), i = 1, 2, · · · , IS
′}

令 IS = IS
′.

步骤 9. 令 k = k + 1, 返回步骤 1.
控制量选取时采用的就近选择原则为: 下一阶

段各子区间控制量的初值取为上一阶段最靠近相应

子区间的控制量. 例如, 上一阶段子区间为 2, 下一
阶段子区间为 4, 下一个阶段各子区间控制量初值
的选取方法如下: uuu1,l(jh) = uuu1,l−1(jh),uuu2,l(jh) =
uuu1,l−1(jh),uuu3,l(jh)=uuu2,l−1(jh),uuu4,l(jh)=uuu2,l−1(jh).

4 数值仿真

永磁同步电机的的数学模型描述如下[23]:





pid =
(vd −Rid + wsLqiq)

Ld

piq =
(vq −Riq − wsLdid − wsλaf )

Lq

pwr =
(Te − TL −Bwr)

J
pθr = wr

其中, p 为微分算子, ws = Pwr, Te = 3P [λaf iq+
(Ld − Lq)idiq]/2, 且 d − q 轴按转子磁链定向. 各
符号的物理意义可见文献 [23]. 系统的输入为

vd 和 vq, 输出为 id 和 θr. 仿真时, 参数设置
如下: R = 1.4 Ω, Ld = 6.6 mH, Lq = 5.8 mH,

J = 0.00176 kg·m2, B = 0.00038818 N·m/rad/s,
λaf = 0.1546 V/rad/s, P = 6, TL = 0.5 N·m.

假设系统的运行区间为 [0, 1] s, 采样时
间 h = 0.0002 s, 期望轨迹 id,d(jh) = 0,
θr,d(jh) = (π/2)(6(jh)5 − 15(jh)4 + 10(jh)3) rad,
j ∈ [0, 5000]. 经计算, 系统的期望初态为
[id,d(0), id,d(0), wr,d(0)θr,d(0)]T = [0, 2TL

3Pλaf
, 0, 0]T.

经过计算得知:

Dk(jh) =




h

Ld

0

D21 D22




其中

D21=
∫ jh+h

jh

∫ t1

jh

∫ t2

jh

3P

2JLd

(Ld−Lq)iq(t3)dt3dt2dt1

D22 =
∫ jh+h

jh

∫ t1

jh

∫ t2

jh

3P

2JLd

[λaf + (Ld − Lq)]×

id(t3)dt3dt2dt1

由此可见, 系统的相对阶为 {1, 3}, 控制器参数
Γk(jh) 可设计为

Γk(jh) =

[
γ1Ld

h
0

0 γ2

]

其中, γ1 ∈ (0, 2), γ2 为适当小的正数.
针对前述同步电机模型, 采用固定阶采样迭代

学习算法, 其中, 控制参数选取如下:

Γk(jh) =

[
5 0
0 1000

]

且置系统的实际初态为: [id,k(0), iq,k(0), wr,k(0),
θr,k(0)]T = [0, 2TL

3Pλaf
, 0, 0.15 + 0.015rand]T, 其中,

rand为在−1到 1之间变化的随机数. 令 u0(jh) =
0, j ∈ [0, 4999]. 记 Mk = lg(max{maxj ∈ [0, 5000]

{|id,d× (jh)− id,k(jh)|},maxj∈[200,5000]{|θr,d(jh)−
θr,k(jh)|}}). 仿真结果如图 1 所示. 当存在初态误
差时, 由图可知, 系统迭代运行了 1 000 次后, 控制
系统的跟踪性能并不理想.

图 1 采用固定阶学习算法的跟踪误差

Fig. 1 Iteration history of the tracking error by using the

scheme without division

采用基于 DD 策略的变阶采样迭代学习算法
(24) 和 (25). 将初态全区间平均划分成 24 个子区
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间, 且自定义初始修正参数选取如下: J1 = 0, J2 =
200, α1 = 5, α2 = 5. Mk 的定义, 控制参数 Γk(jh)
的选取及系统初态均与前述固定阶情形相同. 控制
误差要求满足 ε1 = 0.003, 即, Mk < −2.5. 仿真结

果如图 2 所示. 当迭代次数到达 13 622 次后, 控制
系统达到控制要求.

采用基于 DIP 策略的变阶采样迭代学习算
法 (24) 和 (25), 设置参数为 I1 = 1, I2 = 4, I3 =
12, I4 = 24, ε1 = 0.22, ε2 = 0.006, ε3 = 0.003, ε4 =
0.003. 其他参数选取与前述 DD 策略的参数设置相
同. 仿真结果如图 3 所示. 当迭代次数到达 3 473 次
后, 控制系统达到控制要求. 相比 DD 策略, 迭代次
数大大减少.

图 2 采用 DD 策略的的跟踪误差

Fig. 2 Iteration history of the tracking error by using the

direct division scheme

图 3 采用 DIP 策略的跟踪误差

Fig. 3 Iteration history of the tracking error by using the

division-in-phase scheme

5 结论

本文针对多变量非线性系统, 提出了一种变阶
采样迭代学习方案, 并将该学习控制方案推广到任
意相对阶的情形. 变阶学习方案是针对初值问题提
出的, 旨在提高任意初值下系统的跟踪精度. 文中推
导了保证学习算法收敛性的充分条件, 这些条件可
用于学习增益的选取. 考虑到实际被控系统中存在
的输入限幅作用, 本文也提出了一种带饱和限幅的

变阶采样迭代学习算法. 本文同时给出了两种变阶
策略的实施步骤, 且通过数值仿真表明, 所提出的学
习控制方案对提高系统在任意初值下的控制精度是

有效的.

附录.定理 2的证明

由式 (23) 知:

∆uuu∗k+1(jh) = (I − Γk−i(jh)DDDk−i(jh))×
∆uuu∗k−i(jh)− Γk−i(jh)(WWW k−i(jh)+

VVV k−i(jh))− Γk−i(jh)EEEk−i(jh) (A1)

其中,

WWW k−i(jh) = [w1,k−i(jh), · · · , wm,k−i(jh)]T (A2)

wq,k−i(jh) = gq(xxx
∗
d(jh))− gq(xxxk−i(jh))+

h[Lfffgq(xxx
∗
d(jh))− Lfffgq(xxxk−i(jh))] + · · ·+

hηq−1

(ηq − 1)!
[L

ηq−1

fff gq(xxx
∗
d(jh))−

L
ηq−1

fff gq(xxxk−i(jh))]

VVV k−i(jh) = [v1,k−i(jh), · · · , vm,k−i(jh)]T (A3)

vq,k−i(jh) =

∫ jh+h

jh

∫ t1

jh

· · ·
∫ tηq−1

jh

L
ηq

fff ×

gq(xxx
∗
d(tηq ))− L

ηq

fff gq(xxxk−i(tηq ))dtηq · · · dt1+
∫ jh+h

jh

∫ t1

jh

· · ·
∫ tηq−1

jh

DDD(tηq )dtηq · · · dt1uuu
∗
d(jh)

DDD(tηq ) =




Lbbb1L
ηq−1

fff gq(xxx
∗
d(tηq ))−Lbbb1L

ηq−1

fff gq(xxxk−i(tηq ))
...

Lbbbr L
ηq−1

fff gq(xxx
∗
d(tηq ))−Lbbbr L

ηq−1

fff gq(xxxk−i(tηq ))




T

EEEk−i(jh) =



l11e
∗
1,k−i(jh) + l12e

∗
1,k−i(jh− h) + · · ·

+l1η1e∗1,k−i(jh− η1h + h)
...

lm1e
∗
m,k−i(jh) + lm2e

∗
m,k−i(jh− h) + · · ·

+lmηme∗m,k−i(jh− ηmh + h)




(A4)

对式 (A1) 两边取范数, 并利用条件 C4, 可得:

‖∆uuu∗k+1(jh)‖ ≤ ρ‖∆uuu∗k−i(jh)‖+ cΓ‖EEEk−i(jh)‖+
cΓ(‖WWW k−i(jh)‖+ ‖VVV k−i(jh)‖) (A5)

其中, cΓ 为 Γk−i(jh) 范数的界. 对式 (A3) 两边取范数, 在

假设 A3 成立时有:

‖WWW k−i(jh)‖ ≤ c1‖∆xxx∗k−i(jh)‖ (A6)

这里, c1 = max1≤i≤m[1 + h + · · · + hηi−1/(ηi − 1)!]lfgfgfg. 对
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式 (A3) 两边取范数,

‖VVV k−i(jh)‖ ≤ c2×
∥∥∥∥∥∥∥∥




∫ jh+h

jh

∫ t1
jh
· · · ∫ tη1−1

jh ‖∆xxx∗k−i(tη1)‖dtη1 · · · dt1
...∫ jh+h

jh

∫ t1
jh
· · · ∫ tηm−1

jh
‖∆xxx∗k−i(tηm)‖dtηm · · · dt1




∥∥∥∥∥∥∥∥
(A7)

其 中, c2 = lfgfgfg + rlbfgbfgbfgcuuu∗ , 并 且, cuuu∗ =

max0≤j≤N−1 ‖uuu∗d(jh)‖. 进一步地, 利用式 (14),

‖VVV k−i(jh)‖ ≤ c2c4ch‖∆xxx∗k−i(jh)‖+
c2c5ch(ec3h − 1)‖∆uuu∗k−i(jh)‖ (A8)

其中, ch = max{hη1/η1!, · · · , hηm/ηm!}. 对式 (A4) 两边取

范数, 并依据 e∗q,k−i(jh) 的定义, 有:

‖EEEk−i(jh)‖ ≤ lggglmax

η∑
j1=1

‖∆xxx∗k−i(jh− j1h + h)‖ (A9)

其 中, lmax = max{l11, · · · , l1η1 , · · · , lmηm}, η =

max{η1, · · · , ηm}.
将式 (A6)、(A8) 和 (A9) 代入式 (A5), 可得:

‖∆uuu∗k+1(jh)‖ ≤ ρ̂‖∆uuu∗k−i(jh)‖+ c6‖∆xxx∗k−i(jh)‖+

cΓlggglmax

η∑
j1=1

‖∆xxx∗k−i(jh− j1h + h)‖ (A10)

式中, ρ̂ = ρ + chcΓc2c5(e
c3h − 1), c6 = cΓc1 + cΓchc2c4.

当 j = 0 时, 由于 ‖∆xxx∗k−i(0)‖ ≤ ε∗, 依据引理 1, 由式

(A10) 可得:

lim
k→∞

sup‖∆uuu∗k(0)‖ ≤ c0
uuuε∗ (A11)

其中, c0
uuu = (c6 + cΓlggglmax)/(1− ρ̂).

当 j = 1 时, 结合式 (14) 和 (A11),

lim
k→∞

sup‖∆xxx∗k−i(h)‖ ≤ c1
xxxε∗ (A12)

这里, c1
xxx = c4 + (ec3h − 1)c5c

0
uuu. 因而, 由式 (A10) 可得:

lim
k→∞

sup‖∆uuu∗k(h)‖ ≤ c1
uuuε∗

式中, c1
uuu = [c6c

1
xxx + cΓlmaxlg(c1

x + 1)]/(1− ρ̂).

应用归纳法, 对于 0 ≤ j ≤ l − 1, 假设下式成立:

lim
k→∞

sup‖∆uuu∗k(jh)‖ ≤ cj
uuuε∗ (A13)

这样, 当 j = l 时, 结合式 (14) 和 (A13),

lim
k→∞

sup‖∆xxx∗k−i(lh)‖ ≤ cl
xxxε∗ (A14)

其中, cl
xxx = c4c

l−1
xxx + (ec3h − 1)c5c

l−1
uuu . 进一步地, 由引理 1

得:

lim
k→∞

sup‖∆uuu∗k(lh)‖ ≤ cl
uuuε∗

式中, cl
uuu = [c6c

l
xxx + cΓlmaxlggg

∑l
i=l−η+1 ci

xxx]/(1 − ρ̂). 这里,

c0
xxx = 1; 当 i < 0 时, ci

xxx = 0.

由数学归纳法可知, 对所有 0 ≤ j ≤ N − 1, 都满足

‖∆xxx∗k−i(jh)‖ ≤ cj
xxxε∗

lim
k→∞

sup‖∆uuu∗k(jh)‖ ≤ cj
uuuε∗

其中, cj
xxx = c4c

j−1
xxx + (ec3h − 1)c5c

j−1
uuu , cj

uuu = [c6c
j
xxx +

cΓlmaxlggg
∑j

i=j−η+1 ci
xxx]/(1 − ρ̂). 这里的 ci

xxx 须满足: c0
xxx = 1;

若 i < 0, ci
xxx = 0. ¤
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