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多变量预测控制系统稳态解的相容性与唯一性分析

邹 涛 1 李海强 2 丁宝苍 3 王丁丁 2

摘 要 多变量控制系统在结构形态上可以划分为方系统和非方系统, 非方系统可进一步划分为胖系统和瘦系统. 对瘦系统

和胖系统, 预测控制系统分别可能出现输出静差和输入稳态值不确定问题. 本文从控制输入与被控输出稳态关系入手, 将上述

问题归结为非齐次线性方程组的相容性与唯一性问题. 通过非齐次方程组解的判定定理分析了多变量预测控制系统稳态解出

现相容性和唯一性问题的原因, 并由此给出了双层结构控制策略及解决方案. 上层稳态优化方法从理论上解决了瘦系统的相

容性问题, 并从胖系统的无穷多个相容解中找到最优解. 下层集成控制输入目标的预测控制从根本上保证了胖系统控制输入

稳态解的唯一性, 并实现了方系统与非方系统预测控制在算法描述上的统一. 仿真结果验证了本文提出的双层结构预测控制

算法的有效性, 即多变量预测控制系统稳态解既是相容的又是唯一的.
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Compatibility and Uniqueness Analyses of Steady State Solution for

Multi-variable Predictive Control Systems
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Abstract The multi-variable control systems can be structurally classified into the square and non-square ones, with

the latter further into fat and thin ones. For the fat and thin, the output offset and non-determinedness of the steady

state input, respectively, can occur in predictive control systems. From the steady-state relationship between the control

input and the controlled output, the two issues are tackled as the compatibility and uniqueness, respectively, of the non-

homogeneous linear equations set. The reason why the compatibility and uniqueness issues can arise is analyzed based

on the determination theorem for non-homogeneous linear equations set, and the solutions based on the double-layer

(two-layer) control structure are given. The upper level steady state optimization not only tackles the compatibility issue

for the thin system, but also finds the optimal solution from the infinite many consistent ones for the fat system. The

lower level predictive control algorithm, integrated with the control input target, guarantees the uniqueness of the steady

state solution for fat system, and algorithmically unifies both the square and nonsquare systems. Simulation results

have validated the effectiveness of the double-layered predictive control algorithm, i.e., the steady state solutions of the

multi-variable predictive control system are consistent and unique.
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模型预测控制 (Model predictive control,
MPC) 是一类基于模型的计算机控制算法的总
称. 早期的 MPC 算法以 Cutler 提出的动态矩阵
控制 (Dynamic matrix control, DMC)、Richalet
提出的模型算法控制 (Model algorithmic control,
MAC)[1−2] 以及随后由 Clarke 提出的广义预测控
制 (Generalized predictive control, GPC)[3] 为代
表. MPC 算法在流程行业的成功应用逐渐引起学术
界的广泛关注[4].

现代工业过程中, 大型工业系统通常采用分
层递阶控制结构[5]: 上层为实时优化 (Real time
optimization, RTO) 层, 中间层为MPC, 底层为基
础控制 (PID) 层. RTO 负责给出生产过程的稳态
最佳生产工况 (工作点), 而 MPC 则负责动态地趋
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向于系统最佳工况[6]. 大系统分层递阶控制结构是
一种理想情况, 其 RTO 层要实现面向全装置的优
化, 建模工作非常复杂, 建模精度很难保证, 有时难
以取得满意的实施效果. 所以, 目前过程工业更普遍
地采用了直接以MPC 为核心的方案.

就设定点的含义而言, RTO-MPC 的设定点是
通过优化计算得到的最佳工作点, 而 MPC 的设定
点是人工给定的 “最佳” 工作点, 两者在实现方法上
是一致的. 多变量过程的工作点是以输入输出对形
式出现的. 但是, 常规的预测控制算法只具备跟踪
输出目标 (设定点) 的能力, 例如 DMC[4], 只有当控
制输入与被控输出稳态值之间满足一一对应的关系

时, 也就是输入输出变量个数完全一致时, 输出设定
点的实现才意味着控制输入的目标也同时得到满足.
然而, 实际的多变量过程有时是非方的, 输入输出之
间的稳态关系并不一一对应, 对这类系统进行稳态
分析十分困难, 通常只能采用基于自由度的定性分
析方法[7], 其非定量的结论给多变量控制系统的稳
态解带来很多不确定性. 此外, 预测控制是一种基于
优化的控制算法, 这使得它可以很方便地将输入设
定点集成到性能指标函数中, 从而使得控制系统具
有跟踪输入目标的能力[8−9]. 集成控制输入目标的
预测控制算法在解的稳态性质分析方面要优于常规

预测控制算法, 因为当输入目标和输出目标无法同
时满足时, 偏差的大小将按输入输出对应的权值进
行分配.
近年来, MPC 工业技术领域出现了一种集成稳

态优化的双层结构预测控制策略[10−15]. 双层结构
中的稳态优化层 (Steady state optimization, SSO)
一方面可以对 RTO 目标进行渐近跟踪, 另一方面
也可以独立完成 MPC 所对应过程的局部经济优
化[11−12]. 具体地, 上层 SSO 采用MPC 动态数学模
型的稳态增益作为数学模型, 在 MPC 所处的约束
空间内寻优, 部分操作变量或输出变量的稳态值处
于 “卡边” 位置, 下层的 MPC 算法以 SSO 的计算
结果作为设定值. 双层结构预测控制的思路清晰, 功
能明确, 已经得到了广泛的应用. 但是, 目前对上层
稳态优化的研究仅限于算法上的设计, 缺乏深入的
理论分析.
本文从多变量控制系统控制输入与被控输出之

间的因果关系入手, 阐述控制输入与被控输出稳态
值的关系特征. 通过非齐次方程组解的判定引理, 分
析了非方系统稳态解的相容性与唯一性问题产生的

根源, 并由此论证了引入了稳态优化层的双层结构
预测控制是解决上述问题的有效思路. 继而, 证明了
方系统和瘦系统在双层结构预测控制模式下稳态解

同时具有相容性和唯一性, 并将控制输入稳态目标
引入到预测控制的问题描述中, 给出了能够同时跟
踪控制输入设定点和输出设定点的下层MPC 算法,

确保了胖系统稳态解的唯一性. 这种集成控制输入
目标的双层结构MPC 算法从理论上保证了多变量
控制系统稳态解的相容性和唯一性, 实现了方系统、
非方系统在控制方法上的统一.

1 多变量预测控制算法稳态解的相容性与唯

一性问题

本文以 DMC 算法作为常规多变量预测控制算
法的代表, 并简单给出其预测模型和滚动优化算法,
受篇幅限制不再赘述反馈校正部分. 本文将研究的
被控过程限定为开环稳定过程, 但是该研究方法经
过适当调整后也可以应用于积分过程[16].
假设某多变量过程包含 m 个控制输入和 p 个

被控输出, 且每一个控制输入对每个输出的阶跃响
应系数模型为已知, 其模型向量为

aaaij = [aij(1), · · · , aij(N)] (1)

i = 1, · · · , p, j = 1, · · · ,m. 其中, N 为阶跃响应系
数模型的建模时域. 经过简单推导, 可得到多步预测
模型:

ỹyyPM(k) = ỹyyP0(k) + A∆uuuM(k) (2)

其中, P、M 分别为预测时域和控制时域, ỹyyPM(k) ∈
Rp×P×1 为预测输出, ỹyyP0(k) ∈ Rp×P×1 为当前时刻

的初始预测输出, ∆uuuM(k) ∈ Rm×M×1 为控制增量,

ỹyyPM(k) =




ỹyy1,PM(k)
...

ỹyyp,PM(k)


 , ỹyyP0(k) =




ỹyy1,P0(k)
...

ỹyyp,P0(k)




∆uuuM(k) =




∆uuu1,M(k)
...

∆uuum,M(k)




在多变量的滚动优化过程中, 在每一个执行周
期都要极小化如下的性能指标:

J(k) = ‖www(k)− ỹyyPM(k)‖2

Q + ‖∆uuuM(k)‖2

R (3)

其中, www(k) 为被控输出的设定点, Q 为输出变量对
应的加权矩阵, R 为控制输入增量对应的加权矩阵,

www(k) =




www1(k)
...

wwwp(k)


 ,wwwi(k) =




wi(k + 1)
...

wi(k + P )


 ,

i = 1, · · · , p

Q = block− diag{Q1, · · · , Qp},
Qi = diag{qi(1), · · · , qi(P )}, i = 1, · · · , p
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R = block− diag{R1, · · · , Rm},
Rj = diag{rj(1), · · · , rj(M)}, j = 1, · · · ,m

在无约束情况下, 由多步预测模型 (2) 可计算出最
优控制增量

∆uuuM(k) = (ATQA + R)−1ATQ (www(k)− ỹyyP0(k))
(4)

同 PID 控制器一样, 常规的预测控制算法也是
从跟踪被控输出的设定点出发, 如式 (3) 所示, 但是
与 PID 控制器不同的是, 预测控制所面对的多变量
过程特性较之 PID 所面对的 SISO 过程却复杂得
多. 众所周知, 根据系统输入变量与输出变量的个
数, 多变量系统可以划分为方系统和非方系统, 而非
方系统又可以进一步划分为胖系统和瘦系统. 非方
系统输入输出之间的稳态关系并不一一对应, 常用
的稳态分析方法是基于自由度的定性分析方法. 基
于自由度的分析方法的缺点在于其分析结果上的不

确定性, 例如, 是否只要是胖系统就一定能实现输出
目标, 或者只要是瘦系统输出目标就一定不可达? 为
了解决上述问题, 需要给出非方系统输入输出稳态
关系分析的定量方法.
下面给出一个定理来说明多变量控制系统控制

输入的稳态值与被控输出稳态值之间的关系.
定理 1. 若某线性、时不变多变量过程 (不考虑

积分过程) 初始稳态工作点为 (uuu0, yyy0), k 时刻后控
制输入不发生变化, 则过程输出的稳态值 yyyss,k 仅与

uuuk 和 uuu0 有关, 而与输入变化路径无关.
证明. 以初始稳态点 (uuu0, yyy0) 为过程的初始平

衡点, 假设该系统的稳态方程为

∆yyyss = G∆uuuss (5)

其中, ∆yyyss ∈ Rp×1 为被控输出稳态值的变化量,
∆yyyss = yyyss − yyy0, yyyss 为被控输出变量的稳态值, yyy0

为被控输出变量的初始稳态值; ∆uuuss ∈ Rm×1 为控

制输入稳态值的变化量, ∆uuuss = uuuss − uuu0, uuuss 为控

制输入的稳态值, uuu0 为控制输入变量的初始稳态值;
G ∈ Rp×m 为过程稳态增益矩阵. 注意: 由于 uuu 是
控制输入变量, 所以 k 时刻的控制输入稳态 uuuss,k 即

为 uuu(k).
设从初始时刻至 k 时刻, 控制器施加的任一控

制序列组合为 ∆uuu(1), · · · ,∆uuu(k), 则 k 时刻后, 利
用线性系统叠加原理可得到过程的最终稳态值:

yyyss,k = yyy0 + ∆yyyss,1 + ∆yyyss,2 + · · ·+ ∆yyyss,k =
yyy0 + G∆uuu(0) + G∆uuu(1) + · · ·+ G∆uuu(k) =

yyy0 + G
k∑

i=0

∆uuu(i) = yyy0 + G(uuuk − uuu0)

可见对于线性系统而言, 过程最终的输出稳态仅与
过程初始稳态工作点以及最终的控制输入稳态值有

关, 而与过程输入变化轨迹无关. ¤

由定理 1 可知, 控制输入的稳态值变化是引起
控制输出稳态值发生变化的决定因素, 控制输入与
被控输出之间为一对因果关系. 在多变量控制系统
分析中, 对于方系统, 当过程的稳态增益存在且可逆
时, 达到了输出稳态值则就意味着控制输入的稳态
值也一定能够达到, 这是因为其输入输出的稳态关
系是一一对应的. 然而, 对于非方多变量控制系统,
由于非方系统的稳态增益矩阵不可逆, 所以由输出
设定点和稳态增益矩阵却无法直接求解控制输入的

稳态值. 此时, 单纯地考虑输出设定点将会出现以下
情况: 对于胖系统 (稳态增益矩阵满秩), 将有无穷多
种控制输入的组合可以使被控输出达到设定点, 则
控制输入的稳态解将出现不确定性; 对于瘦系统, 被
控输出可能出现静差.
预测控制目标函数 (3) 的目的是: 当系统处于

稳态时使被控输出达到设定点, 由定理 1 可知当系
统达到稳态时, 必然满足稳态方程 (5). 由于控制输
入在控制系统内是自变量, 同时在给定输出设定值
的情况下 yyyss 为已知量, 因此式 (5) 可以被看作是一
个非齐次线性方程组

G∆uuuss = ∆yyyss (6)

其中, 系数矩阵 G 为

G =




g11 g12 . . . g1m

...
...

. . .
...

gp1 gp2 . . . gpm




p×m

系数矩阵 G 的增广矩阵为

B =




g11 g12 . . . g1m ∆yss,1

...
...

. . .
...

...
gp1 gp2 . . . gpm ∆yss,p




p×(m+1)

下面, 给出非齐次方程组解的判定引理.
引理 1. m元非齐次方程组Gp×m∆uuuss = ∆yyyss

有解的充分必要条件是系数矩阵 G 的秩等于增广
矩阵 B = (G, ∆yyyss) 的秩. 显然, 当 Rank(G) <
Rank(B) 时, 方程组无解, 方程组是不相容的. 当被
控系统为瘦系统时, 过程控制输入与被控输出的维
数为m < p. Rank(G) 的最大值为m, 而 Rank(B)
的最大值为 m + 1, 所以对于瘦系统很有可能出现
Rank(G) <Rank(B) 的情况, 导致稳态方程组的解
不存在.
引理 1 有以下推论.
推论 1. G∆uuuss = ∆yyyss 有唯一解的充要条件

为 Rank(G) = Rank(B) = m; G∆uuuss = ∆yyyss 有

无穷多解的充要条件为 Rank(G) = Rank(B) < m.
对于方系统, 其稳态增益存在且可逆时, Rank(G) =
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Rank(B) = m 成立, 所以其只有唯一解. 对于胖
系统, 过程控制输入与被控输出的维数为 m > p,
Rank(G) 的最大值为 p, 而 Rank(B) 的最大值也为
p, 所以 Rank(G) = Rank(B) < m 成立, 则说明胖
系统所对应的方程组解的个数为无穷多.
我们也可以通过几何方法来验证上述结论. 几

何上, 方程组的解可通过判断空间内直线或平面的
交点确定, 其规则如下: 1) 空间内直线或平面交于
一点, 方程组有唯一解; 2) 空间内直线或平面交于
一条线, 则方程组有无穷多解; 3) 空间内直线或平
面不相交, 则方程组无解.
假设某 3× 2 系统, 其稳态增益矩阵为

G =

[
4.05 1.77 5.88
5.39 5.72 6.90

]

过程输出的设定点为 (0.5,−0.5) 过程输出的当前位
置为 (0, 0). 相应的稳态方程可以写作

[
4.05 1.77 5.88
5.39 5.72 6.90

]
∆uuuss =

[
0.5
−0.5

]

在三维空间内绘出上述方程所对应的空间平面图,
显然过程的稳态解为三维空间的 2 个平面的交集.
如图 1 所示, 两平面的交集为一条直线, 因而该直线
上所对应的点都是该方程的解, 也就是说, 该系统具
有无穷多种稳态输入组合满足过程设定点要求.

图 1 三输入两输出系统稳态解的几何表示

Fig. 1 Geometry description of the steady state solution

of a system with three inputs and two outputs

假设某 3× 3 系统, 其稳态增益矩阵为

G =




4.05 1.77 5.88
5.39 5.72 6.90
4.38 4.42 7.20




过程输出的设定点为 (0.5,−0.5, 0.5), 过程输出的当

前位置为 (0, 0, 0). 相应的稳态方程可以写作



4.05 1.77 5.88
5.39 5.72 6.90
4.38 4.42 7.20


∆uuuss =




0.5
−0.5
0.5




在 3× 3 系统中, 过程稳态解为 3 个空间平面的交
点, 如图 2 所示, 三个平面相交于一点, 过程具有唯
一稳态解.

图 2 三输入三输出系统稳态解的几何表示

Fig. 2 Geometry description of the steady state solution

of a system with three inputs and three outputs

假设某 2× 3 系统, 其稳态增益矩阵为

G =




4.05 1.77
5.39 5.72
4.38 4.42




输出的设定点为 (0.5,−0.5, 0.5), 过程输出的当前位
置为 (0, 0, 0). 相应的稳态方程可以写作




4.05 1.77
5.39 5.72
4.38 4.42


∆uuuss =




0.5
−0.5
0.5




由于过程输入个数小于输出个数, 过程稳态关系可
描述为二维平面的三条直线, 如图 3 所示, 三条直线
不能相交, 因而稳态方程无解, 故输出设定点无法达
到控制系统将出现静差.

2 多变量控制系统的双层结构预测控制

在多变量预测控制的实际应用中, 通常会对控
制系统提出两点要求: 1) 实现无静差控制; 2) 控制
输入往往与系统的经济性能或能耗挂钩, 因此控制
系统需要卡边操作, 迫切需要将控制输入的稳态解
唯一化、最优化. 结合上述分析, 可知上述两点要求
可转化为多变量控制系统稳态解的相容性和唯一性

问题.
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图 3 二输入三输出系统稳态解的几何表示

Fig. 3 Geometry description of the steady state solution

of a system with two inputs and three outputs

对于瘦系统, 稳态解可能出现不相容问题的
根源在于 Rank(G) ≤ Rank(B). 我们知道, 如果
∆yyyss 属于 G 的列空间, 则 G∆uuuss = ∆yyyss 一定

是相容的, 即 Rank(G) = Rank(B), 而且在行空
间满秩 (工程上, 多变量过程一般都满足行满秩条
件) 的前提下 Rank(G) = Rank(B) = m, 这说
明此时控制输入的稳态解是唯一的. 可见, 如果
能够找到一个使得 Rank(G) = Rank(B) 满足的
∆yyyss, 则瘦系统稳态解的相容性和唯一性问题将同
时得以解决. 但是, 问题的关键在于 G 的列空间
是一个集合, 而 ∆yyyss 并不唯一. 综合胖系统和瘦
系统稳态解的特点, 我们将在多变量预测控制的基
础上引入一个稳态优化层以确保最优控制输入与

被控输出的稳态解 (uuuss, yyyss) 被唯一确定. 这种稳
态优化 + 预测控制的模式被称为双层结构预测控
制[17].

2.1 稳态优化

考虑过程输入输出的稳态约束条件, 稳态经济
优化问题可描述为一个线性规划 (Linear program-
ming, LP) 问题:

min
∆uuuss

J = cccT∆uuuss

s.t. ∆yyyss = Gu∆uuuss + Gf∆fff + eeek

uuuLL ≤ uuuss,k−1 + ∆uuuss ≤ uuuHL

yyyLL ≤ yyyss,k−1 + ∆yyyss ≤ yyyHL

(7)

其中, ccc 为代价系数向量, uuuLL 为控制输入的下限,
uuuHL 为控制输入的上限, yyyLL 为被控输出的下限,
yyyHL 为被控输出的上限. 不失一般性, 我们在过程稳
态模型中引入了扰动向量 ∆fff 和误差修正量 eeek, eeek

可根据过程的预测误差计算得出, 即:

eeek = yyyk − ỹyy(k|k − 1) (8)

其中, yyyk ∈ Rp×1 为当前时刻输出值, ỹyy(k|k − 1) ∈

Rp×1 为上个时刻对当前时刻输出的预测值. 需要指
出, 由于无法得到真正意义上的输出稳态测量值, 式
(8) 所描述的偏差修正项 eeek 是一种退而求其次的方

法. 对于开环稳定过程, 随时间的延续 eeek 将趋向于

其稳态真值. 鉴于预测控制的反馈校正机制, 扰动向
量与误差修正量的引入对本文前面的分析没有实质

影响.
目标函数的设计应能够直接反映生产过程经

济效益与费用 (成本) 之间的关系. 最优解需要满
足式 (7) 中所涉及的稳态关系约束以及控制输入
与被控输出的操作限制. 作为约束优化问题, 式
(7) 必然存在优化可行性问题. 文献 [17] 中给出
了基于优先级策略的优化可行性判定与软约束

调整方法. 鉴于软约束调整时仅放松输出约束

条件, 稳态解仍然满足系统的内部平衡关系, 所
以可行性问题对于本文的研究不存在实质性影

响.
文献 [17] 将式 (7) 所描述的方法称为控制系统

的局部经济优化, 其主要功能是在输入输出约束空
间内寻找使目标函数最小的控制输入与被控输出稳

态值. 对于某些已经给定输出设定点的问题, 可以使
用目标跟踪模式的优化问题描述. 假设 RTO 的输
出结果或操作者的期望为 (uuuT , yyyT ), 可将目标函数
写作

min
∆uuuss

J = (‖yyyss − yyyT‖2

Q̄ + ‖uuuss − uuuT‖2

R̄)

s.t. ∆yyyss = Gu∆uuuss + Gf∆fff + eeek

uuuT min ≤ uuuss,k−1 + ∆uuuss ≤ uuuT max

yyyT min ≤ yyyss,k−1 + ∆yyyss ≤ yyyT max

(9)

该目标函数的含义: 在系统初始稳状态 (uuu0, yyy0) 下寻
找稳态工作点 (uuuss, yyyss) 使之与 (uuuT , yyyT ) 在最小二
乘意义下距离最短. 其中, R̄ 和 Q̄ 为输入输出目标
的对应权重系数. 对于目标跟踪问题, 工程应用中常
希望新的稳态工作点 (uuuss, yyyss)与 (uuuT , yyyT )保持较高
的一致性, 技术上可通过事先对 uuuT 和 yyyT 施加一定

范围内的限制来实现该目的. uuuT min 和 uuuT max 可理

解为期望的控制输入约束条件的下界和上界, yyyT min

和 yyyT max 可理解为期望的输出变量约束条件的下界

和上界. 需要说明: RTO 的输出结果或操作者输入
的期望目标 (uuuT , yyyT )可能并非稳态相容解或唯一解,
但优化问题的计算输出结果必然是相容解和唯一解.
目标跟踪方法事实上是期望操作目标附近进行的

微调.
综合多变量控制系统稳态解的分析与双层结构

预测控制上层稳态优化算法的问题描述, 可以给出
双层结构预测控制在工程应用中的结构框图, 如图 4
所示.



524 自 动 化 学 报 39卷

图 4 双层结构预测控制结构框图

Fig. 4 Framework of double-layered predictive control

从图 4 中可以看出, 我们在分层递阶控制结构
以及传统的 MPC+ PID 结构中分别增加了相应的
SSO 层. 在 RTO+ MPC+ PID 的分支中增加的
SSO 层所起到的作用是对 RTO 计算的结果进行一
个重新计算的作用, 使输出稳态目标值位于稳态增
益矩阵的列空间内, 从而满足稳态解的相容性与一
致性条件. 在MPC+ PID 的分支中引入 SSO 的作
用在于进行局部的优化以进一步提高MPC 的稳态
性能, 并且可以有效解决非方系统的设定点给定问
题.

2.2 集成控制输入目标的多变量预测控制算法

稳态优化结果包含两部分: 控制输入稳态值和
被控输出稳态值, 但是常规的预测控制只跟踪被控
输出的稳态值 (设定点), 不涉及控制输入稳态值的
跟踪, 这相当于由被控输出的稳态值求解控制输入
的稳态值. 根据非齐次方程组解的判定引理可知方
系统和瘦系统在输出设定点 (通过稳态优化得到) 既
定的前提下, 非齐次方程组的解是唯一的, 但是对于
胖系统, 对应的非齐次方程组的解仍是无穷多个. 也
就是说, 虽然稳态优化方法已经将胖系统的稳态解
最优化, 但是在动态控制层面控制输入的稳态解仍
是不唯一的.
为了解决该问题, 将控制输入稳态值的惩罚项

加入到预测控制目标函数中, 促使控制输入最终趋
向它的稳态值, 即:

J(k) = ‖www(k)− ỹyyPM(k)‖2

Q + ‖uuu(k)− uuuss(k)‖2

V +
‖∆uuuM(k)‖2

R

(10)
其中, uuuss 为控制输入的优化目标, uuu(k) 为控制输
入的未来预测量, uuu(k) = uuu(k − 1) + B∆uuuM(k),
B = block− diag{B0, · · · , B0} (m块),

B0 =




1 0 · · · 0

1 1
. . .

...
...

...
. . . 0

1 1 · · · 1




(M×M)

uuu(k − 1) =




u1(k − 1)
...

u1(k − 1)
...

um(k − 1)
...

um(k − 1)




V = block− diag{V1, · · · , Vm},
Vi = diag{vi(1), · · · , vi(M)}, i = 1, · · · ,m
将预测模型 (2) 代入式 (10), 可得:

J(k) =
∥∥www(k)− ỹyyp0(k)−A∆uuuM(k)

∥∥2

Q
+

‖uuu(k − 1)− uuuss(k) + B∆uuuM(k)‖2

V +
‖∆uuuM(k)‖2

R

(11)
接下来推导无约束控制律, 对式 (11) 展开可得:

J(k) = ∆uuuT
M(k)(ATQA + BTV B + R)∆uuuM(k)−

2∆uuuT
M(k)ATQ[www(k)− ỹyyp0(k)]−

2∆uuuT
M(k)BTV [uuuss(k)− uuu(k − 1)] + const

(12)
求取式 (12) 的极小值, 即利用极值必要条件

dJ(k)

d∆uuuM (k)
= 0, 计算出最优控制增量:

∆uuuM(k) = (ATQA + BTV B + R)−1{ATQ×
(www(k)− ỹyyP0(k)) + BTV (uuuss(k)− uuu(k − 1))}

而即时控制增量可以通过下式给出: ∆uuu(k) =
LD1 (www(k)− ỹyyP0(k)) + LD2 (uuuss(k)− uuu(k − 1)),
其中

D1 = (ATQA + BTV B + R)−1ATQ (13)

D2 = (ATQA + BTV B + R)−1BTV (14)

而

L =




[1 0 · · · 0] 0
. . .

0 [1 0 · · · 0]


 为

m×mM 维矩阵.
由于 A,Q, R, V,B 均属已知, D1 和D2 可一次离线

计算得出.
下面对目标函数中引入控制输入目标的模式加

以讨论. 首先, 使用图示方法对只有被控输出设定点
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目标的模式加以说明. 图 5 中, 在纵向方向上画了 p
条直线用以表示被控变量 (CV ) 的设定点随时间变
化的特点, 将时间方向定义为由下而上. 在这种目标
的设置模式下, 仅对输出变量赋予期望, 而由控制器
驱动被控变量. 集成控制输入目标的双层结构预测
控制方法根本地改变了稳态目标的设定方法.

图 5 多变量系统输出目标

Fig. 5 Output target of multi-variable system

图 6 在横轴方向上又增加了m 条直线, 用以表
示集成控制输入目标的预测控制设定点模式. 在这
种设置模式下, 对输入变量和输出变量的稳态值都
赋予了期望, 输入输出的稳态目标是唯一的. 另一方
面, 由定理 1 可知当控制输入达到了目标稳态值则
被控输出也必将趋向相应的稳态值. 而且, 如果将控
制时域所对应的控制输入最终权系数设置得非常大,
这种情形与预测控制稳定性综合理论中终端加权法

相类似, 有利于提高控制系统的稳定性[18]. 最后, 从
结构稳定的角度来看, 输入稳态目标与输出稳态目
标在时间和空间上结成了一个网状结构, 其性能明
显优于图 5 所示的结构. 当系统中存在不确定情况
时可以从两个方面分担不确定性给系统带来的影响.

图 6 多变量系统输入目标与输出目标形成的网格

Fig. 6 Grid formed by multi-variable system′s output

target and input target

2.3 模型不确定性及不可测扰动分析

实际应用中, 控制器模型与实际过程不可避免

地会出现失配情况 (也就是模型不确定性问题), 而
且由于检测方面的原因无法将所有的输入因素纳入

模型中, 使得某些系统在控制输入、可测扰动之外可
能还包含不可测扰动因素. 模型不确定性以及不可
测扰动的存在导致了模型与对象两者内部平衡关系

出现差异, 这种差异将必然引起控制系统输入与输
出间的不匹配, 但是由于修正项的存在将使得开环
稳态优化解不断得到校正, 若稳态优化问题持续可
行则最终得到的稳态解仍位于多变量系统的相容解

空间之内, 在控制系统稳定性得到保证的前提下双
层MPC 下层控制解将趋近直至等于上层稳态优化
解. 第 3 节将分别就模型失配与不可测扰动情况进
行仿真以验证前述分析.

3 仿真验证

为验证双层结构预测控制稳态解的相容性和唯

一性, 分别对胖系统、方系统和瘦系统进行仿真, 采
用的模型为 Shell benchmark 问题的重油分馏塔模
型. 这里不对其物理含义做过多介绍, 感兴趣的读者
可参考文献 [19]. 仿真过程中, 稳态优化方法采用式
(7) 描述的经济优化方法, 稳态优化的主要参数为各
控制输入变量的代价系数.

3.1 胖系统

取 Shell benchmark 输入输出传递函数矩阵模
型的第 1 行和第 2 行构造一个 3× 2 (三输入两输
出, 下文略) 的胖系统过程进行仿真, 该过程的数学
模型为

G(s) =




4.05e−27s

50s + 1
1.77e−28s

60s + 1
5.88e−27s

50s + 1
5.39e−18s

50s + 1
5.72e−14s

60s + 1
6.90e−15s

40s + 1




将稳态优化中控制输入变量的代价系数参数设置为

(−2, −1, 2), 输入输出约束均限制在 ± 0.5 之间, 后
续仿真均采用该约束条件. 稳态优化的计算结果为
yyyss = [−0.5, 0.5], uuuss = [0.5, 0.2108,−0.4929]. 为
了验证集成控制输入目标的性能, 有必要将常规预
测控制和集成控制输入目标预测控制的仿真结果进

行对比, 如表 1 所示. 需要说明, 由于仿真过程中控
制器模型与对象模型是相同的, 即标称情况, 稳态优
化计算的目标值在整个控制过程中是不变的, 且动
态可达, 为节省版面, 仅列出各种情形下的系统输入
输出稳态值.
由仿真结果可以得出以下结论: 在常规预测控

制算法下, 当被控对象为胖系统时, 输出设定点均可
以达到, 但控制输入的稳态解将随控制器权重系数
的改变而改变, 不满足唯一性. 而在集成控制输入目
标预测控制算法下, 当被控对象为胖系统时集成控
制输入的预测控制系统稳态解的相容性和唯一性都
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得到满足.

3.2 方系统

取 Shell benchmark 输入输出传递函数矩阵模
型作为 3× 3 方系统过程进行仿真, 该过程的数学模
型为

G(s) =




4.05e−27s

50s + 1
1.77e−28s

60s + 1
5.88e−27s

50s + 1
5.39e−18s

50s + 1
5.72e−14s

60s + 1
6.90e−15s

40s + 1
4.38e−20s

33s + 1
4.42e−22s

44s + 1
7.20

19s + 1




设置稳态优化控制输入变量代价系数分别为

(−2, −1, 2), 稳态优化的计算结果为 yyyss =
[−0.5, 0.5,−0.4269], uuuss = [0.5, 0.2108,−0.4929].
常规预测控制和集成控制输入目标预测控制的仿真

结果对比如表 2 所示. 当被控对象为方系统时, 常规
预测控制算法与集成控制输入的预测控制系统稳态

解的相容性和唯一性都得到满足.

3.3 瘦系统

取 Shell benchmark 输入输出传递函数矩阵模

型中的第 1 列和第 2 列作为 2 × 3 瘦系统过程进行
仿真, 该过程的数学模型为

G(s) =




4.05e−27s

50s + 1
1.77e−28s

60s + 1
5.39e−18s

50s + 1
5.72e−14s

60s + 1
4.38e−20s

33s + 1
4.42e−22s

44s + 1




设置稳态优化控制输入变量代价系数分别

为 (−2, −1), 稳态优化的计算结果是 yyyss =
[0.5, 0.5, 0.4175], uuuss = [0.1450,−0.0492]. 常规预
测控制和集成控制输入目标预测控制的仿真结果对

比如表 3 所示.
仿真结果与之前的分析完全一致, 瘦系统无需

使用集成控制输入目标的预测控制算法即可保证稳

态解的相容性和唯一性.

3.4 模型失配

以方系统为仿真对象进行模型失配研究. 约束
条件与优化参数均保持不变, 可知系统的最优稳态

表 1 常规预测控制和集成控制输入目标预测控制的稳态值 (胖系统)

Table 1 Steady state values of traditional MPC and MPC integrated with input target for fat system case

控制算法 控制器参数 u1 稳态值 u2 稳态值 u3 稳态值 y1 稳态值 y2 稳态值

常规预测控制 输出权系数均为 5 0.5000 0.3905 0.1560 −0.5000 0.5000

常规预测控制 输出权系数均为 0.5 0.4927 0.3852 0.1385 −0.5000 0.5000

集成输入目标预测控制 输出权系数均为 5 0.5000 0.2107 −0.4931 −0.5000 0.5000

集成输入目标预测控制 输出权系数均为 0.5 0.5000 0.2107 −0.4931 −0.5000 0.5000

表 2 常规预测控制和集成控制输入目标预测控制的稳态值 (方系统)

Table 2 Steady state values of traditional MPC and MPC integrated with input target for square system case

控制算法 控制器参数 u1 稳态值 u2 稳态值 u3 稳态值 y1 稳态值 y2 稳态值 y3 稳态值

常规预测控制 输出权系数均为 5 0.5000 0.2131 −0.4939 −0.5022 0.5001 −0.4245

常规预测控制 输出权系数均为 0.5 0.5000 0.2132 −0.4940 −0.5027 0.4996 −0.4250

集成输入目标预测控制 输出权系数均为 5 0.5000 0.2120 −0.4937 −0.5017 0.4998 −0.4244

集成输入目标预测控制 输出权系数均为 0.5 0.5000 0.2124 −0.4935 −0.5011 0.4988 −0.4248

表 3 常规预测控制和集成控制输入目标预测控制的稳态值 (瘦系统)

Table 3 Steady state values of traditional MPC and MPC integrated with input target for thin system case

控制算法 控制器参数 u1 稳态值 u2 稳态值 y1 稳态值 y2 稳态值 y3 稳态值

常规预测控制 输出权系数均为 5 0.1451 −0.0494 0.5000 0.5000 0.4176

常规预测控制 输出权系数均为 0.5 0.1451 −0.0494 0.5000 0.5000 0.4176

集成输入目标预测控制 输出权系数均为 5 0.1451 −0.0493 0.4999 0.5000 0.4176

集成输入目标预测控制 输出权系数均为 0.5 0.1451 −0.0493 0.4999 0.5000 0.4176
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点 为 yyyss = [−0.5, 0.5,−0.4269], uuuss =
[0.5, 0.2108,−0.4929]. 为模拟模型失配, 将控制器
模型中 G11 的稳态增益系数修改, 分别针对控制器
模型增益变大与变小两种情况讨论.
将控制器中的稳态增益系数由 4.05 修改

为 4.55. 权系数分别为 Q = [10, 2, 60], R =
[70, 70, 70], V = [10, 10, 10]. 此时, 控制器计算出的
最优输出稳态操作点为 [−0.5, 0.5,−0.4271], 最优
输入稳态操作点为 [0.5, 0.2109,−0.4930]. 系统输入
输出效果如图 7 所示 (点划线为稳态目标, 实线为真
实值).

(a) 控制器模型 G11 稳态增益为 4.55 时, 系统输出曲线

(a) The output responses when the steady state gain of

G11 in controller model is 4.55

(b) 控制器模型 G11 稳态增益为 4.55 时, 系统输入曲线

(b) The input signals when the steady state gain of

G11 in controller model is 4.55

图 7 按制器模型 G11 稳态增益为 4.55 时,

系统输入输出曲线

Fig. 7 The input and output responses when the steady

state gain of G11 in controller model is 4.55

将控制器中的稳态增益系数由 4.05 修改
为 3.55. 权系数分别为 Q = [1, 10, 50], R =
[10, 10, 10], V = [10, 10, 10]. 此时, 控制器计算出的
最优输出稳态操作点为 [−0.5, 0.5,−0.4268], 最优
输入稳态操作点为 [0.5, 0.2107,−0.4928]. 系统输入

输出效果如图 8 所示 (点划线为稳态目标, 实线为真
实值).

(a) 控制器模型 G11 稳态增益为 3.55 时, 系统输出曲线

(a) The output responses when the steady state gain of

G11 in controller model is 3.55

(b) 控制器模型 G11 稳态增益为 3.55 时, 系统输入曲线

(b) The input signals when the steady state gain of

G11 in controller model is 3.55

图 8 按制器模型 G11 稳态增益为 3.55 时,

系统输入输出曲线

Fig. 8 The input and output responses when the steady

state gain of G11 in controller model is 3.55

从图 7 和图 8 中可以看出, 在出现模型不匹配
的情况时稳态工作点较之标称情况将发生一定的变

化. 注意到输出对应的输出稳态目标以及三个控制
输入的稳态目标在控制过程的初始阶段是时变的,
这是偏差修正项起作用后产生的结果. 动态控制层
实现了稳态工作点的完全跟踪. 说明双层结构预测
控制对模型的失配具有一定的鲁棒性, 验证了第 3.3
节中的结论.

3.5 不可测扰动

以方系统为例, 约束边界以及优化代价与前述
方系统相同, 权系数 Q,R, V 均为 1. 假设不可测扰
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动的数学模型为

GF (s) =
[

1.20e−27s

45s + 1
1.52e−15s

25s + 1
1.14

27s + 1

]

不可测扰动存在下的仿真过程如下: k = 0 时刻, 投
入双层结构预测控制器; 在 k = 150 时刻, 增加幅值
为 0.5 的阶跃扰动; k = 300 时刻扰动消失. 控制效
果如图 9 所示 (点划线为稳态目标, 实线为真实值).

(a) 存在不可测扰动情况下的系统输出曲线

(a) The output responses when there exists an

unmeasured disturbance

(b) 存在不可测扰动情况下的系统输入曲线

(b) The input signals when there exists an unmeasured

disturbance

图 9 存在不可测扰动情况下的系统输入输出曲线

Fig. 9 The input and output responses when there exist

unmeasured disturbance

可以看出, 上层稳态优化能够通过稳态误差修
正项及时对扰动做出处理, 计算出扰动存在时的最
优稳态操作点, 最终通过动态控制层实现平稳跟踪
控制, 有效抑制了不可测扰动产生的影响, 实现了无
静差控制.

4 结论

常规多变量预测控制算法的目标函数只包含输

出设定值目标, 无法有效体现多变量控制系统内部

的因果关系, 随意给定输出设定点可能导致瘦系统
的稳态解出现输出静差问题; 对于控制输入个数多
于被控输出的胖系统, 被控输出的设定值目标通常
可以达到, 但控制输入的稳态值可能随控制系统参
数的改变而改变从而产生不确定问题. 本文使用非
齐次线性方程组的判定定理找到了输出静差和输入

稳态解不确定问题产生的原因, 分别从系统稳态和
动态的角度提出方案, 形成了完整的双层结构预测
控制策略, 确保了非方系统稳态解的相容性和唯一
性, 实现了多变量预测控制在处理方系统和非方系
统方法上的统一.
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