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处理动态优化问题中控制变量路径约束的方法

胡云卿 1 刘兴高 1

摘 要 目前国际上对动态优化问题中的状态变量路径约束已有一些研究, 但专门处理控制变量路径约束的方法却鲜见报道.

本文首先介绍两种分别基于三角函数变换、约束算子截断来处理控制变量路径约束的方法, 然后提出一种基于光滑化的二次

罚函数方法. 光滑化罚函数方法不仅能够处理控制变量路径约束, 而且还能同时处理关于状态变量的路径约束. 最后使用目前

流行的控制变量参数化 (Control variable parameterization, CVP) 策略对最终获得的、不再含控制变量路径约束的动态优化

问题求解. 实例测试一展现了三种方法各自的特点; 实例测试二表明了光滑罚函数方法的有效性和优越性.

关键词 动态优化, 路径约束, 控制变量, 控制变量参数化

引用格式 胡云卿, 刘兴高. 处理动态优化问题中控制变量路径约束的方法. 自动化学报, 2013, 39(4): 440−449

DOI 10.3724/SP.J.1004.2013.00440

Methods to Deal with Control Variable Path Constraints in
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Abstract Many researchers have reported their methods to handle the state variable path constraints in dynamic

optimization problems. However, very few of them mentioned the techniques to deal with the control variable path

constraints. This paper firstly introduces two ways to eliminate the control variable path constraints, then presents a

smoothed quadratic penalty function method which can optimize the dynamic problems with control and state variable

path constraints at the same time. The final transformed problem is solved by control variable parameterization (CVP)

strategy in the study. Test on Case 1 demonstrates the characteristics of the three techniques; test on Case 2 indicates

the effectiveness and the superiority of the proposed smoothed penalty function method.
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在工业过程的优化领域里, 动态优化算法的研
究成为当前的热点和趋势[1]. 自从动态优化的概念
提出以来, 由于其巨大的应用价值, 已经引起了广泛
关注[2−5], 并在化学工程、系统生物工程、清洁能源、
企业级管理优化等方面逐渐得到应用[6−9].
工业过程在严格意义上是状态变量随时间的演

进、空间的转移而发生改变的动态过程. 动态过程
由微分方程或差分方程描述, 称为动态模型. 动态
优化就是对动态模型中的操作变量实施控制, 使得
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过程的性能指标达到最优. 实际的工业过程常常需
要对某些状态变量进行约束 (例如操作过程中压力
不能超过指定值). 如果约束只在过程的某一时刻要
求满足, 则称为点约束; 如果在一段时间内都要求满
足, 则称为路径约束.

当动态优化问题含有关于控制变量和状态变量

的路径约束时, 其求解算法是一个难点[10]. 目前国
际上对动态优化问题中的状态变量路径约束已有

一些研究[11−12], 但专门处理控制变量路径约束的
方法却鲜见报道. 本文首先介绍两种分别基于三角
函数变换、约束算子截断来处理控制变量路径约束

的方法, 然后新提出一种基于光滑化的二次罚函数
方法. 最后使用控制变量参数化 (Control variable
parameterization, CVP) 策略对最终获得的、不再
含控制变量路径约束的动态优化问题求解. 在实例
测试中展示了这三种方法各自的特点, 以及所提出
的光滑化罚函数方法的优点.

1 带控制变量路径约束的动态优化问题描述

动态优化就是对动态过程模型中的操作变量实
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施控制, 使性能指标达到最优. 在动态优化问题
中, 动态模型往往是由一系列常微分方程 (Ordinary
differential equations, ODE)或微分代数方程 (Dif-
ferential and algebraic equations, DAE) 共同组成
的微分代数方程组, 并作为优化目标的约束条件而
存在. Pantelides[13] 指出高阶 DAE 方程组都可以
通过降阶变为一阶 DAE 方程组, 而一阶 DAE 方程
组与 ODE 方程组可以等价转换. 最终得到带路径
约束 (包括关于控制变量和状态变量) 的一阶动态优
化问题的数学模型 (问题 1) 如下:

min J = Φ[xxx(tf ), tf ] +
∫ tf

t0

L[xxx(t),uuu(t), t]dt

s.t. ẋxx(t) = fff [xxx(t),uuu(t), t]

xxx(t0) = xxx0

aaa(t) ≤ uuu(t) ≤ bbb(t)

ϕϕϕ[xxx(t), t] ≤ 0

t ∈ [t0, tf ]

其中, 目标函数 J 由终端时刻 tf 的性能泛函

Φ[xxx(tf ), tf ] 和固定时间段 t ∈ [t0, tf ] 内的性能泛
函

∫ tf

t0
L[xxx(t),uuu(t), t]dt 共同组成, xxx(t) ∈ Rn 是 n

维状态变量, xxx0 是状态变量 xxx(t) 在 t0 时刻的初始

值, uuu(t) ∈ Rr 是 r 维控制变量, fff 表示连续可微的

n 维向量函数, bbb(t) 和 aaa(t) 分别是控制变量路径约
束的上下界, 且满足 ai(t) ≤ bi(t) (i = 1, 2, · · ·, r),
ϕϕϕ ∈ Rq (q ≤ n) 表示状态变量不等式路径约束.

2 算法描述

2.1 三角函数变换法

三角函数变换法由张兵等[14] 提出. 该方法通过
引入中间变量 zzz(t) ∈ Rr 和三角函数代换, 将原来
的控制变量 uuu(t) 转化为关于中间变量 zzz(t) 的连续、
有界三角函数形式. 对于上下界分别为 bbb(t) 和 aaa(t)
的控制变量 uuu(t) , 按照下式进行转换:

ui(t) = 0.5[bi(t)− ai(t)]{sin[zi(t)] + 1}+
ai(t), i = 1, 2, · · ·, r (1)

注意 zzz(t) 与 uuu(t) 的不同在于 zzz(t) 的取值范围无限
制,优化时将 zzz(t)作为决策变量, 优化完成后再用最
优决策变量 zzz∗(t) 通过关系式 (1) 获得 uuu∗(t). 这样
就避开了关于控制变量 uuu(t) 的路径约束. 当 zzz(t) 超
出 [−π, π]时,容易发生振荡,不利于收敛. 因此需要
对相邻两点之间的步长加以限制, 使得在 t ∈ [t0, tf ]
内均满足:

∥∥∥z
(k+1)
i (t)− z

(k)
i (t)

∥∥∥ ≤ π

M
, i = 1, 2, · · ·, r (2)

其中, k 为迭代次数, M 为正整数, 且实测表明最佳
取值范围为M ∈ [5, 8].

三角函数变换法是一种有效的处理控制变量路

径约束的方法, 但无法处理状态变量的路径约束, 需
要和专门处理状态变量路径约束的方法结合使用.

2.2 约束算子法

如果控制变量受到的路径约束为 aaa(t) ≤ uuu(t) ≤
bbb(t), 其中 bbb(t) 和 aaa(t) 是关于 t 的函数并且满足

ai(t) ≤ bi (t) (i = 1, 2, · · ·, r), 则在 CVP 策略中可
以被离散化下列形式:

ai(tj) ≤ ui(tj) ≤ bi(tj), j = 1, 2, · · ·, N (3)

定义约束算子 ccc ∈ Rr, 迭代过程中对每次优化的结
果都进行如下约束:

ciui(tj) =





ai(tj), ui(tj) ≤ a(tj)
ui(tj), a(tj) < ui(tj) < b(tj)
bi(tj), ui(tj) ≥ b(tj)

(4)

该方法被称为约束算子法[15]. 约束算子法便于
程序实现, 计算量很小, 便于处理复杂的控制容许
集. 但该方法也只能用来处理控制变量的路径约束,
无法同时处理状态变量路径约束.

2.3 光滑化罚函数方法

基于惩罚函数的思想, 问题 1 可以表述成无约
束形式 (问题 2):

Ĵ = J + ρ

∫ tf

t0

q∑
i=1

max {0, ϕi[xxx(t), t]}2dt+

ρ

∫ tf

t0

r∑
i=1

max{0, ai(t)− ui(t)}2dt+

ρ

∫ tf

t0

r∑
i=1

max {0, ui(t)− bi(t)}2dt

(5)
其中 ρ 是惩罚因子, ρ

∫ tf

t0

∑q

k=1max{0, ϕi[xxx(t),uuu(t),
t]}2dt 是 对 状 态 变 量 路 径 约 束 的 惩 罚

项, ρ
∫ tf

t0

∑r

i=1 max{0, ai(t) − ui(t)}2dt 和

ρ
∫ tf

t0

∑r

i=1 max {0, ui(t)− bi(t)}2dt 是对控制变

量路径约束的惩罚项. 罚函数方法的原理是: 当
ρ → ∞ 时, 无约束问题 2 的目标函数值 Ĵ 将收敛

到原来带约束问题 1 的最优解 J∗.
用惩罚函数法求解带约束的动态优化问题, 最

大的难点在于非光滑的 max 运算符的处理[14]. 本
文引入一种max运算符号的光滑化处理方法[16]: 设
gi[xxx(t),uuu(t), t] 为路径约束 (gi 既可以是关于控制变

量的路径约束也可以是关于状态变量的路径约束),
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引进光滑化函数

φ(gi, α) =
1
2
(gi +

√
g2

i + α) (6)

它具有 limα→0+ φ(gi, α) ≈ max{0, gi[xxx(t),uuu(t), t]}
的良好性质. 所以, 当 α → 0+ 时得到 Ĵ 的光滑化

表达式为

J = J + ρ

∫ tf

t0

q+2r∑
i=1

φ(gi, α)2dt ≈ Ĵ (7)

CVP 是求解动态优化问题的一种重要策略, 在
该策略中, 控制变量 uuu(t) 被离散为 N 段 (称为控
制参数, 记作 uuu ∈ RrN), 而状态变量仍保持连续形
式. CVP 策略中包括两个主要步骤: 当状态变量
xxx(k)(t) 已知时, 可以通过数值优化方法求得新的控
制参数 uuu(k+1); 当控制参数更新为 uuu(k+1) 时, 又可
以通过解 ODE 方程组或 DAE 方程组获得新的状
态变量 xxx(k+1)(t). 交替执行这两个主要步骤最终可
以获得最优控制变量 uuu∗(t) 的近似离散值 uuu∗. 关于
CVP 策略的原理和实现步骤请参考 Vassiliadis[17].
利用 CVP 策略对问题 1 中的控制变量进行离

散化, 得到问题 3:

min J = Φ[xxx(tf ), tf ] +
∫ tf

t0

L[xxx(t),uuu, t]dt

s.t. ẋxx(t) = f [xxx(t),uuu, t]

xxx(t0) = xxx0

aaa(tj) ≤ uuuj ≤ bbb(tj)

ϕϕϕ[xxx(t), t] ≤ 0

t ∈ [t0, tf ]

根据式 (5) 中的二次惩罚函数法将关于控制变
量和状态变量的路径约束增广到目标函数, 则问题 3
可以化为问题 4:

min Ĵ = J + ρ

∫ tf

t0

q∑
i=1

max {0, ϕi[xxx(t), t]}2dt+

ρ

∫ tf

t0

r∑
i=1

max{0, ai(t)− ui}2dt+

ρ

∫ tf

t0

r∑
i=1

max {0, ui − bi(t)}2dt

s.t. ẋxx(t) = fff [xxx(t),uuu, t]
xxx(t0) = xxx0

t ∈ [t0, tf ]

再根据式 (6) 对问题 4 的目标函数进行光滑化

处理, 进一步得到问题 5:

min J̄ = J + ρ

∫ tf

t0

q+2r∑
i=1

φi
2dt ≈ Ĵ

s.t. ẋxx(t) = fff [xxx(t),uuu, t]

xxx(t0) = xxx0

t ∈ [t0, tf ]

其中, φi = φ{gi[xxx(t),uuu, t], α}. 值得注意的是: 1)
问题 5 中不再含有路径约束; 2) 所有约束实质上构
成关于 xxx(t) 的 ODE 方程组, 而目标函数则是关于
控制参数 uuu、惩罚因子 ρ 以及光滑化因子 α 的数学

规划问题, 可以直接利用 CVP 策略求解.
将问题 4 的解记作 ūuu∗, 由于问题 4 的目标函数

是对问题 3 目标函数的近似, 所以 ūuu∗ 也是对 uuu∗ 的
近似, 其近似程度与惩罚因子 ρ 以及光滑化因子 α

有关. 下面证明 ūuu∗ 与 uuu∗ 的误差关系并给出 ρ 和 α

的一种有效更新方式.
定义 1. 对于问题 3, 如果控制参数 uuuα 满足

gi[uuuα, x(uuuα, t), t] ≤ α, i = 1, 2, · · · , q+2r (8)

则称 uuuα 是问题 3 的 α- 可行解.
定理 1. 设 α > 0, 对于光滑化函数

φ{gi[xxx(t),uuu, t], α} 则有
0 < φ{gi[xxx(t),uuu, t], α}2−

max {gi[xxx(t),uuu, t], 0}2 < 2α2
(9)

证明.

φ{gi[xxx(t),uuu, t], α}2 −max {gi[xxx(t),uuu, t], 0}2 =

φ{gi[xxx(t),uuu, t], α}2−{
0, gi[xxx(t),uuu, t] < 0
gi[xxx(t),uuu, t]2, gi[xxx(t),uuu, t] ≥ 0

=





1
2
gi[xxx(t),uuu, t]2 + 1

2
gi[xxx(t),uuu, t]×√

gi[xxx(t),uuu, t]2 + 4α2 + α2, gi[xxx(t),uuu, t] < 0
1
2
gi[xxx(t),uuu, t]2 + 1

2
gi[xxx(t),uuu, t]×√

gi[xxx(t),uuu, t]2 + 4α2 + α2, gi[xxx(t),uuu, t] ≥ 0

当 gi[xxx(t),uuu, t] < 0 且 α > 0 时, 可得:

1
2
gi[xxx(t),uuu, t]2+ 1

2
gi[xxx(t),uuu, t]

√
gi[xxx(t),uuu, t]2+4α2+α2 >

1
2
gi[xxx(t),uuu, t]2 + 1

2
gi[xxx(t),uuu, t]

√
gi[xxx(t),uuu, t]2 = 0

当 gi[xxx(t),uuu, t] ≥ 0 且 α > 0 时, 可得:

− 1
2
gi[xxx(t),uuu, t]2+ 1

2
gi[xxx(t),uuu, t]

√
gi[xxx(t),uuu, t]2+4α2+α2 >

− 1
2
gi[xxx(t),uuu, t]2 + 1

2
gi[xxx(t),uuu, t]

√
gi[xxx(t),uuu, t]2 = 0
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因此:
φ{gi[xxx(t),uuu, t], α}2 − max {gi[xxx(t),uuu, t], 0}2 >

0 ¤
另一方面, 当 gi[xxx(t),uuu, t] < 0 且 α > 0 时,

1
2
gi[xxx(t),uuu, t]2+ 1

2
gi[xxx(t),uuu, t]

√
gi[xxx(t),uuu, t]2 + 4α2+

α2 < 2α2 可等价表示为

gi[xxx(t),uuu, t]2 < 2α2 − gi[xxx(t),uuu, t]

√
gi[xxx(t),uuu, t]2 + 4α2

由于 2α2 − gi[xxx(t),uuu, t]
√

gi[xxx(t),uuu, t]2 + 4α2 > 0,
不等号两边同时平方, 得到:

0 < α2 + gi[xxx(t),uuu, t]2 − gi[xxx(t),uuu, t]×
√

gi[xxx(t),uuu, t]2 + 4α2

容易验证上式恒成立; 当 gi[xxx(t),uuu, t] ≥ 0 且 α > 0
时, 可等价表示为

gi[xxx(t),uuu, t]
√

gi[xxx(t),uuu, t]2 + 4α2 <

2α2 + gi[xxx(t),uuu, t]2

由于 2α2 + gi[xxx(t),uuu, t]2 > 0, 容易验证上式也恒成
立; 因此:
φ{gi[xxx(t),uuu, t], α}2 −max {gi[xxx(t),uuu, t], 0}2 < 2α2

¤
定理 2. 设 ρ > 0, 且 α > 0 对于光滑化函数

φ{gi[xxx(t),uuu, t], α} 则有
0 < J̄(uuu, ρ, α)− Ĵ(uuu, ρ) < 2ρ(q+2r)α2(tf − t0)

(10)
证明. 根据定理 1, 如果 α > 0, 则有:

0 < φ{gi[xxx(t),uuu, t], α}2−
max {gi[xxx(t),uuu, t], 0}2 < 2α2

对下标 i 求和, 得到:

0 <
q+2r∑
i=1

φ{gi[xxx(t),uuu, t], α}2−
q+2r∑
i=1

max{gi[xxx(t),uuu, t], t], 0}2 < 2(q+2r)α2

由于 ρ > 0, 可以进一步得到:

0 < ρ

∫ tf

t0

q+2r∑
i=1

φ{gi[xxx(t),uuu, t], α}2dt−

ρ

∫ tf

t0

q+2r∑
i=1

max{gi[xxx(t),uuu, t], t], 0}2dt <

2ρ(q+2r)α2(tf − t0)

上式可以等价写为

0 < J̄(uuu, ρ, α)− Ĵ(uuu, ρ) < 2ρ(q+2r)α2(tf − t0)

¤
定理 3. 设 uuu∗ 是问题 3 的解, ūuu∗ 是问题 5 的

解, 则

0 < J̄(ūuu∗, ρ, α)− Ĵ(uuu∗, ρ) < 2ρ(q+2r)α2(tf − t0)
(11)

证明. 根据定理 2, 可知:

0 < J̄(ūuu∗, ρ, α)− Ĵ(ūuu∗, ρ) < 2ρ(q+2r)α2(tf − t0)

以及

0 < J̄(uuu∗, ρ, α)− Ĵ(uuu∗, ρ) < 2ρ(q+2r)α2(tf − t0)

由于 uuu∗ 是问题 3 的解, 可得:

J̄(ūuu∗, ρ, α)− Ĵ(ūuu∗, ρ) ≤ J̄(ūuu∗, ρ, α)− Ĵ(uuu∗, ρ)

ūuu∗ 是问题 5 的解, 可得:

J̄(ūuu∗, ρ, α)− Ĵ(uuu∗, ρ) ≤ J̄(uuu∗, ρ, α)− Ĵ(uuu∗, ρ)

联立以上两式可得:

0 < J̄(ūuu∗, ρ, α)− Ĵ(ūuu∗, ρ) ≤
J̄(ūuu∗, ρ, α)− Ĵ1(uuu∗, ρ) ≤
J̄(uuu∗, ρ, α)− Ĵ(uuu∗, ρ) <

2ρ(q+2r)α2(tf − t0)

因此:

0 < J̄(ūuu∗, ρ, α)− Ĵ(uuu∗, ρ) < 2ρ(q+2r)α2(tf − t0)

¤
定理 4. 设 uuu∗ 是问题 3 的解, ūuu∗ 是问题 5 的

解, 进一步, 设 uuu∗ 是问题 3 的 α- 可行解且 ūuu∗ 是问
题 3 的 α- 可行解, 则有:

− 3 +
√

5
2

ρ(q+2r)α2(tf − t0) < J(ūuu∗)− J(uuu∗) <

2ρ(q+2r)α2(tf − t0) (12)

证明. 由于 uuu∗ 是 3 的可行解, 可知:

q+2r∑
i=1

max {gi[xxx(u∗,t),uuu, t], 0}2 = 0

又由于 ūuu∗ 是问题 3 的 α- 可行解, 从式 (6) 和式 (8)
可知:

0 < φ{gi[x(ūuu∗, t), ūuu∗, t], α}2 ≤ 3 +
√

5
2

α2
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因此有:

0 < ρ

∫ tf

t0

q+2r∑
i=1

φ{gi[x(ūuu∗, t), ūuu∗, t], α}2dt ≤
3+
√

5
2

ρ(q+2r)α2(tf − t0)

从定理 3 可知:

0 < J(ūuu∗) + ρ

∫ tf

t0

q+2r∑
i=1

φ{gi[x(ūuu∗, t), ūuu∗, t], α}2dt−

J(uuu∗)− ρ

∫ tf

t0

q+2r∑
i=1

max {gi[x(uuu∗, t),uuu∗, t], 0}2dt <

2ρ(q+2r)α2(tf − t0)

所以有:

− 3+
√

5
2

ρ(q+2r)α2(tf − t0) < J(ūuu∗)− J(uuu∗) <

2ρ(q+2r)α2(tf − t0)

¤
定理 3 说明: 当 ρ(q+2r)α2(tf − t0) 足够小时,

将问题 5 的解 ūuu∗(通过 CVP 策略可以求得) 代入问
题 4, 将使得问题 4 和问题 5 的目标函数值近似相
等. 定理 4 说明: 当 ρ(q+2r)α2(tf − t0) 足够小且
ūuu∗ 是问题 3 的 α- 可行解时, 问题 3 和 5 的目标函
数值近似相等.

Fiacco 等已经证明[15], 可以通过逐渐增加 ρ

值的方式求解一系列问题 4, 使获得的 ūuu∗ 逐渐成
为问题 3 的可行解. 根据定理 3 进一步可知, 当
ρ(q+2r)α2(tf − t0) 足够小时, 通过逐渐增加 ρ 值

的方式求解一系列问题 5, 获得的 ūuu∗ 也将逐渐逼近
wenti 3 的可行解.

由以上分析, 可以导出光滑化二次罚函数法的
实现结构, 如图 1 所示, 其中 k 是循环次数.

图 1 光滑罚函数方法的数值实现结构

Fig. 1 Implementation structure of the smoothed

penalty method

实际计算时, 设 J(ū∗) 和 J(u∗) 的容许误差为 ε, 且
循环过程中 ρ 的增大系数 ρ 和 α 的缩小系数 d 满足

cd =1 的关系, 根据式 (12) 可知: 当光滑化因子按
照式 (13) 更新时, 最终将满足 |J(ūuu∗)− J(uuu∗)| ≤ ε.

α(k) =

√
2ε

(3 +
√

5)ρ(k)(q + 2r)(tf − t0)
(13)

光滑化罚函数方法可以同时处理多个控制变量

和状态变量的路径约束, 适合大规模复杂动态优化
问题求解. 但这种方法也有缺点: 需要更新惩罚因
子和光滑化因子, 并求解一系列的问题 5, 所以耗时
相对较多.

3 实例测试

本文采用的 CVP 策略中, 控制变量 uuu(t) 的离
散化段数为 100 (即 N = 100), 使用带预测校正的
4 步 4 阶 Adams 法求解状态微分方程组, 使用共轭
梯度法求解关于控制参数的优化问题.

3.1 一个有解析解的实例

问题 6 的数学模型如下:

min J =
∫ 1

0

[x(t)− 1
2
u(t)]dt

s.t. ẋ(t) = −x(t) + u(t)
x(0) = 1.0
|u(t)| ≤ 1.0
t ∈ [0, 1]

许多最优控制类书籍都给出了其理论解, 但无
数值解. 问题 6 的理论最优目标函数值保留六位有
效数字后为 J∗ = 0.457388, 对应的最优控制策略为

u∗(t) =

{
−1, 0 ≤ t ≤ ln e

2

1, ln e
2
≤ t ≤ 1

(其中 ln e
2
≈ 0.3)

用离散段数为 N = 100、误差容限为 ε = 10−6

的 CVP 策略求解, 采用三角函数变换法对控制变
量的路径约束 |u(t)| ≤ 1.0 进行处理, 得到的最优
目标函数值 J∗ = 0.457474, 精确到了千分位. 相
应的最优控制轨迹和最优状态轨迹分别如图 2 (a)
和图 2 (b) 所示. 从图 2 (a) 可以看出, 控制变量在
t ∈ [0, 1] 内很好地满足了路径约束, 但在 t = ln e

2

时刻, 控制变量的跳变过程并非瞬时完成, 而是需要
一小段过渡时间. 此外, 如果跳变过程以 t = ln e

2
为

对称中心, 其两端的控制曲线也不完全对称.
用离散段数为 N = 100、误差容限为 ε = 10−6

的 CVP 策略求解, 其中对控制变量的路径约束
|u(t)| ≤ 1.0 采用约束算子法进行处理, 得到的最
优目标函数值 J∗ = 0.457389, 精度提高到了十万
分位. 相应的最优控制轨迹和最优状态轨迹分别如
图 3 (a) 和图 3 (b) 所示. 从图 3 (a) 可以看出, 控
制变量在内很好地满足了路径约束 |u(t)| ≤ 1.0. 在
t = ln e

2
时刻, 控制变量的跳变过程比较匀称, 需要

的过渡时间也比图 2(a) 更短.
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图 2 问题 6, 第 2.1 节方法

Fig. 2 Problem 6, Method in Section 2.1

采用光滑罚函数方法进行处理, 得到的目标函
数表达式为

J = J + ρ

∫ tf

t0

φ{[u(t)− 1], α}2dt+

ρ

∫ tf

t0

φ{−[u(t)− 1], α}2dt

(14)

用离散段数为 N = 100、误差容限为 ε = 10−6 的

CVP 策略求解, 初始惩罚因子设置为 ρ(0) = 0.1, 增
大系数为 c = 5. 当惩罚因子 ρ = 312.5, 光滑化
因子 α = 10−8 时算法停止, 得到的最优目标函数
值 J∗ = 0.458111. 图 4 和图 5 显示了当惩罚因子
ρ = 312.5 时, 最优控制轨迹和最优状态轨迹随光
滑化因子 α 变化的情况. 从图 3 (a) 可以看出, 当
算法停止时, 控制变量在 t ∈ [0, 1] 内满足路径约束
|u(t)| ≤ 1.0. 在 t = ln e

2
时刻, 控制变量的跳变过程

非常匀称, 但需要较长的过渡时间.
表 1 列出了在 AMD Turion64/1G DDR2 计

算平台上, 分别用三种控制变量路径约束的处理方

法处理问题 5 得到的结果. 其中过渡时间指 u∗(t) 的
值从 −1 变化到 1 所需的时间 (在 N = 100 时精确
到 0.025 s).

图 3 问题 6, 第 2.2 节方法

Fig. 3 Problem 6, Method in Section 2.2

表 1 问题 6 的求解结果对比

Table 1 The comparison results of Problem 6

控制约束处理方法 过渡时间 (s) 目标函数值 时间消耗 (s)

三角函数变换法 0.1 (0.025× 4) 0.457474 0.06

约束算子法 0.05 (0.025× 2) 0.457389 0.03

光滑化罚函数法 0.075 (0.025× 3) 0.457615 0.56

3.2 间歇反应饱和度控制问题

管式间歇反应器中发生并行反应: A → B 和 A

→ C, 反应速率分别为 k1、k2, B 是目标产物, C 是

副产物, 目标是控制饱和度使得产物 B 在最终时刻
的产量最大. 用 x1(t)、x2(t) 分别表示 A、B 的浓度

分率, u(t) 表示饱和度, 即控制变量, u(t) = k1L/v

(L 为反应器长度, v 为阻塞流率), 该过程为问题 7,
可描述为
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图 4 控制曲线的惩罚过程 (问题 6, 第 2.3 节方法)

Fig. 4 The penalty process of control profile (Problem 6, Method in Section 2.3)

图 5 状态曲线的惩罚过程 (问题 6, 第 2.3 节方法)

Fig. 5 The penalty process of state profile (Problem 6, Method in Section 2.3)
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图 6 控制曲线的惩罚过程 (问题 7, 第 2.3 节方法)

Fig. 6 The penalty process of control profile (Problem 7, Method in Section 2.3)

max x2(tf )

s.t. ẋ1(t) = −[u(t) +
u2(t)

2
]x1(t)

ẋ2(t) = u(t)x1(t)

x1(0) = 1.0

x2(0) = 0.0

0.0 ≤ u(t) ≤ 5.0

x1(t) ≥ 0.2

t ∈ [0, 1]

这是一个既包含控制变量路径约束又包含状态

变量路径约束的动态优化问题, 只能用本文所述三
种方法中的光滑化罚函数法求解, 得到的目标函数

表达式为

J =J + ρ

∫ tf

t0

φ{[u(t)− 5], α}2dt+

ρ

∫ tf

t0

φ{−u(t), α}2dt+

ρ

∫ tf

t0

φ{[−x1(t) + 0.2], α}2dt (15)

仍然采用离散段数为 N = 100、误差容限为
ε = 10−6 的 CVP 策略求解, 初始惩罚因子设置
为 ρ(0) = 1, 增大系数为 c = 10. 当惩罚因子
ρ = 100 000, 光滑化因子 α = 3.5682 × 10−8 时

算法停止, 得到的最优目标函数值 J∗ = 0.536243.
图 6 和图 7 显示了控制轨迹和状态轨迹随惩罚

因子和光滑化因子变化的情况. 当算法停止时, 从
图 6 可以看出, 控制变量在 t ∈ [0, 1] 内满足路径约
束 0.0 ≤ u(t) ≤ 5.0; 从图 7 可以看出, 控制变量在
t ∈ [0, 1] 内满足路径约束 x1(t) ≥ 0.2.
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图 7 状态曲线的惩罚过程 (问题 7, 第 2.3 节方法)

Fig. 7 The penalty process of state profile (Problem 7, Method in Section 2.3)

由于计算机平台、控制变量参数化策略中的子

算法和离散段数不同, 优化过程的消耗时间并不能
作为比较算法优劣的依据, 只列出作为参考, 但仍
然能体现优化过程是高效的. 表 2 列出了 Bloss &
Biegler[10] 以及本文对问题 6 的求解结果. 可以看
出, 0.5400 是目前文献中的最优值, 而本文用光滑罚
函数方法获得的最优目标函数值与之也很接近.

表 2 问题 7 的求解结果对比

Table 2 The comparison results of Problem 7

研究者 约束处理方法 目标函数值时间消耗 (s)

Bloss & Biegler 外点罚函数法 0.5362 5.3

Bloss & Biegler Kreisselmeier-Steinhauser 0.5400* 17.5

本本本文文文 (N = 100) 光光光滑滑滑化化化罚罚罚函函函数数数法法法 0.536243 2.32

4 结论

本文介绍了三角函数变换、约束算子、光滑化罚

函数这三种处理动态优化问题中控制变量路径约束

的方法. 其中三角函数变换法、约束算子法较为简
单, 但仅能处理关于控制变量的路径约束; 光滑化罚
函数法能处理同时包含关于控制变量和状态变量路

径约束的动态优化问题, 但需要一定时间得到高精

度结果. 对于问题 6, 在相同的 CVP 策略下由光滑
化罚函数法获得的目标函数值 0.457615最接近理论
值; 对于问题 7— 间歇式管式反应器的饱和度控制

问题, 利用光滑罚函数法同时处理关于控制变量和
状态变量的路径约束, 获得的最优目标值 0.536243
同样与目前文献中的最优值 0.5400 非常接近, 说明
了该方法的有效性, 及其在使用范围上的优越性.
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