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基于高斯和近似的扩展切片高斯混合滤波器及其在

多径估计中的应用

陈 杰 1 程 兰 2 甘明刚 1

摘 要 全球卫星导航系统 (Global navigation satellite system, GNSS) 信号的多径估计问题实际上是条件线性状态空间模

型下的状态估计问题. 根据高斯和理论提出了适用于非高斯噪声环境的扩展切片高斯混合滤波 (Extension of sliced Gaussian

mixture filter, ESGMF) 算法. 该算法将非高斯噪声的状态概率密度函数 (Probability density function, PDF) 表示为高斯和

的形式, 将 ESGMF 通过一组并行的切片高斯混合滤波器 (Sliced Gaussian mixture filter, SGMF) 来实现. 同时, 在 ESGMF

算法中利用粒子滤波 (Particle filter, PF) 中重采样的思想对成指数增加的状态预测 PDF 的高斯混合个体进行约简, 以提高

贝叶斯推理的效率. 该算法可以获得非高斯噪声下状态 PDF 的迭代解析表达式. 最后, 将 ESGMF 应用于 GPS 多径参数估

计, 仿真结果表明, ESGMF 算法的估计精度优于基于 PF 和扩展卡尔曼滤波 (Extended Kalman filter, EKF) 的算法.
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Abstract The multipath estimation of global navigation satellite system (GNSS) signal is actually the state estimation

of nonlinear/non-Gaussian systems. The extension of sliced Gaussian mixture filter (ESGMF) based on Gaussian sum

approximation is proposed for the state estimation of nonlinear/non-Gaussian state space, and the probability density

function (PDF) expression of states is derived recursively for a time varying system. Resampling is applied to the prediction

PDF to reduce the complexity of Bayesian inference. The simulation result of multipath estimation with ESGMF shows

that the ESGMF algorithm performs better in accuracy than the algorithms based on particle filter (PF) and extended

Kalman filter (EKF).
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状态估计[1] 在很多领域具有广泛的应用, 如监
测、督管和定位[2]. 对于时变系统而言, 迭代的估计
方法是非常有用的[3−4], 而卡尔曼滤波器是线性高
斯噪声系统的最优迭代估计器[5]. 对于非线性高斯
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噪声系统的状态估计, 研究者提出了扩展卡尔曼滤
波器 (Extended Kalman filter, EKF). 对于非线性
非高斯系统, 基于 EKF 的高斯和滤波器 (Gaussian
sum filter, GSF) 可实现状态估计[6−8]. 在 GSF 中,
利用测量序列, 根据高斯和近似理论以及贝叶斯准
则来更新状态的概率密度函数 (Probability density
function, PDF)[9]. 然而, 当系统的非线性程度较高
时, GSF 的性能会显著降低[10].
对于非线性非高斯系统, 粒子滤波 (Particle

filter, PF) 是另外一种状态估计方法[11]. 然而, 与
GSF 一样, PF 不能通过确定方式得到状态 PDF
的迭代解析表达式. 而且 PF 存在样本退化和枯竭
的问题. 为了克服这些问题, 研究者提出了改进 PF
算法[7, 11−12]. 然而, PF 算法的计算复杂度随着状态
维数的增加而显著增加[13]. 对包含有线性子结构的
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非线性系统, 边缘 PF 可有效地降低算法的复杂度.
PF 算法的共同缺点是不能得到状态 PDF 的迭代解
析表达式[14].
为了在具有线性子结构的非线性系统中得到状

态的迭代解析 PDF 表达式, Klumpp 等提出了切
片高斯混合滤波 (Sliced Gaussian mixture filter,
SGMF) 算法[5], 该算法将非线性子状态的 PDF 用
混合的 Dirac 函数表示, 将线性子状态的 PDF 用混
合的高斯函数表示. SGMF 算法在文献 [15] 中用于
协同的无源目标跟踪, 但该应用的前提是系统中只
存在高斯噪声.
多径干扰是高精度定位系统 (如差分全球卫

星导航系统 (Global navigation satellite system,
GNSS)) 的主要误差源[16]. 多径估计延迟锁定环
(Multipath estimation delay lock loop, MEDLL)
利用极大似然估计理论估计多径以抑制其影响.
MEDLL 实现了从传统延迟锁定环到数字延迟锁定
环的转变, 是实现数字延迟锁定环的第一次尝试[17].
此后, 形式各异的多径估计方法被用于多径抑制, 如
极大似然估计器、EKF 估计器[18]. 然而, 这些方法
多数只适用于高斯噪声环境, 在非高斯噪声环境下
其估计性能会显著降低. 以 PF 算法为原型的方法
被用于非高斯噪声环境下的多径估计[14, 18−19], 但时
变系统的维数较高时, 这类算法的计算复杂度会显
著增加.

根据高斯和近似理论, 本文提出了适用于非高
斯噪声环境的扩展切片高斯混合滤波 (Extension of
sliced Gaussian mixture filter, ESGMF) 算法. 该
算法将噪声 PDF 近似为高斯函数加权和的形式后,
即可将 SGMF 算法扩展到非高斯噪声环境下. 同
时, 将 PF 的重采样思想应用于高斯混合个体的约
简, 目的是提高贝叶斯推理的有效性. ESGMF 算法
解决了非高斯噪声下的多径估计问题, 且其估计精
度高于已有的算法.
本文结构组织如下: 第 1 节描述 GNSS 系统的

多径估计问题; 第 2 节介绍了 SGMF 算法; 第 3 节
提出了 ESGMF 算法, 阐述了 ESGMF 的主要思想,
并推导了状态 PDF 的迭代解析表达式; 第 4 节讨论
了 ESGMF 算法的实现过程; 第 5 节将 ESGMF 算
法用于多径估计; 第 6 节得出结论.

1 问题描述

图 1 是 GNSS 的信号跟踪结构. 与本地载波
混频后, 接收信号 r(k) 与本地产生 C/A 码的向量
ccc (k − τ̂0 − di) = [c (k − τ̂0 − d1), · · · , c (k − τ̂0 −
dN)]T 进行相关运算, 其中, di (i = 1, · · · , N) 是第
i 路本地码与即时码的相关器间距, N 是相关器数
目; 相关器输出向量 yyyk 用于估计多径参数向量 AAAk

和 τττk; 经过后续处理后, 如多径重构、多径消除, 得
到期望信号的时间延迟估计 τ̂0, 用于控制本地伪码
发生器, 调整本地产生的即时码 c (k − τ̂0), 使之与
接收信号 r(k) 的伪码同步.

在多径环境下接收到的 GNSS 信号可以表示为
(M + 1) 个路径的模型, 即一路直接信号与M 路多
径信号之和, 附加噪声信号 n(t)[20]. 不考虑低通滤
波器的影响[21−23], 图 1 中即时支路的相关器输出表
示为

yk(Ak,0, Ak,i, εk, τk,i) =

Ak,0R (εk) +
M∑
i=1

Ak,iR (εk + τk,i) + nk (1)

其中, Ak,0 和 Ak,i 是 k 时刻直接信号与第 i 路
多径信号的复合幅度; R(ε) 是理想自相关函数;
εk = τ̂k,0 − τk,0, τ̂k,0 是 τk,0 的本地估计; τk,0 和
τk,i 分别是 k 时刻直接信号时间延迟与第 i 路多径
信号的相对时间延迟; nk 为 k 时刻的噪声. 通常,
nk 被认为是高斯噪声, 但有时并非如此, 如在室内
和室外环境下的无线通信中经常遇到的脉冲信号,
这种信号的 PDF 可以近似为有限个高斯个体的混
合形式[24−26].

图 1 信号跟踪结构

Fig. 1 Structure of signal tracking

从式 (1)可以看出,相关器输出向量 yyyk = [yk×
(Ak,0, Ak,i, ε, τk,i, d1), yk(Ak,0, Ak,i, ε, τk,i,
d2), · · · , yk(Ak,0, Ak,i, ε, τk,i, dN)]T 关于幅度向
量AAAk =[Ak,0, Ak,1, · · · , Ak,M ]T 是条件线性的, 即
给定时间延迟向量 τττk = [εk,0, τk,1, · · · , τk,M ]T 时,
yyyk(·) 关于AAAk 是线性的. 所以AAAk 和 τττk 的估计问题
可以转化为包含线性子结构的非线性系统模型的状
态估计问题. 因此, 本文重点考虑混合线性/非线性
系统[5]:

{
xxxl

k+1 = F l
k (xxxn

k)xxxl
k + Bl

k (xxxn
k)uuuk + wwwl

k

xxxn
k+1 = F n

k (xxxn
k) + wwwn

k

(2)

yyyk = Hk (xxxn
k)xxxl

k + hk (xxxn
k) + vvvk (3)

其中, xxxl
k ∈ Rl 和 xxxn

k ∈ Rr 分别表示线性状态子向
量和非线性子状态向量; F l

k(·) 和 F n
k (·) 分别是线性

子空间和非线性子空间的系统矩阵, 二者都依赖于
非线性子状态向量 xxxn

k ; Bl
k(·) 表示状态空间模型的

非线性部分; uuuk 是输入; wwwl
k
和 wwwn

k
分别表示相互

独立的系统噪声, 其 PDF 分别为 p(wwwl
k) 和 p(wwwn

k);
Hk(·) 是测量矩阵, 也依赖于非线性子状态向量 xxxn

k ,
hk(·) 是测量模型中的非线性部分; vvvk 是测量噪声,
PDF 为 p(vvvk). 本文的目的是得到 k 时刻状态 xxxk

的 PDFp(xxxk) 的准确估计. 对于具有状态空间模型
的系统而言, 估计问题可以通过预测和滤波来完成.
在 k + 1 时刻, 预测 PDFpP(xxxk+1) 可以通过下
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式来计算:

pP (xxxk+1) =
∫

pt (xxxk+1|xxxk)pe (xxxk) dxxxk (4)

其中, pe(xxxk) 是 xxxk 的估计 PDF, pt(xxxk+1|xxxk) 是依
赖于状态空间模型的状态转移 PDF.
估计 PDFpe(xxxk) 可以通过式 (5) 来计算:

pe (xxxk) = c · pL (yyyk|xxxk) pP (xxxk) (5)

其中, pL (yyyk|xxxk) 是似然函数, 似然函数可以认
为是对于状态 xxxk 出现测量值 yyyk 的条件概率.
c = 1/

∫
pL (yyyk|xxxk) pP (xxxk) dxxxk 是常数.

除非是在线性高斯噪声情况下, 通常不能获得
式 (4) 和式 (5) 的解析表达式. 所以, 在非线性非高
斯情况下得到 PDFp(xxxk) 需要必要的近似处理.

2 SGMF

2.1 切片高斯混合表示

由于状态空间模型包含线性子结构, 为了更加
有效地计算式 (4) 和式 (5), 可以将全空间的估计问
题分解为线性子空间和非线性子空间的估计问题.

切片高斯混合 PDFp(xxxk) 将非线性子空间上的
状态 PDF 表示为 Dirac 混合的形式, 将线性子空间
上的状态 PDF 表示为高斯混合的形式[5].

p
(
xxxl

k,xxx
n
k

)
=

S∑
s=1

ωk,sδ
(
xxxn

k − ξξξn
k,s

)
p

(
xxxl

k

∣∣ξξξk,s

) (6)

其中, δ(·) 是 Dirac 函数, ωk,s 是 Dirac 函数的非负
权值, S 为切片的数目, ξξξn

k,s
∈ Rr 是每个切片的位

置. 通常, 由式 (6) 表示的切片高斯混合 PDF 可以
近似估计器中的任意 PDF[5].
将非线性子状态 xxxn

k 的边缘密度表示为 Dirac
函数加权和的形式, 即

p (xxxn
k) =

S∑
s=1

ωk,sδ
(
xxxn

k − ξξξn

k,s

)
,

S∑
s=1

ωk,s = 1 (7)

对于给定切片 ξξξn

k,s
, xxxl

k 的条件概率密度表示为

高斯混合的形式:

p
(
xxxl

k

∣∣ξξξk,s

)
=

Tk∑
t=1

υk,stN
(
xxxl

k −µµµl
k,st

, C l
k,st

)
(8)

其中,
∑Tk

t=1 υk,st = 1, υk,st,µµµ
l
k,st

∈ Rl 和 C l
k,st

∈
Rl×l 分别表示第 s 个切片的第 t 个个体的条件权
值、均值和方差, Tk 是 k 时刻高斯混合的个体数目.
N(µµµ, C) 是均值为 µµµ、方差为 C 的高斯分布. 需要
强调的是高斯个体的所有参数都是在给定切片位置
ξξξn

k,s
的条件下计算的[15].

2.2 SGMF原理

因为估计器中的任意 PDF 都可以用式 (6) 表
示, 所以 xxxk 的先验 PDF 和预测 PDF 都可以用这
种形式来表示. 因此, SGMF 可以通过迭代的方式
获得状态后验 PDF 的解析表达式, 主要处理步骤如
图 2 所示.

图 2 SGMF 处理步骤

Fig. 2 Processing steps of SGMF

在 SGMF 的处理过程中, 系统噪声 ωωωk 和过程
噪声 νννk+1 都是高斯噪声, 所以 SGMF 并不适用于
非高斯噪声环境.

3 ESGMF

3.1 ESGMF原理

ESGMF 将 SGMF 扩展到非高斯噪声下, 主要
处理步骤如图 3 所示.

图 3 ESGMF 处理步骤

Fig. 3 Processing steps of ESGMF

pnG(wwwk) 和 pnG(vvvk+1) 表示 p(wwwk) 和 p(vvvk+1) 为非
高斯概率密度, 即 ESGMF 中系统噪声和测量噪声
都为非高斯噪声. 为了得到非高斯噪声下状态后验
PDF 的解析表达式, 需要利用高斯和理论. 高斯和
理论认为任意 PDF都可以表示为高斯 PDF的加权
和, 即引理 1.

引理 1[6]. n 维向量 xxx 的密度函数 f(xxx) 可以近
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似为任意精度的加权高斯和, 即

f (xxx) =
L∑

i=1

aiN(µµµi, Bi) (9)

对于整数 L, 正标量值 αi, 有
∑L

i=1 ai = 1.
根据引理 1, 系统噪声和测量噪声的非高斯

PDF 都可以近似为高斯 PDF 加权和的形式, 故
而 ESGMF可以由一组并行的 SGMF来实现, 其中
预测、近似和滤波过程分别在第 3.2.1 节到第 3.2.3
节介绍.

3.2 状态概率密度表达式的推导

根据引理 1, 系统噪声和测量噪声可以表示为
式 (10) 和式 (11), 其中, λω

k,p
为系统噪声中高斯个

体的权值; (mmml
k,p, Q

l
k,p) 和 (mmmn

k,p, Q
n
k,p) 分别对应系

统高斯个体中线性部分和非线性部分的均值和方差.
λυ

k,q
、mmmυ

k,q 和 Rk,q 为测量噪声中高斯个体的权值、

均值和方差. P0 和 Q0 分别是系统噪声和测量噪声
PDF 的高斯个体数目.

根据状态转移模型 (2) 和测量模型 (3), 可以将
转移密度函数 pt (xxxk+1|xxxk) 和似然函数 pL (yyyk|xxxk)
表示为式 (12) 和式 (13).
假设初始状态 PDF 为式 (14), 其中, S 为切片

数目, T0 为初始时刻每个切片的高斯个体数目. k
时刻的状态估计 PDF 表示为式 (15), 其中, Tk 是 k

时刻每个切片的个体数目.
3.2.1 预测

用 p̃ (xxx) 表示 xxx 的真实 PDF, 用 p(xxx) 表示
xxx 的近似 PDF. 根据式 (4) 和多维正态分布函
数以及 Dirac 函数的性质, 可以得到 k + 1 时
刻的预测 PDF 如式 (16) 所示, 其中, ζζζpn

k+1,pst =
F n

k

(
ξξξen

k,s

)
+ mmmn

k,p, Qpn
k+1,pst = Qn

k,p, µµµpl
k+1,pst =

F l
k

(
ξξξen

k,s

)
µ̃µµel

k,st + Bl
k

(
ξξξen

k,s

)
uuuk + mmml

k,p, Qpl
k+1,pst =

F l
k

(
ξξξen

k,s

)
C̃el

k,st

(
F l

k

(
ξξξen

k,s

))T
+ Ql

k,p.
3.2.2 高斯混合的近似

可以看出, 预测之后状态的 PDF 由切片高斯
混合的形式变为高斯混合形式, 且高斯个体的数
目由 STk 变为 P0STk. 令 ωp

k+1,g = λω
k,p

ωe
k,sυ

e
k,st,

g = (p − 1)S + (s − 1)Tk + t, 则式 (16) 可以
表示为式 (17), 其中, Nk+1 = P0STk. 为了能够
使状态估计通过迭代的方式实现, 需要将高斯混
合形式的预测 PDF 重新近似为切片高斯混合形
式, 即将式 (17) 近似为式 (18), 其中, υpl

k+1,sg =
ωp

k+1,gN(ξξξpn
k+1,s−ζζζpn

k+1,g,Qpn
k+1,g)∑G

g=1 ωp
k+1,gN(ξξξpn

k+1,s−ζζζpn
k+1,g,Qpn

k+1,g)
, µµµpl

k+1,sg = µµµpl
k+1,g,

Qpl
k+1,sg = Qpl

k+1,g, ωpn
k+1,s 和 ξξξpn

k+1,s 可利用文献

[27] 提出的次最优方法来计算. 计算出所有切片
的权值和位置之后, 对切片权值进行归一化, 即
ωpn

k+1,s = ωpn
k+1,s/

∑S

s=1 ωpn
k+1,s.

p (wwwk) =
P0∑

p=1

λω
k,pN

([
wwwl

k −mmml
k,p

wwwn
k −mmmn

k,p

]
,

[
Ql

k,p 0
0 Qn

k,p

])
,

P0∑
p=1

λω
k,p = 1 (10)

p(vvvk) =
Q0∑
q=1

λυ
k,qN

(
vvvk −mmmυ

k,q, Rk,q

)
,

Q0∑
q=1

λυ
k,q = 1 (11)

pt (xxxk+1|xxxk) =
P0∑

p=1

λω
k,p

N

([
xxxl

k+1 − F l
k (xxxn

k)xxxl
k −Bl

k (xxxn
k)uuuk −mmml

k,p

xxxn
k+1 − F n

k (xxxn
k)−mmmn

k,p

]
,

[
Ql

k,p 0
0 Qn

k,p

])
(12)

pL (yyyk|xxxk) =
Q0∑
q=1

λυ
k,q

N
(
yyyk −Hk (xxxn

k)xxxl
k − hk (xxxn

k)−mmmυ
k,q

, Rk,q

)
(13)

pe
(
xxxl

0,xxx
n
0

)
=

S∑
s=1

T0∑
t=1

ωen
0,sυ

el
0,stδ

(
xxxn

0 − ξξξen

0,s

)
N

(
xxxl

0 − µ̃µµel
0,t, C̃

el
0,st

)
(14)

pe
(
xxxl

k,xxx
n
k

)
=

S∑
s=1

Tk∑
t=1

ωen
k,sυ

el
k,stδ

(
xxxn

k − ξξξen

k,s

)
N

(
xxxl

k − µ̃µµel
k,t, C̃

el
k,st

)
(15)

p̃P (xxxk+1) =
∫

pt (xxxk+1|xxxk) ·pe (xxxk) dxxxk =

P0∑
p=1

S∑
s=1

Tk∑
t=1

λω
k,p

ωen
k,sυ

el
k,stN

([
xxxl

k+1 −µµµpl
k+1,pst

xxxn
k+1 − ζζζpn

k+1,pst

]
,

[
Qpl

k+1,pst 0
0 Qpn

k+1,pst

])
(16)
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重新近似过程可以看作是非线性子状态的更
新过程, 在这个过程中线性子状态保持不变. 所
以重新近似过程中, 近似算法的性能直接决定非
线性子状态的估计精度. 同时, 预测后每个切片具
有相同的高斯个体数, 这是因为 µµµpl

k+1,sg = µµµpl
k+1,g,

Qpl
k+1,sg = Qpl

k+1,g, 这表明预测后的高斯个体数目决
定了近似后每个切片的高斯个体数目.
3.2.3 滤波

k + 1 时刻的状态估计 PDFpe(xxxk+1) 可以通过
滤波步来计算. 根据式 (5) 可以得到式 (19). 对式
(19) 中每个切片的高斯个体权值归一化可得:

υel
k+1,st =

γsgqυpl
k+1,sgλυ

k+1,q∑Nk+1
g=1

∑Q0
q=1 γsgqυpl

k+1,sgλυ
k+1,q

(t = (g − 1)Q0

+ q) 值得注意的是, 归一化是在每个切片下分别进
行的, 而不是对所有的个体权值进行归一化.
从式 (19) 的推导过程可以看出, 估计过程实际

上是在给定的非线性子状态下对线性子状态的更新
过程. 每个切片有Nk+1Q0 个相同的高斯个体, 对应
Nk+1Q0 个不同的权值. 所以式 (19) 可以重新表示
为式 (20), 其中 Tk+1 = Nk+1Q0.
至此,根据图 2完成了 k+1时刻状态后验PDF

的迭代解析表达式的推导, 而 k +1 时刻状态的估计
值由式 (21) 计算.

p̃P (xxxk+1) =
Nk+1∑
g=1

ωp
k+1,g

N

([
xxxl

k+1 −µµµpl
k+1,g

xxxn
k+1 − ζζζpn

k+1,g

]
,

[
Qpl

k+1,g 0
0 Qpn

k+1,g

])
(17)

pP (xxxk+1) =
S∑

s=1

Nk+1∑
g=1

ωpn
k+1,sυ

pl
k+1,sgδ

(
xxxn

k+1 − ξξξpn
k+1,s

)
N

(
xxxl

k+1 −µµµpl
k+1,sg, Q

pl
k+1,sg

)
(18)

pe(xxxk+1) = cpL(xxxk+1)pP(xxxk+1) =

c

Q0∑
q=1

λυ
k+1,qN(yyyk+1 −Hk+1(xxxn

k+1)xxx
l
k+1 − hk+1(xxxn

k+1)−mmmυ
k+1,q

, Rk+1,q)×

S∑
s=1

Nk+1∑
g=1

ωpn
k+1,sυ

pl
k+1,sgδ(xxx

n
k+1 − ξξξpn

k+1,s)N(xxxl
k+1 −µµµpl

k+1,g, Q
pl
k+1,sg) =

c

Q0∑
q=1

λυ
k+1,q

S∑
s=1

Nk+1∑
g=1

ωpn
k+1,sυ

pl
k+1,sgδ(xxx

n
k+1 − ξξξpn

k+1,s)×

N(yyyk+1 −Hk+1(xxxn
k+1)xxx

l
k+1 − hk+1(xxxn

k+1)−mmmυ
k+1,q

, Rk+1,q)N(xxxl
k+1 −µµµpl

k+1,sg, Q
pl
k+1,sg)︸ ︷︷ ︸

Conditionally linear dimension

=

c
S∑

s=1

ωpn
k+1,sδ(xxx

n
k+1 − ξξξpn

k+1,s)
Nk+1∑
g=1

Q0∑
q=1

γstqυ
pl
k+1,sgλ

υ
k+1,qN(xxxl

k+1 − µ̃µµel
k+1,sgq, C̃

el
k+1,sgq) =

c
S∑

s=1

ωen
k+1,sδ(xxx

n
k+1 − ξξξen

k+1,s)
Nk+1∑
g=1

Q0∑
q=1

γsgqυ
pl
k+1,sgλ

υ
k+1,qN(xxxl

k+1 − µ̃µµel
k+1,sgq, C̃

el
k+1,sgq) (19)

其中
ωen

k+1,s = ωpn
k+1,s,

ξξξen
k+1,s = ξξξpn

k+1,s,

γsgq = N

((
yyyk+1 −Hk+1

(
ξξξpn

k+1,s

)
µµµpl

k+1,sg

−hk+1

(
ξξξpn

k+1,s

)−mmmυ
k+1,q

)
, Rk+1,q + Hk+1

(
ξξξpn

k+1,s

)
Qpl

k+1,sg

(
Hk+1

(
ξξξpn

k+1,s

))T

)

Ksgq = Qpl
k+1,sg

(
Hk+1

(
ξξξpn

k+1,s

))T
(
Rk+1,q + Hk+1

(
ξξξpn

k+1,s

)
Qpl

k+1,sg

(
Hk+1

(
ξξξpn

k+1,s

))T
)

c =
1

S∑
s=1

Nk+1∑
g=1

Q0∑
q=1

ωen
k+1,sγsgqυ

pl
k+1,sgλ

υ
k+1,q
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从推导过程可以看出, 非线性子状态和线性子
状态可以分别进行估计; 非线性子状态的估计精确
度由将高斯混合近似为切片高斯混合的近似算法决
定; 线性子状态的估计精度由非线性子状态的估计
精度和卡尔曼滤波的精度共同决定, 这是因为卡尔
曼滤波是在给定非线性子状态下进行的.

4 ESGMF的的的实实实现现现

4.1 基于重采样的高斯混合约简

从式 (17) 可以看出, 在 k + 1 时刻, 预测 PDF
的高斯个体数目为 Nk+1 = P0STk. 预测 PDF 被重
新近似为切片高斯混合的形式之后, 有 S 个切片, 每
个切片有 Nk+1 个高斯个体. 同时, 由于非高斯测量
噪声也被建模为具有Q0 个个体的高斯和的形式, 这
样经过滤波之后, 后验 PDF 具有 S 个切片, 每个切
片有 Tk+1 = Nk+1Q0 个个体. 所以, 在 k + 2 时刻
预测后高斯混合个体数目增加到 Nk+2 = P0STk+1.
根据递推的方法可知, k 时刻预测后的高斯个体数

目为 Nk = (P0S)kQ
(k−1)
0 T0. 然而, 在实际应用中对

成指数增加的高斯个体进行处理是很困难的, 这也
增加了贝叶斯推理的复杂度. 所以, 应该限制高斯个
体的数目.
从式 (17) 可以看出, 个体的重要性是通过其权

值来体现的. 对于给定的预测 PDF, 只需要少数的
个体就可以近似整个预测 PDF. 通常, 认为权值大
的个体在近似过程中产生较大的作用. 这可以通过
式 (18) 来解释, 在式 (18) 中权值越大的的个体的
切片位置 ξξξpn

k+1,s 与高斯个体中非线性部分的均值
ζζζpn

k+1,g 之间的似然度越大, 其高斯个体对应的权值
也越大. 所以, 在实际应用中, 可以通过 G 个个体的
加权和来近似预测 PDF, 这样就剔除了权值较小的
个体. k + 1 时刻, 经过约简后的预测 PDF 表示为
式 (22), 其中 pPr (xxxk+1) 是约简后的预测 PDF. 显
然, 对于给定的误差代价函数, G 依赖于预测 PDF

的形状和权值 ωp
k+1,g. 假设在 k +1 时刻, 预测 PDF

可以通过 G 个高斯个体的加权和来近似. 在实际应
用中, 在每一时刻都保持个体数目恒定是很有利的.
本文利用粒子滤波中重采样的思想保持个体数目稳
定. 重采样可以剔除权值较小的个体, 保留权值大的
个体. 算法 1 给出了一种简单的重采样方法.
算法 1. 高斯混合约简子算法
1) 根据权值 ωp

k+1,g
对Nk+1 个体进行降序排列.

2) 保留前 G 个个体, 将 G 个权值和个体分别
记为 ωpr

k+1,g 和

N

([
xxxl

k+1 −µµµprl
k+1,g

xxxn
k+1 − ζζζprn

k+1,g

]
,

[
Qprl

k+1,g 0
0 Qprn

k+1,g

])

g = 1, · · · , G.
3) 定义权值阈值 ωthreshold

当 (min(ωpr

k+1,g < ωthreshold ))
for g = 1 到 G
根据 G 个个体的权值 ωpr

k+1,1, · · · , ωpr

k+1,G,
从 1, · · · , G 中选取 j. 令 {µµµprl

k+1,g, ζζζ
prn
k+1,g, Q

prl
k+1,g,

Qprn
k+1,g} = {µµµprl

k+1,j, ζζζ
prn
k+1,j, Q

prl
k+1,j, Q

prn
k+1,j}, ωpr

k+1,g =
1/G.

end for
end.
算法 1 中, 权值阈值 ωthreshold 依赖于期望的精

度, 即期望精度越高 ωthreshold 越小. 经过大量的仿
真结果发现当 ωthreshold < 0.05 时, 可以得到期望的
精度. 经过高斯混合约简后, 可以得到式 (23).

重采样可以平衡个体数目 G 和这些个体权值
之间的关系, 使计算量不会浪费在产生不重要的个
体上. 而且, 通过复制权值大的个体, 可以降低贝叶
斯推理的复杂度. 经过高斯混合约简, Nk 个高斯个
体由 G 个个体来近似, 这就保证了在每一时刻预测
PDF 的高斯个体数目保持不变.

pe(xxxk+1) =
S∑

s=1

ωen
k+1,sδ(xxx

n
k+1 − ξξξen

k+1,s)
Tk+1∑
t=1

υel
k+1,stN(xxxl

k+1 − µ̃µµel
k+1,st, C̃

el
k+1,st) (20)

xxxn
k+1 =

S∑
s=1

ωen
k+1,sξξξ

en
k+1,s, xxxl

k+1 =
S∑

s=1

ωen
k+1,s

Tk+1∑
t=1

υel
k+1,stµ̃µµ

el
k+1,st (21)

pPr(xxxk+1) =
G∑

g=1

ωpr

k+1,gN

([
xxxl

k+1 −µµµprl
k+1,g

xxxn
k+1 − ζζζprn

k+1,g

]
,

[
Qprl

k+1,g 0
0 Qprn

k+1,g

])
(22)

pPr(xxxk+1) =
G∑

g=1

ωpr

k+1,gN

([
xxxl

k+1 −µµµprl
k+1,g

xxxn
k+1 − ζζζprn

k+1,g

]
,

[
Qprl

k+1,g 0
0 Qprn

k+1,g

])
,

G∑
g=1

ωpr

k+1,g = 1 (23)



1期 陈杰等: 基于高斯和近似的扩展切片高斯混合滤波器及其在多径估计中的应用 7

4.2 ESGMF算法

ESGMF 算法的实现过程如算法 2 所示. 在
ESGMF 算法中, 初始化设置已知的参数. 迭代通过
递归的方式来估计状态, 每次迭代都进行预测、高斯
混合约简、切片高斯混合近似、更新以及状态估计.
高斯混合约简之后, 对权值进行归一化, 以保证约简
后的函数仍然具有 PDF 的性质. 基于同样的原因,
对预测 PDF 用切片高斯混合的形式近似之后, 也对
每个切片的高斯个体权值分别进行归一化.
算法 2. ESGMF算法
//初始化
S, T0, ω

en
0,s, υ

el
0,st, ξξξ

en
0,s, µ̃µµ

el
0,st, C̃

el
0,st, P0, λ

ω
0,p,mmm

l
0,p,

mmmn
0,p, Q

l
0,p, Q

n
0,p, Q0, λ

υ
0,q

,mmmυ
0,q

, R0,q.
// 迭代
for k = 1 to N
//1) 预测
对于 p = 1, · · · , P0, s = 1, · · · , S, t =

1, · · · , T0, 根据式 (18) 计算 ωp
k,pst, ζζζ

pn
k,pst, Q

pn
k,pst,

µ̃µµpl
k,pst, Q̃

pl
k,pst.

//2) 高斯混合约简定义高斯个体数目 G.
根据高斯混合约简算法, 只保留 G 个个体, 记

其权值、均值和方差为 ωpr

k,g, ζζζ
prn
k,g , Qprn

k,g ,µµµprl
k,g, Q

prl
k,g,

g = 1, · · · , G, 并对 G 个个体的权值进行归一化.
//3) 切片高斯混合近似
根据文献 [24] 中 Dirac 混合近似的次最优算法

计算 ωp
k,s, ξξξ

pn
k,s, υ

pl
k,sg,µµµ

pl
k,sg, C

pl
k,sg, s = 1, · · · , S, g =

1, · · · , G. 并对每个切片的高斯个体权值分别进行
归一化.

//4) 更新
对于 s = 1, · · · , S, g = 1, · · · , G, q =

1, · · · , Q0, 根据式 (19) 计算状态后验 PDF 的参
数 ωen

k,s, ξξξen
k,s, υel

k,sg, µ̃µµel
k,sg, C̃el

k,sg.
//5) 状态估计

xxxn
k =

S∑
s=1

ωen
k,sξξξ

en
k,s, xxxl

k =
S∑

s=1

ωen
k,s

GQ0∑
t=1

υel
k,stµ̃µµ

el
k,st.

//6) 为下次迭代做准备
T0 = GQ0, ωen

0,s = ωen
k,s, ξξξ

en
0,s = ξξξen

k,s, υ
el
0,st =

υel
k,st, µ̃µµ

el
0,st = µ̃µµel

k,st, C̃
el
0,st = C̃el

k,st.
end

5 多径估计

根据式 (1), 令 xxxk = [(AAAk)
T
, (τττk)T]

T
, xxxk ∈

R2(M+1)×1. 假设多径参数在观测时间内保持不变,
则系统模型可以表示为一阶马尔科夫模型

xxxk+1 = Fkxxxk + wwwk (24)

wwwk 表示非高斯系统噪声. 令 xxxl
k = AAAk, xxxn

k = τττk, 则

模型 (24) 可以表示为如下形式:
[

xxxl
k+1

xxxn
k+1

]
=

[
F l

kxxx
l
k

F n
k xxxn

k

]
+

[
wwwl

k

wwwn
k

]
(25)

其中, F l
k ∈ RM+1 和 F n

k
∈ RM+1 分别为线性状态

和非线性状态的转移矩阵, wwwl
k
和wwwn

k
是相互独立的.

为了估计多径参数, 需要 N 个相关器输出值,
相关器输出向量可以表示为

yyyk = R
(
xxxn

k

)
xxxl

k + vvvk (26)

其中, yyyk=[yk(Ak,0, Ak,i, ε, τk,i, d1),yk(Ak,0,Ak,i, ε,
τk,i, d2), · · · , yk(Ak,0,Ak,i, ε, τk,i, dN)]T. vvvk 为非
高斯测量噪声.
从式 (25) 和式 (26) 可以看出, 如果 H (xxxn

k) =
R (xxxn

k), Bl
k (xxxn

k)uuuk = 0, hk (xxxn
k) = 0, 非高斯噪声下

的多径估计问题可以转化为非高斯噪声下包含线性
子结构的非线性状态空间模型的状态估计问题.
不失一般性, 仿真中采用 GPS 的 C/A 码信号,

假设只有直接信号和一路多径信号, 即M = 1. 考
虑最坏的情形, 即直接信号与多径信号同相[26], 且
此后的仿真只考虑这种情形. 设定归一化的幅度
A0 = 1, A1 = 0.6. 设定时间延迟 τ 0 = 10Tc, τ 1 =
0.5Tc, Ts = Tc/10, 其中, Tc 是 C/A 码的码元持续
时间, Ts 是采样间隔. τ 0 的本地估计是 τ̂0 = 10.2Tc,
所以 ε = τ̂0−τ0 = 0.2Tc. 本文的目的是估计 τ 0、A1

和 τ 1, 这里 τ0 = τ̂0 − ε.
在系统模型 (24) 中, 考虑 Fk = I4×4, 即

认为多径参数在观测周期内保持不变, wwwk

和 vvvk 是可以由高斯混合模型表示的非高斯
噪声. 系统噪声的 PDF 设定为 p (ωωω0) =
∑P0

p=1 λω
0,pN

([
ωωωl

0 −mmml
0,p

ωωωn
0 −mmmn

0,p

]
,

[
Ql

0,p 0
0 Qn

0,p

])
,

其中, P0 = 2, λω
0,1 = 0.6, λω

0,2 = 0.4, mmml
0,1 =

[0, 0]T, mmml
0,2 = [0.2, 0.2]T, mmmn

0,1 = [0, 0]T, mmmn
0,2 =

[0.2, 0.2]T, Ql
0,p = Qn

0,p = diag{0.01, 0.01}.
测量噪声的 PDF 可以表示为 p (νννk) =∑Q0

q=1 λυ
k,qN(νννk −mmmυ

k,q, Rk,q), 其中, Q0 = 2, λυ
k,1 =

0.7, λυ
k,1 = 0.3, mmmυ

k,1 = [0, 0, 0, 0, 0]T, mmmυ
k,2 =

[0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1]T,Rk,1 = Rk,2 = diag{0.01,
0.01, 0.01, 0.01,0.01}.
为了说明 ESGMF 算法的可行性, 在初始状态

的估计 PDF 中考虑了两个高斯个体: 第一个高斯个
体的均值是真值, 第二个高斯个体的均值在一定程
度上偏离真值. 两个个体的方差是根据经验设定的.
仿真中初始状态的估计 PDF 设为

pe
(
xxxl

0,xxx
n
0

)
=

G0∑
j=1

(
ω0jN

(
xxxl

0 − µ̃µµel
0,j, C̃

el
0,j

)
×

N
(
xxxn

0 − µ̃µµen
0,j, C̃

en
0,j

))

这里, G0 = 2, ω0,1 = 0.6, ω0,1 = 0.4,
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µ̃µµel
0,1 = [ 1 0.6 ]T, µ̃µµen

0,1 = [ 0.2 0.5 ]T, µ̃µµel
0,2 =

[ 0.9 0.5 ]T, µ̃µµen
0,2 = [ 0.15 0.45 ]T, C̃el

0,1 =
C̃en

0,2 = diag{0.01, 0.01}. 初始时刻状态 PDF 的
切片高斯混合形式可以由第 3.2.3 节的方法来计算.

将预测 PDF 近似为切片高斯混合的形式时要
计算次边缘积分, 这需要考虑状态的初始积分域[24].
仿真中将状态的初始积分域设为

xxxl ∈
[[

0
0

]
,

[
1
1

]]
, xxxn ∈

[[
−0.5

0

]
,

[
0.5
1

]]

这是基于如下考虑: 归一化的直接信号幅度和
多径信号幅度小于 “1”. 直接信号的时间延迟估计
偏差小于 0.5Tc, 多径信号相对于直接信号的时间延
迟小于 Tc.
将文献 [7]中提出的 III型高斯和滤波器 (Gaus-

sian sum filter III, GSF3)和 III型高斯和粒子滤波
器 (Gaussian sum particle filter III, GSPF3) 以及
文献 [8] 中提出的 GSF 作为对比算法. 状态的均方
根误差 (Root mean square error, RMSE)作为状态
估计的性能指标. 直接信号时间延迟和多径相关输
出的估计结果如图 4 和图 5 所示, 其中多径相关输
出等于 A1R(ε−τ 1), ESGMF 算法中预测 PDF 的
高斯个体数目限制为 G = 10 (滤波后 GSF、GSF3
和 GSPF3 的高斯个体数目也限制为 G). 从图 4 可
以看出, ESGMF 算法具有最好的估计性能. 而且随
着切片数目 S 的增加, ESGMF 算法的估计性能显
著提高, 而增加 GSPF3 和 GSF3 算法的粒子数目
Np 二者性能改善并不明显, 如图 5 所示.
从图 4 和图 5 可以看出, 与 GSPF3、GSF3 以

及 GSF 相比, ESGMF 具有较好的估计性能. 这是
因为 GSPF3 是基于 PF 的, 而 PF 是根据重要性密
度函数产生的随机样本进行状态估计的, 通常我们
并不能获得最优的重要性密度函数; GSF3 是基于
EKF 估计和 PF 预测的, GSF 是只基于 EKF 的,
EKF 需要对状态方程进行线性化, 线性化过程带来
了误差; 而 ESGMF 是基于确定性样本选择策略的,
其后验 PDF 可以通过式 (20) 获得迭代的解析表达
式.
不难看出 RMSE 越大定位误差越大, 因此定义

如下性能指标:

In = M1× 293m +M2× 7.5m

GPS C/A 码的一个码元持续时间对应的空间
距离为 Tc × c = 977.5 ns×(3×108 m/s) ≈ 293m,
GPS 载波一个周期对应的空间距离为 c/fc =
(3×108 m/s)/(10.23MHz) ≈ 30m. 而最大载波跟
踪误差为四分之一周期[28], 所以载波跟踪误差引起
的最大定位偏差为 30m/4 = 7.5 m. 其中, M1 为直
接信号时间延迟的 RMSE, M1 为多径相关输出的
RMSE. 在性能指标 In 下不同算法的引起的定位偏
差如表 1 所示, 可以看出在该指标下得出的结论与

从图 4 和图 5 中得出的结论是吻合的.

图 4 S = 20, Np = 50 时的估计结果

Fig. 4 Estimation results when S = 20, Np = 50

图 5 S = 50, Np = 100 时的估计结果

Fig. 5 Estimation results when S = 50, Np = 100
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表 1 不同算法的定位偏差 (m)

Table 1 Positioning error of different algorithms (m)

算法 GSF GSF3 GSPF3 ESGMF

S = 20, Np = 50 43.5725 45.075 24.19 21.3350

S = 50, Np = 100 41.4329 43.5783 22.4192 7.6250

虽然 ESGMF 性能比其他三种算法好, 但仍存
在估计偏差, 这主要是由以下原因造成的:

1) 用于确定切片位置的算法为了降低计算复杂
度, 本文采用了可以快速计算切片位置的次最优算
法, 这种算法的复杂度与状态的维数成线性关系. 同
时切片的数目也影响状态估计的性能, 这是因为非
线性子状态的 PDF 是由一系列的 Dirac 函数来近
似的.

2) 状态的初始积分范围为了降低数值积分的计
算量, 本文选择了状态 PDF 的主要部分对应的状态
范围, 忽略了边缘区域, 这样根据次边缘积分计算的
切片位置可能偏离根据真实的边缘积分获得的切片
位置.

3) 高斯混合约简算法本文只保留了权值较大的
G 个个体, 并通过重采样对 G 个个体中权值较小的
个体进行剔除, 并用权值大的个体进行替换以保持
个体数目不变. 这虽然可以有效地提高贝叶斯推理
的效率, 但也一定程度上造成了误差. 而且正如前文
所说, G 的大小也影响状态估计的精度.

6 结论

本文根据多径下 GNSS 信号的特点, 将非高斯
噪声环境下的多径估计问题转化为具有线性子结构
的非线性系统的状态估计问题. 并在非高斯噪声环
境下, 针对混合线性/非线性系统提出了 ESGMF 算
法, 扩展了 SGMF 算法. 利用高斯和理论将 ES-
GMF 通过一组并行的 SGMF 来实现. 将估计器中
的状态 PDF 表示为切片高斯混合的加权和形式, 可
以在非高斯噪声下得到状态后验 PDF 的闭环迭代
解析表达式. 而且 ESGMF 算法将重采样思想用于
高斯混合约简, 提高了贝叶斯推理的复杂度. 最后,
将 ESGMF 算法用于多径估计, 仿真结果表明所提
出算法的多径估计精度优于对比算法.
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