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基于信息压缩矩阵交替变换的分数阶系统结构、阶次

与参数的同时辨识方法

朱呈祥 1, 2 邹 云 2

摘 要 在愈来愈被关注的分数阶控制研究中, 分数阶系统辨识的理论与方法是一个重要方向. 目前相关研究极少涉及分数

阶系统的结构和阶次辨识. 首先讨论了分数阶线性 SISO 系统辨识的有色噪声模型, 然后构造了具有 “移位性质” 的信息向量

和信息压缩矩阵, 并给出了信息压缩矩阵分解变换的理论分析及其证明; 在此基础上, 提出了一种利用信息压缩矩阵交替变换

提取相关信息的算法, 论述了最优估计模型结构与阶次的判定准则, 从而同时辨识分数阶系统时域模型的结构、阶次与参数;

仿真研究表明, 本文方法能够获得满意的辨识结果, 具有良好的抑制噪声干扰能力; 不仅能够准确地辨识系统模型的结构与阶

次, 而且能够辨识噪声模型的结构与阶次.
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Simultaneous Identification of Fractional-order

System Structure and Order and Parameters Based on Alternately

Transforming Condensed Information Matrix
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Abstract The identification theory and method of fractional system is an important research direction in the field of

fractional-order control which has drawn much research attention recently. However, the relevant study rarely involved

the structure and order of fractional-order systems. Firstly, the colored noise model of linear fractional-order system is

discussed. Then, the condensed information matrix whose information vectors have shift structure character is constructed,

and the theoretical analysis and its proof about the condensed information matrix factorization and transform are also

given. On this basis, an identification algorithm by transforming the condensed information matrix alternately and

extracting relevant information from this matrix is proposed, and the decision criteria for the optimal estimation model

structure and order are discussed, so the structure and order and parameters of the fractional-order system time domain

model can be identificated simultaneously. The simulation study indicates that this method can obtain satisfactory

identification results, and also has better ability of noise suppression. Not only the structure and order of the system

model but also those of the noise model can be identified accurately.
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目前, 对于常规的以微分方程所描述的、且微分
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均考虑为整数阶的控制系统, 其结构与参数的辨识
已逐渐形成了较为完整的理论框架和方法体系. 然
而, 许多物理系统因其特殊的材料和化学特性能展
现出分数阶动力学行为, 而采用分数阶描述那些本
身带有分数阶特性环节的对象时, 能更好地揭示对
象的本质特性及其行为, 如: 黏粘性物理系统中具有
记忆性旋转梁的力学特性分析[1]、热扩散动态过程

描述[2]. 近来, 关于系统辨识的分数阶理论与方法已
逐渐成为分数阶系统理论研究的一个热点.
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总体而言, 分数阶系统辨识包括时域辨识和频
域辨识两大类. 目前, 相关研究成果多在频域辨识
方面, 如文献 [3−6], 时域辨识相对较少. 依作者的
理解, 其原因主要是由于分数阶微积分 (Fractional-
order calculus, FOC) 算子在时域内表现为非局部
性, 从而给时域辨识带来很大的不便, 辨识运算的复
杂程度大为增加, 需要大量的数据. 即使采用实用的
短记忆法, 也无法从根本上解决大量复杂计算的现
实问题. 而频域辨识则被认为可在一定程度上避开
这一困难. 因为由复频域微积分算子容易得到分数
阶系统的频域特性, 通过频域拟合法, 就可将分数阶
算子 sα 近似为整数阶传递函数结构, 从而把无理传
递函数转化为有理传递函数的形式. 近似化方法的
研究已有不少成果, 如 Oustaloup[7]、Charef[8] 等学
者提出的滤波算法, 取得了不错的拟合效果. 这些都
为频域辨识研究提供了很好的基础支持. 但是, 已有
研究结果表明, 频域辨识也存在一些不足, 如针对宽
频带数据拟合时低频部分误差大、抑制较强噪声干

扰的能力较弱等. 当然, 任何一种辨识方法都没有绝
对的优势. 本文针对分数阶系统时域辨识方法作探
讨.

我们注意到, 国内外相关研究成果, 无论是频域
辨识还是时域辨识, 几乎都是考虑为辨识对象的模
型结构与阶次已知的情况下, 仅针对模型的参数进
行估计[3−6, 9−13]. 限于作者的知识范围和搜猎视野,
尚未发现有十分深刻和系统的关于分数阶系统模型

结构与阶次的研究结果.
综上所述, 目前系统辨识的分数阶理论与方法

研究还不成熟. 其中, 关于分数阶系统结构与阶次的
辨识仍是很值得深入研究的课题.
对于上述问题, 一种最为自然的考虑是, 在感兴

趣的阶次区间内, 取遍其中所有可能阶次的模型结
构, 逐次分别求取这些模型的参数估计值, 然后再通
过分析比较, 从中优选出与真实系统能够实现最优
匹配的模型. 显然, 这种逐阶分步算法思路清晰, 但
计算量会相当大. 本文在分析分数阶系统时域辨识
的有色噪声模型结构特点基础上, 借鉴整数阶系统
辨识的研究成果[13−17], 提出一种利用信息压缩矩阵
交替变换的算法, 能够便捷地、一次性提取相关信
息, 同时辨识系统模型的结构、阶次与参数, 从而避
开逐阶辨识方法的大量计算和搜索过程.

1 系统辨识噪声模型描述

分数阶线性 SISO 系统的传递函数一般描述为

G(s) =
bmsβm + bm−1s

βm−1 + · · ·+ b1s
β1 + b0

ansαn + an−1sαn−1 + · · ·+ a1sα1 + a0

(1)
式中, ai, bj, a0, b0 ∈ R 为参数, αi, βj ∈ Q+ 为阶次

(i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m), 并且 0 < α1 <

α2 < · · · < αn, 0 < β1 < β2 < · · · < βm, βm < αn.
对于式 (1) 所描述的现实存在的稳定系统, 必

有 a0 6= 0[18], 不妨设 a0 = 1, 显然, 这不会改变模型
的一般性. 于是, 式 (1) 相应的分数阶微分方程为

n∑
i=1

aiD
αix(t)+x(t) =

m∑
j=1

bjD
βju(t)+ b0u(t) (2)

式中, Dαi 为 FOC 算子符号, u(t) 为输入信号, x(t)
为理论输出值. 在系统辨识研究中, x(t) 只有通过检
测才能得到, 但检测过程中往往附加有随机干扰. 因
此, 若设 x(t) 的检测值为 y(t), 并且

y(t) = x(t) + v(t) (3)

式中, v(t) 为随机干扰, 其统计特性一般不可确知,
往往视为均值为 0 的白噪声, 则由式 (2) 和式 (3)
得:

n∑
i=1

aiD
αiy(t)+ y(t) =

m∑
j=1

bjD
βju(t) + b0u(t)+

n∑
i=1

aiD
αiv(t) + v(t) (4)

再设

w(t) =
n∑

i=1

aiD
αiv(t) + v(t) (5)

则式 (4) 可写成

n∑
i=1

aiD
αiy(t) + y(t) =

m∑
j=1

bjD
βju(t) + b0u(t) + w(t) (6)

式 (6) 中的噪声 w(t) 可视为以式 (5) 为模型的
“形成滤波器” 所产生, 并且形成滤波器也是分数阶
的. 因此, 即使 v(t) 是不相关的白噪声, 但滤波后所
形成的 w(t) 则成为线性相关的有色噪声. 实际上,
除测量误差外, 还可能存在其他干扰因素, 综合考虑
它们的影响, 更具一般性的形成滤波器可描述为

w(t) =
n∑

i=1

ciD
γiv(t) + c0v(t) (7)

考虑到干扰信号是不可测量的随机噪声,且Dγi

为线性算子, 若将式 (7) 右边各项同除以 c0, 只是改
变了噪声的强度, 而不会改变噪声的性质. 因此, 在
下面的讨论中, 取 c0 = 1.
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2 信息压缩矩阵及其变换

考虑有理数阶次 αi 和 βj, 则 αi, βj 存在公约

数 q, 且有 0 < q ≤ 1; 若设 N = αn/q, 则对应于具
有普适意义的式 (1), 其现实存在的稳定系统的传递
函数模型可进一步描述为

G(s) =
bNsNq + bN−1s

(N−1)q + · · ·+ b1s
q + b0

aNsNq + aN−1s(N−1)q + · · ·+ a1sq + a0

(8)
式中, q 称为 “阶次因子”, N 称为 “结构参数”. 需
指出的是, 这里参数 ai, bi ∈ R (i = 1, 2, · · · , N) 与
式 (1) 中的位置上不再一一对应, 且取 a0 = 1.
若输入、输出信号采用固定采样周期而得到数

据序列, 并考虑其中存在的不可测量的随机噪声, 则
式 (8) 所对应的离散形式的辨识结构式可表示为

y(k) =− aNDNqy(k)− · · · − a1D
qy(k) +

bNDNqu(k) + · · ·+ b1D
qu(k) + b0u(k)+

cNDNqv(k) + · · ·+ c1D
qv(k) + v(k) (9)

下面主要基于文献 [14−15] 的思想论述式 (9)
的信息压缩矩阵构造及其变换的理论分析与证明.
首先定义符号 (为书写简便, 略去序号 “(k)”):





ȳN+1 = y, ȳN = DNqy, · · · , ȳ1 = Dqy

v̄N+1 = v, v̄N = DNqv, · · · , v̄1 = Dqv

ūN = DNqu, · · · , ū1 = Dqu, ū0 = u

设检测数据向量 hhhN 和系统参数向量 θθθN 分别为

hhhN = [ ū0,−ȳ1, v̄1, ū1, · · · ,−ȳN , v̄N , ūN ]T (10)

θθθN = [ b0, a1, c1, b1, · · · , aN , cN , bN ]T (11)

则式 (9) 可表示为矩阵方程

y = hhhT
NθθθN + v (12)

构造信息向量

ΦΦΦN =

[
hhhN

−ȳN+1

]
, ΨΨΨN =

[
ΦΦΦN

v̄N+1

]

hhhN =

[
ΨΨΨN−1

ūN

]
(13)

再构造信息矩阵

RN =
k∑

j=1

hhhN(j)hhhT
N(j) (14)

SN =
k∑

j=1

ΦΦΦN(j)ΦΦΦT
N(j) (15)

TN =
k∑

j=1

ΨΨΨN(j)ΨΨΨT
N(j) (16)

上述处理方法的关键在于对信息数据进行重新

排列, 使信息向量呈现出 “移位性质”, 并利用这种
性质, 对其扩维, 从而得到一种新的数据乘积矩阵.
下面针对 S−1

N 进行分析讨论.
考虑式 (15), 并注意式 (13) 和式 (14), 则 SN

可化为分块矩阵形式

SN =




RN −
k∑

j=1

hhhN(j)y(j)

−
k∑

j=1

hhhT
N(j)y(j)

k∑
j=1

y2(j)




下面给出本文算法形成的理论依据.
定理 1. 随机信号激励下, 由式 (10) 和式 (13)

∼ (16) 定义的矩阵 SN , RN , TN 皆可逆, 并且可初
等变换化为三角形矩阵.
证明. 先证矩阵可逆. 假设 SN , RN , TN 存在

逆矩阵, 利用 Schur-Frobenius 求逆式[19], 求取 SN

的逆矩阵并将其进行初等变换, 可得:

S−1
N =

[
R−1

N + θ̃θθNJ−1
N θ̃θθ

T

N θ̃θθNJ−1
N

J−1
N θ̃θθ

T

N J−1
N

]
∼=

[
R−1

N 0

J−1
N θ̃θθ

T

N J−1
N

]
(17)

式中

θ̃θθN = R−1
N

k∑
j=1

hhhN(j)y(j) (18)

JN =
k∑

j=1

y2(j)− θ̃θθ
T

NRNθ̃θθN (19)

由于 RN(k), TN(k) 与 SN(k) 具有相同的结构
形式, 于是

R−1
N
∼=

[
T−1

N−1 0

J−1
N(u)θ̃θθ

T

N(u) J−1
N(u)

]
(20)

T−1
N−1

∼=
[

S−1
N−1 0

J−1
N(v)θ̃θθ

T

N(v) J−1
N(v)

]
(21)

其中, θ̃θθN(u), θ̃θθN(v), JN(u), JN(v) 的定义与式 (18) 和
式 (19) 相似.
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然后利用分块三角形矩阵的行列式计算法则及

其性质, 并考虑式 (17)、式 (20) 和式 (21), 可得:

det(S−1
N ) =

∣∣∣∣∣
R−1

N 0

J−1
N θ̃θθ

T

N J−1
N

∣∣∣∣∣ =

J−1
N det(R−1

N ) = J−1
N J−1

N(u)det(T−1
N−1) =

J−1
N J−1

N(u)J
−1
N(v)det(S−1

N−1) =

J−1
N J−1

N(u)J
−1
N(v) · · · J−1

0 det(R−1
0 ) =

J−1
N J−1

N(u)J
−1
N(v) · · · J−1

0

[
k∑

j=1

u2(j)
]−1

(22)

进一步分析式 (18) 和式 (19) 可知: θ̃θθN 恰为系

统辨识结构式 (12)中参数 θθθN 的增广最小二乘估计,
而 JN(k) 则是一种表征参数估值 θ̃θθN 所对应的估计

模型输出 ỸYY N 与输出检测值 YYY k 之间偏差的指标函

数, 它具有评价辨识结果的意义, 这是因为: 考虑式
(12), 假设由 k 组检测数据, 可列出 k 个方程构成的

方程组, 表示成矩阵形式

YYY k = HkθθθN + VVV k (23)

式中

YYY k = [ y(1) y(2) · · · y(k) ]T

Hk = [ hhhN(1) hhhN(2) · · · hhhN(k) ]T

VVV k = [ v(1) v(2) · · · v(k) ]T

显然, 增广矩阵方程式 (23) 的解为

θ̃θθN = (HT
k Hk)−1HT

k YYY k =
(

k∑
j=1

hhhN(j)hhhT
N(j)

)−1( k∑
j=1

hhhN(j)y(j)
)

=

R−1
N

k∑
j=1

hhhN(j)y(j)

可见, 上式即为式 (18), 而式 (19) 可化为

JN =
k∑

j=1

y2(j)− θ̃θθ
T

NRNθ̃θθN =

YYY T
kYYY k − θ̃θθ

T

N

(
k∑

j=1

hhhN(j)hhhT
N(j)

)
θ̃θθN =

YYY T
kYYY k − θ̃θθ

T

N(HT
k Hk)θ̃θθN =

YYY T
kYYY k − (θ̃θθ

T

NHT
k )(Hkθ̃θθN) =

YYY T
kYYY k − (Hkθ̃θθN)T(Hkθ̃θθN) =

YYY T
kYYY k − ỸYY

T

k ỸYY k

可见, 上式具有表征辨识偏差指标的意义, 且
噪声的存在, 使得 YYY k 6= ỸYY k, 故 JN 6= 0. 同理, 有
J−1

N(u) 6= 0, J−1
N(v) 6= 0, · · · , J−1

0 6= 0. 又因 u(k) 为随
机信号, 必有

∑k

j=1 u2(j) > 0, 则 det(S−1
N ) 6= 0, 所

以, S−1
N 可逆, 其等价命题 SN 可逆.
同理可证: RN , TN 可逆.
至此, 假设成立得证.
再利用式 (17)、式 (20) 和式 (21) 之间的递推

关系不断重复分解下去, 便可将 S−1
N 变换为

S−1
N
∼=




R−1
0

J−1
0 θ̃θθ

T

0 J−1
0

. . . 0

J−1
1 θ̃θθ

T

1 J−1
1

. . .

J−1
N(v)θ̃θθ

T

N(v) J−1
N(v)

J−1
N(u)θ̃θθ

T

N(u) J−1
N(u)

J−1
N θ̃θθ

T

N J−1
N




(24)

¤
经过上述处理, 将 S−1

N 变换成为下三角矩阵.
可以看出, 其中包含了一系列所假定阶次分别为 αi

= iq (i = 1, 2, · · · , N) 的系统模型参数估计及其相
应估计偏差指标函数的全部信息, 故称之为 “信息压
缩矩阵”[14−15].

3 辨识算法描述

3.1 基于 SSS−1−1−1
NNN 交替变换的信息数据提取

注意信息向量式 (13), 由于噪声是不可测的随
机信号, 从而导致其中含有未知元素 v̄, 信息压缩矩
阵也就无法构造. 为克服这一问题, 可用递推方法求
取噪声估计值来代替噪声, 具体方法如下:
由式 (12), 可得 v(k) 的估计值为

ṽ(k, θ̃θθN(k)) = y(k)− h̃hh
T

N(k)θ̃θθN(k) (25)

式中, θ̃θθN(k) 表示递推第 k 步时的参数估值, h̃hh
T

N(k)
由下式给出:

h̃hh
T

N(k) = [ ū0(k) −ȳ1(k) ¯̃v1(k, θ̃θθN(k)) ū1(k)

· · · −ȳN(k) ¯̃vN(k, θ̃θθN(k)) ūN(k) ]T

(26)

其中, ¯̃v1(k, θ̃θθN(k)), · · · , ¯̃vN(k, θ̃θθN(k))用 ṽ(k, θ̃θθN(k−1))
计算求出, 这里 ṽ(k, θ̃θθN(k−1)) 表示基于第 k − 1 步
参数估值 θ̃θθN(k−1) 的噪声估计值, 即
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ṽ(k, θ̃θθN(k−1)) = y(k)− h̃hh
T

N(k)θ̃θθN(k−1)

而参数估计值可通过如下递推公式得出:




θ̃θθN(k+1) = θ̃θθN(k) + Kk+1[y(k + 1)−
h̃hh

T

N(k + 1)θ̃θθN(k)]

Kk+1 =
Pkh̃hh

T

N(k + 1)

1 + h̃hh
T

N(k + 1)Pkh̃hhN(k + 1)

Pk+1 = Pk −Kk+1h̃hh
T

N(k + 1)Pk

(27)

递推初始值可选 θ̃θθN(0) = 0, P0 = c2I, 其中 c 是充

分大的数, I 为适维单位方阵.
以上论述不仅清晰地给出了 S−1

N 的构造方法,
揭示了信息矩阵之间的内在联系, 而且提供了将其
分解变换处理的基本思路, 为辨识算法的实现提供
了理论依据. 然而, 如何从 S−1

N 中提取出所需要的

数据则是辨识算法实现的关键技术环节.
对于式 (21) 中的 S−1

N−1, 将其进行下一步分解
变换的目的是求取假定系统阶次为 (N − 1)q 时的
θ̃θθN−1 及其相应的 JN−1. 此时, 基于式 (23), 其理论
上的增广最小二乘结构式应为

y(k) = hhhT
N−1(k)θθθN−1 + v(k) (28)

但是, 由于

SN−1(k) =
k∑

j=1

ΦΦΦN−1(j)ΦΦΦT
N−1(j)

其中的信息向量为

ΦΦΦN−1(k) = [ hhhT
N−1(k) −DNqy(k) ]T

它所对应的最小二乘结构式为

DNqy(k) = hhhT
N−1(k)θθθN−1 + v(k)

可见, 上式与理论上的结构式 (28) 不一致, 因此应
将 DNqy(k) 替换为 y(k). 对此, 由于 S−1

N−1(k) 为
对称方阵, 只需在 S−1

N−1(k) 中分别交换DNqy(k) 与
y(k)所在的行和列即可.那么, 经过这样交换处理再
提取的 θ̃θθN−1 及其 JN−1 才具有与 θ̃θθN , JN 同等的物

理意义. 这一交替变换方法同样适用于 S−1
N−1(k) 后

续各步的处理过程.
基于上述分析, 便可形成基于信息压缩矩阵交

替变换的信息数据提取算法, 具体流程描述如下:
步骤 1. 取 S−1

N 的最后一行, 求取 θ̃θθN 和 JN ;
步骤 2. 将 S−1

N 进行初等变换, 得式 (17), 再
将其最后两行、两列分别互换, 得变换阵, 记为 S−1

N∗,
然后以式 (17) 的分块方法, 取 S−1

N∗ 的左上块, 记为
R−1

N∗;

步骤 3. 由 R−1
N∗ 以步骤 1 的方法求取 θ̃θθN(u),

JN(u);
步骤 4. 以步骤 2 的方法处理 R−1

N∗, 得变换阵,
取其左上块, 记为 T−1

N−1∗;
步骤 5. 由 T−1

N−1∗ 求取 θ̃θθN(v), JN(v);
步骤 6. 以步骤 2 的方法处理 T−1

N−1∗, 得变换
阵, 取其左上块, 记为 S−1

N−1∗;
· · · · · ·
如此不断重复上述过程, 直到 S−1

N 的左上角第

一个元素, 就可以获得一系列模型参数估计值 θ̃θθi,
θ̃θθi(u), θ̃θθi(v) 及其相应指标函数值 Ji, Ji(u), Ji(v) (i =
N , N − 1, · · · , 2, 1, 0). 　

3.2 模型结构与阶次判定

上述讨论与分析表明, 只需选取一个适当的最
大可能阶次所对应的 N , 就可以从分解变换后的信
息压缩矩阵中提取阶次分别为 αi = iq 的系统模型

参数估计值和指标函数, 实质上也就是获得了由一
系列可能阶次的分数阶系统估计模型所构成的集合,
而与真实系统最优匹配的模型必在此集合中.

关于系统结构与阶次辨识问题, 已有的整数阶
系统的相关研究成果为我们所讨论的分数阶系统结

构辨识提供了很好的参考. 其中, 确定一个准则函数
作为阶次检验的客观准则, 并把问题转化为最优化
问题是一种常用的重要方法. 而值得注意的是, 本
文所提的基于信息压缩矩阵的交替变换算法恰恰能

够直接提取出一种 “准则函数”, 即式 (19) 所描述的
Ji, Ji(u), Ji(v), 因此能够方便地借以统计检验方法
对残差进行显著性分析, 从上述模型集合中优选出
其中的最优匹配模型, 那么, 相应的系统模型结构、
阶次与参数即可确定.
由于我们所构造的信息向量是 “全息” 的, 参见

式 (13), 即在模型结构上, 它包含了不大于所设最大
可能阶次的所有阶次的模态. 但是, 对于辨识对象的
真实模型而言, 它可能是 “冗余” 的, 即真实模型中
可能不存在若干阶次项. 理想的情形是在辨识结果
中表现为相应阶次项的参数估值为 0. 然而, 一方面
由于噪声干扰的客观存在, 不仅辨识算法本身所计
算求解的是病态方程组, 其满足每个方程的绝对准
确解并不存在, 只是求其某种意义下的最优解; 另一
方面, 在数值计算中, 计算误差不可避免, 因此, 辨
识结果与真值之间存在一定的偏差. 但是, 这些冗
余阶次项的参数应表现为其绝对值非常小. 由于 N

取值越大, 设定模型对真实系统的刻画越细致, 所以
有 J0 > · · · > Ji(v) > Ji(u) > Ji > · · · > JN(v) >

JN(u) > JN , 其中, 1 < i < N .
基于上述分析, 并结合对已知算例的仿真研究,

我们将系统结构与阶次的判定准则总结形成如下基

本结论:
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1) 若 J0 · · ·Ji−1 À Ji ≈ Ji+1 ≈ · · · ≈ JN−1 ≈
JN , 则最优系统模型结构参数为 i, 系统阶次可判定
为 iq;

2) 若系统阶次为 iq, 且有 J0 · · ·Jj−1 ≈ Jj · · ·
À Ji (其中 1 ≤ j ≤ i− 1), 则可判定系统模型中没
有 αj = jq 阶次项;

3)若系统阶次为 iq,且有 J0 · · ·Jj(u) ≈ Jj · · ·Ji

(其中 j ≤ i), 则可判定系统模型没有 βj = jq 阶次

项;
4) 若有 Jj(v) À Jj+1(v) ≈ Jj+2(v) ≈ · · · ≈

JN(v) ≈ JN(u) ≈ JN , 则最优噪声模型结构参数为 j,
噪声阶次可判定为 jq;

5) 若系统阶次为 iq, 且有 J0 · · ·Jj(v) ≈ Jj(u) ≈
Jj · · · Ji 或 J0 · · ·Jj(v) ≈ Jj(u) À Jj · · ·Ji (其中 j

≤ i), 则可判定噪声模型没有 γj = jq 阶次项.

4 仿真算例及其分析

下面通过一个仿真算例验证本文方法的有效性,
并对仿真计算结果进行分析. 设仿真算例模型为

2D1y(k)−1.5D0.5y(k)+y(k) = 3D0.5u(k)+0.5u(k)

有色噪声模型为

w(k) = D1v(k) + D0.5v(k) + v(k)

u(k) 采用伪随机二位式序列 (Pseudo random bi-
nary sequence, PRBS), 采样周期为 0.01 s, 数据长
度为 1 000 个; v(k) 采用零均值可调高斯白噪声序
列, 为此定义噪声强度指标 NSR 为

NSR =

√
var(VVV k)
var(YYY k)

FOC 运算与系统模型求解采用文献 [20] 的算法.
首先, 取最大可能阶次为 2 阶, 阶次因子 q =

0.5, 则结构参数N = 4. 在加入有色噪声情形下, 利
用本文提出的基于信息压缩矩阵交替变换算法提取

模型参数估计值及其指标函数值, 结果如表 1 (噪声
强度 NSR = 0.20).
可见, 当选取的模型结构参数 N 大于系统真实

模型结构参数 (N = 2) 时, 参数估计值非常接近于
真值, 能够获得比较精确的辨识精度, 对此在指标函
数 JN 值得以很好的体现; 反之, 当 N 小于系统真

实模型结构参数时, 则辨识误差很大, 并体现为 JN

值发生突变; 而且, 噪声模型结构的选取也同样决定
辨识结果: 当N = 2 时, 若不取用 c2, 即噪声模型结
构只取到 0.5 阶, 则参数估计值完全失真, 此时体现
为 J2(v) 值骤然变大 (参见图 1).

图 1 指标函数 JN 与结构参数 N 的关系

Fig. 1 Relation between index function and

structural parameter

表 1 模型参数估计值及其指标函数 (N = 4, NSR = 0.20)

Table 1 Model parameter estimated value and its index function (N = 4, NSR = 0.20)

N b̃0 ã1 c̃1 b̃1 ã2 c̃2 b̃2 ã3 c̃3 b̃3 ã4 JN

4 0.5563 −1.4717 1.3887 2.9835 1.9918 0.9402 0.0030 0.0015 0.0003 −0.0001 −0.0001 0.0676

4(u) 0.5489 −1.4755 1.3903 2.9937 1.9964 0.9433 0.0023 0.0014 0.0003 −0.0001 −0.0001 0.0686

4(v) 0.5301 −1.4836 1.3687 2.9880 1.9962 0.9433 −0.0042 −0.0031 0.0001 0.0003 0.0002 0.0768

3 0.5334 −1.4804 1.2731 2.9871 1.9929 0.9710 0.0006 0.0003 0.0001 −0.0000 0.1310

3(u) 0.5256 −1.4844 1.2731 2.9943 1.9965 0.9726 0.0004 0.0002 0.0001 0.1321

3(v) 0.4999 −1.4929 1.2515 2.9834 1.9905 0.9710 −0.0022 −0.0015 0.1467

2 0.4925 −1.4927 1.1560 2.9769 1.9850 0.9851 0.0000 0.2866

2(u) 0.4876 −1.4954 1.1560 2.9798 1.9865 0.9864 0.2871

2(v) −1.8333 −1.2528 −0.6766 −0.0052 −0.0004 39.9039

1 −1.8316 −1.2522 −0.6736 −0.0047 39.9043

1(u) −1.9990 −1.3260 −0.7152 注: c̃4 = 0.0000 40.3466

1(v) −0.2292 −0.2409 b̃4 = 0.0000 77.7971

真值 0.5 −1.5 1 3 2 1 0 0 0 0 0
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表 2 为不同噪声干扰情形下的模型参数及其指
标函数辨识结果, 这里取 N = 2. 可见, 在中小噪声
(< 0.20) 干扰下, 参数辨识精度相当高, 强噪声 (>
0.35) 干扰时误差比较大. 对此, 在实际应用中, 可以
选用有效的信号降噪方法对辨识检测数据进行预处

理, 然后再进行辨识运算, 以获得更为理想的参数估
值, 提高辨识精度.
图 2 给出了当选取一个适当的最大可能阶次所

对应的结构参数时 (这里取 N = 4), 在不同强度噪
声下的 JN 与 N 的关系, 进一步更为细致地揭示了
NSR, JN , N 三者之间的变化特征. 显然, 噪声越
强, 辨识误差越大; 更为重要的是 JN 与 N 二者之

间具有完全一致的变化关系: 1) 指标函数是单调下
降的, 并且在与系统真实模型最优匹配的结构参数
N = 2 对应的 J2(v) 处出现突然下降, 即梯度变化最
为显著, 当估计阶次大于等于模型的真实阶次时, 指
标函数值基本上不再变化; 2)在数值上体现为: J1(v)

图 2 不同 NSR 情形的 JN 与 N 的比较

Fig. 2 Comparison of JN and N in different situations

> J1(u) > J1 > J2(v) À J2(u) ≈ J2 > J3(v) ≈ J3(u)

≈ J3 > J4(v) ≈ J4(u) ≈ J4.
基于第 3.2节的讨论,不仅可以确定系统模型阶

次为 2q = 1, 且模型结构中没有 β2 = 2q = 1 阶次
项; 同时, 也可确定噪声模型的阶次为 γ2 = 2q = 1.
从而相应的最优估计模型的参数即可确定.
综上所述, 仿真结果很好地验证了本文算法的

有效性.

5 总结与讨论

本文首先讨论了分数阶系统辨识的有色噪声模

型, 然后构造了具有 “移位性质” 的信息向量及信息
压缩矩阵, 给出了信息压缩矩阵分解变换的理论证
明与分析. 在此基础上, 提出了基于信息压缩矩阵交
替分解变换的系统结构、阶次与参数同时辨识的方

法. 算例仿真结果表明: 本文方法能够获得满意的
辨识结果, 具有良好的抑制噪声干扰能力; 不仅能够
准确地辨识系统模型的结构与阶次, 而且能够辨识
噪声模型的结构与阶次.
本文算法的特色在于, 能够从信息压缩矩阵中

便捷地、一次性获取所设定的不同阶次的模型参数

估计及其辨识偏差指标函数值, 同时辨识系统的结
构与参数; 由于只需进行一次矩阵求逆运算, 然后应
用简单的代数运算进行初等变换来处理信息压缩矩

阵, 因而具有方法简便、易于编程、计算量小的特点.
矩阵分解变换技术的运用, 使得算法具有良好的数
值计算品质, 提高了辨识精度.
由于 N 与 q 决定了信息压缩矩阵的维数, 因此

算法的计算量和辨识精度主要取决于 N 与 q 的取

值大小. 就理论角度而言, 精确模型的获得, 需要 q

足够小且 N 足够大. 然而 q 取值越小、N 越大, 计
算量越大. 在实际应用中, 应选取合适的 q 和 N , 以
实现辨识精度与速度的统一.但是,如何做到 “合适”

表 2 不同 NSR 的辨识结果及其比较 (N = 4, q = 0.5)

Table 2 Identification results and comparison of different NSR (N = 4, q = 0.5)

NSR b̃0 ã1 c̃1 b̃1 ã2 c̃2 b̃2 JN

0.05 0.5092 −1.4950 1.1693 2.9995 1.9999 0.9925 0.0000 0.0177

0.10 0.5111 −1.4921 1.1686 2.9955 1.9973 0.9912 0.0000 0.0713

0.15 0.5055 −1.4914 1.1639 2.9879 1.9923 0.9887 0.0000 0.1612

0.20 0.4925 −1.4927 1.1560 2.9769 1.9850 0.9851 0.0000 0.2866

0.25 0.4726 −1.4962 1.1435 2.9628 1.9755 0.9805 0.0000 0.4458

0.30 0.4462 −1.5016 1.1282 2.9459 1.9641 0.9749 0.0000 0.6364

0.35 0.4142 −1.5087 0.9685 2.9268 1.9511 0.8554 0.0000 0.8554

0.40 0.3775 −1.5173 1.0898 2.9057 1.9368 0.9616 −0.0000 1.0993

0.45 0.3370 −1.5271 1.0677 2.8834 1.9216 0.9541 −0.0000 1.3645

真值 0.5 −1.5 1 3 2 1 0 —
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却是比较棘手的难题. 作者认为, 采取 “先阶次、再
结构” 的两步策略是一可行的解决方案: 首先, 取一
个足够大的 N 值, 并选取一个比较大的 q 值, 通过
提取的 J 值获得模型阶次的粗略估计, 其目的在于
获取辨识对象最大可能阶次的先验知识. 由于此时
q 取值较大, 相应的信息压缩阵维数较小, 那么耗费
的运算量也不大, 但系统真实阶次的大致值已能在
J 值上得以很明确的体现; 然后, 根据对系统特性刻
画精细程度的实际要求选取一个比较小的 q 值, 并
利用已得阶次的大致值确定 N 值, 再应用辨识算法
获取最终满意的结构、阶次与参数综合辨识结果.
本文仅探讨了线性分数阶 SISO 系统时域辨识

问题,而针对更为复杂的非线性分数阶系统、MIMO
系统、状态方程模型的辨识还有待研究.
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