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带有色量测噪声的非线性系统Unscented卡尔曼滤波器

王小旭 1 梁 彦 1 潘 泉 1 赵春晖 1 李汉舟 1, 2

摘 要 传统 Unscented 卡尔曼滤波器 (Unscented Kalman filter, UKF) 要求噪声必须为高斯白噪声, 无法解决带有色

噪声的非线性系统滤波问题. 为此, 本文提出了一种带有色量测噪声的 UKF 滤波新算法. 首先, 基于量测信息增广和最

小方差估计, 推导出一类带有色量测噪声的非线性离散系统状态的最优滤波框架, 接着采用 Unscented 变换 (Unscented

transformation, UT) 来计算最优框架中的非线性状态后验均值和协方差, 进而得到有色量测噪声下 UKF 滤波递推公式. 所

设计的 UKF 新方法能有效地解决传统 UKF 在量测噪声有色情况下非线性滤波失效的问题, 数值仿真实例验证了其可行性和

有效性.
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Unscented Kalman Filter for Nonlinear Systems with

Colored Measurement Noise

WANG Xiao-Xu1 LIANG Yan1 PAN Quan1 ZHAO Chun-Hui1 LI Han-Zhou1, 2

Abstract Traditional unscented Kalman filter (UKF) calls for that noise should be Gaussian white one, and can not solve

nonlinear filtering problem with colored noise. For this reason, a new UKF filtering algorithm with colored measurement

noise is proposed. Firstly, optimal filtering framework for a class of nonlinear discrete-time systems with colored measure-

ment noise is derived on the basis of augmented measurement information and minimum mean square error estimation.

Secondly, filtering recursive formula of UKF with colored noise is proposed through applying unscented transformation

(UT) to calculation the posterior mean and covariance of the nonlinear state in this optimal framework. The proposed

UKF can effectively deal with the issue that traditional UKF is failure under the condition that measurement noise is

colored. A numerical simulation example also shows its feasibility and effectiveness.
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Unscented 卡尔曼滤波 (Unscented Kalman
filter, UKF) 是一种新兴的非线性滤波方法[1], 其核
心思想是采用 Unscented 变换 (Unscented trans-
formation, UT) 对非线性系统状态的后验均值和协
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方差进行近似, 即首先对状态先验分布抽取一定数
量的确定性样本, 称之为 Sigma 采样点, 且这些采
样点具有同系统状态先验分布相同的均值和协方差;
接着通过对这些 Sigma 点经非线性函数直接传递之
后的结果进行加权综合, 进而得到非线性状态估计.
理论上已经证明[2]: 不管系统非线性程度如何, UT
变换都能至少以二阶泰勒精度逼近任何非线性系

统状态的后验均值和协方差, 由此推断, UKF 的滤
波精度高于扩展卡尔曼滤波器 (Extended Kalman
filter, EKF), 特别适用于强非线性系统的状态估计
问题; 另外, UKF 在滤波过程中无需计算非线性函
数的雅可比矩阵, 比 EKF 更容易实现, 且不要求非
线性函数必须连续可微, 有效克服了 EKF 的理论局
限性, 因此, UKF 已得到国内外学者的广泛关注[3].
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一方面, Merwe 等[4] 提出了一种能克服滤波

器计算发散的平方根 UKF 算法, 有效提高了 UKF
的数值稳定性和计算效率; Cho 等[5] 将交互式多

模型算法[6] 引入到 UKF 设计中, 提出一种自适应
IIR (Infinite impulse response)/FIR (Finite im-
pulse response) 融合滤波算法, 以此来解决 UKF
在系统模型不确定时鲁棒性差的问题; 文献 [7−8]
分别基于极小化滤波残差之和的性能函数和极大

后验估计原理, 来求解噪声的先验统计特性, 从而
使 UKF 具有应对噪声统计未知时变的自适应能
力; 文献 [9] 提出了一种融合高斯过程回归的自适应
平方根 UKF 新算法, 其可以有效克服系统对动态
模型及噪声协方差先验知识的过度依赖; Hermoso-
Carazo 等[10] 推导了非线性离散系统存在量测数

据缺失情况下的 UKF 滤波算法, 数值仿真结果证
明了该算法精度优于传统基于一阶线性化的 EKF;
Teixeira 等[11] 提出了一种约束 UKF (Constrained
unscented Kalman filter, CUKF) 算法, 以此来解
决在状态受区间约束情况下[12] 非线性系统滤波问

题; Soken 等[13] 提出一种鲁棒 UKF 算法, 以此来
解决量测故障情况下卫星姿态估计问题.

另一方面, Leven 等[14] 将 UKF 用于多目标
跟踪中, 取得了优于 EKF 的跟踪精度; Petsios
等[15] 提出了基于交互式多模型 (Interactive mul-
tiple model, IMM) 的迭代 UKF 算法, 并将其用于
解决多目标跟踪中的数据关联问题; Tang 等[16] 建

立了一主一从两个空间飞行器六自由度相对运动方

程, 并用平方根 UKF 来估计两者的空间姿态和位
置; Kim 等[17] 用 UKF 代替 EKF 来解决机器人快
速视觉即时定位与地图构建 (Simultaneous local-
ization and mapping, SLAM) 导航问题; Schopp
等[18] 用 UKF 来估计无陀螺惯性测量单元中的角速
度信息; Ning 等[19] 将状态增广 UKF 用于月球车
自主天文导航中, 克服系统误差和随机误差的影响;
Murshed 等[20] 将 UKF 用于燃料电池系统的非线
性状态估计和控制中; Wang 等[21] 将 UKF 用于生
化反应过程监控和最优控制中; Kim 等[22] 将 UKF
应用于 CDMA 系统中, 以处理联合通道系数和时
延; Tripathy 等[23] 采用 UKF 对同步发电机转子角
进行估计; Simon[24] 将 UKF 用于飞机涡轮风扇发
动机故障诊断及健康评估中.

尽管上述关于 UKF 的文献已在理论创新及实
践应用方面取得了许多有意义的研究成果, 但需要
特别强调的是, 目前 UKF 及相关改进算法在滤波
计算时必须要求系统噪声和量测噪声均为高斯白噪

声, 都没有考虑噪声非高斯有色情况下的非线性滤
波设计问题, 故它们在处理有色噪声下非线性估计

方面缺乏相应的理论支撑; 在现实中, 实际系统所处
的运行环境千差万别, 噪声为白噪声的条件并不能
完全得到满足, 势必存在系统噪声或量测噪声为有
色噪声的情况, 如 GPS 多径参数估计中观测噪声就
是有色的[25], 而传统 UKF 在有色噪声条件下非线
性滤波将会失效, 因此, 讨论有色噪声条件下 UKF
的设计问题极具理论价值和现实意义. 然而遗憾的
是, 到目前为止, 针对此方面问题的解决方案, 国内
外相关文献报道甚少, 且存在明显的不足: 1) 要求
状态方程和量测方程其中之一为线性函数[26−27], 无
法解决状态方程和量测方程均为非线性函数下的有

色噪声估计问题; 2) 仍采用类似于 EKF 的一阶线
性化来对有色噪声进行白噪声化处理[25, 28], 故存在
计算雅可比矩阵的局限性, 尤其在系统具有强非线
性和高维数时, 滤波精度不佳, 数值稳定性差, 无法
体现 UT 变换精度高、实现简单的优点.

为此, 本文基于最小方差估计和 UT 变换设计
了一种带有色量测噪声的 UKF 滤波算法. 文中首
先采用量测信息扩增的方法将有色量测噪声转化为

白噪声, 进而将设计有色噪声条件下UKF 转化为量
测方程具有状态时滞的UKF 设计问题. 目前国内外
详细研究一般状态时滞意义下非线性状态最优估计

及基于 UT 变换近似的次优 UKF 滤波的相关文献
报道甚少, 为此, 本文基于最小方差估计准则, 详细
推导了量测方程存在状态时滞情况下非线性状态最

优滤波框架, 并应用 UT 变换来计算非线性最优滤
波中的状态后验均值和协方差, 进而得到有色噪声
条件下 UKF 滤波递推公式. 仿真实例验证了所设
计 UKF 滤波器的正确性和有效性.

1 问题阐述

考虑如下的非线性离散系统:
{

xxxk+1 = fffk(xxxk,uuuk) + ΓΓΓkwwwk

zzzk = hhhk(xxxk) + vvvk

(1)

其中, xxxk ∈ Rn 与 zzzk ∈ Rm 分别为系统状态向量和

量测向量; uuuk ∈ Rl 为控制输入向量; wwwk ∈ Rp 和

vvvk ∈ Rm 分别为系统噪声和量测噪声; ΓΓΓk 是 n × p

维噪声输入矩阵. wwwk 是高斯白噪声, vvvk 为有色噪

声, 且满足方程

vvvk = ψψψk,k−1vvvk−1 + ζζζk−1 (2)

其中, ζζζk 是高斯白噪声. wwwk 和 ζζζk 互不相关, 它们统
计特性为 wwwk ∼ N(qqqk,QQQk) 和 ζζζk ∼ N(rrrk,RRRk). 初始
状态 xxx0 与wwwk, vvvk 互不相关, 且 xxx0 ∼ N(x̂xx0,PPP 0).
问题是基于最小方差估计准则, 利用量测值

ZZZk+1 = {zzz1, zzz2, · · · , zzzk+1} 和UT 变换, 设计有色噪
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声条件下 UKF 滤波器 x̂xxk+1.
注 1. 有色噪声模型 (2) 是典型的一阶自回归

(Autoregressive, AR) 模型, 其普遍存在于诸如信
号处理[25]、目标跟踪[29]、语音增强[26−27] 等非线性

随机系统中, 这是因为:
1) 在高量测采样频率下, 外部干扰在两个相邻

采样时间间隔内没有发生变化, 此时这两个相邻时
刻下的噪声特性是相关的, 即量测噪声在时间方向
上是相关的, 其可以表示为模型 (2) 所示的数学关
系. 此方面例子见文献 [29−30] 中目标跟踪及文献
[26−27] 中语音增强.

2) 反馈控制往往会引入有色噪声, 如图 1.

图 1 有色噪声模型

Fig. 1 Model of colored noise

例如在GPS多径延迟非线性估计中[25],量测噪
声的形成如图 1 所示, ζ(t) = nc(t) 为输入噪声 n(t)
经本地码扩频后的结果, ψ(t) = BIpf 为积分累加器

等效的低通滤波器带宽. 对连续系统离散化后, 量测
噪声可用模型 (2) 来描述, 其中 ψψψk,k−1 = e−4tBIpf

为对角矩阵, 4t 为积分累加时间, 协方差阵 Rk 和

n(t) 的具体含义见文献 [31].

2 带有色噪声的非线性状态最优高斯滤波

2.1 有色量测噪声白化

采用量测信息扩增的方法来实现量测有色噪声

的白噪声化. 由量测方程可知:

vvvk = zzzk − hhhk(xxxk) (3)

于是有

zzzk+1 = hhhk+1(xxxk+1) + vvvk+1 =

hhhk+1(xxxk+1) + ψψψk+1,kvvvk + ζζζk =

hhhk+1(xxxk+1) + ψψψk+1,k[zzzk − hhhk(xxxk)] + ζζζk =

hhhk+1(xxxk+1)−ψψψk+1,khhhk(xxxk) + ψψψk+1,kzzzk + ζζζk

(4)

令扩增量测信息为

zzz∗k+1 = zzzk+1 −ψψψk+1,kzzzk (5)

并对式 (4) 进行整理, 则量测方程可以写为

zzz∗k+1 = hhhk+1(xxxk+1)−ψψψk+1,khhhk(xxxk) + ζζζk (6)

于是带有色量测噪声的非线性系统 (1) 就转化为如
下非线性时滞系统:

{
xxxk+1 = fffk(xxxk,uuuk) + ΓΓΓkwwwk

zzz∗k+1 = hhhk+1(xxxk+1)−ψψψk+1,khhhk(xxxk) + ζζζk

(7)

其中, wwwk 与 ζζζk 为互不相关的高斯白噪声; 且初始状
态 xxx0 与wwwk, ζζζk 也互不相关.
显然 ZZZk+1 = {zzz1, zzz2, · · · , zzzk+1} 与 ZZZ∗

k+1 =
{zzz∗1, zzz∗2, · · · , zzz∗k+1} 所包含的量测信息是等价的, 因
此设计基于非线性系统 (1) 和量测信息 ZZZk+1 的有

色噪声条件下的 UKF 就等价于设计基于非线性时
滞系统 (7) 和量测信息 ZZZ∗

k+1 的 UKF 滤波算法.
下面首先基于 ZZZ∗

k+1 = {zzz∗1, zzz∗2, · · · , zzz∗k+1} 和假
设后验概率密度函数 p(xxxk|ZZZ∗

k) 和 p(zzz∗k+1|ZZZ∗
k) 均为

高斯分布, 根据最小方差估计准则来推导非线性时
滞系统 (7) 的状态最优高斯滤波框架; 接着采用 UT
变换来对最优滤波框架中, 状态后验均值和协方差
进行近似, 进而得到有色噪声条件下非线性系统 (1)
的 UKF 滤波递推公式.

2.2 有色噪声下非线性状态最优高斯滤波器

引理 1. 假设矩阵 A ∈ Rn, B ∈ Rm×n, C ∈
Rm, 如果 A 和 C 为对称可逆阵, 且 A − BC−1BT

可逆, 那么有如下结论成立:

1) C − BTA−1B 及 D =

[
A B

BT C

]
均可逆,

且

D−1 =

[
(A−BC−1BT)−1

−C−1BT(A−BC−1BT)−1

−A−1B(C −BTA−1B)−1

(C −BTA−1B)−1

]
(8)

2) D−1 −
[

0 0
0 C−1

]
= [In −BC−1]T×

(A−BC−1BT)−1
[
In −BC−1

]
(9)

证明. 因为 A, C 及 A−BC−1BT 均可逆, 故

|D| = |A| · |C −BTA−1B| =
|C| · |A−BC−1BT| 6= 0 (10)

即 D 可逆, 显然 |C −BTA−1B| 6= 0, 于是
C −BTA−1B 也可逆; 从式 (8) 出发, 容易推出
DD−1 = D−1D = In+m, 即结论 1) 成立.
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注意到以下两式成立:

A−1B(C −BTA−1B)−1 = (A−BC−1BT)−1×
(A−BC−1BT)A−1B(C −BTA−1B)−1 =

(A−BC−1BT)A−1BC−1 (11)

C−1BT(A−BC−1BT)−1BC−1 =

C−1BTA−1B(C −BTA−1B)−1 =

(C −BTA−1B)−1 − C−1C(C −BTA−1B)−1+

C−1BTA−1B(C −BTA−1B)−1 =

(C −BTA−1B)−1 − C−1 (12)

利用式 (8) 将式 (9) 两边展开, 根据式 (11) 和
式 (12) 即可得结论 2) 成立. ¤
假设 1. 条件概率密度 p(xxxk+1|ZZZ∗

k) 和
p(zzz∗k+1|ZZZ∗

k)均服从高斯分布, 即

p(xxxk+1|ZZZ∗
k) = N(xxxk+1; x̂xxk+1|k,PPP k+1|k) (13)

p(zzz∗k+1|ZZZ∗
k) = N(zzz∗k+1; ẑzz

∗
k+1|k,PPP z̃zz∗k+1

) (14)

其中在最小方差估计准则下, x̂xxk+1|k 和 PPP k+1|k 表示
状态预测及协方差:

x̂xxk+1|k = E[xxxk+1|ZZZ∗
k],PPP k+1|k = E[x̃xxk+1|kx̃xx

T
k+1|k|ZZZ∗

k]
(15)

及 ẑzz∗k+1|k 和PPP z̃zz∗k+1
表示扩增量测输出预测及协方差:

ẑzz∗k+1|k = E[zzz∗k+1|ZZZ∗
k],PPP z̃zz∗k+1

= E[z̃zz∗k+1|k(z̃zzk+1|k)T|ZZZ∗
k]

(16)

显 然, xxxk+1 和 zzz∗k+1 的 联 合 后 验 概 率

p(xxxk+1, zzz
∗
k+1|ZZZ∗

k) 也服从高斯分布. 令 MMMk+1|k =[
PPP k+1|k PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1

PPPT
x̃xxk+1z̃zz∗k+1

PPP z̃zz∗k+1

]
, PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1

表示状态预测

和扩增量测输出预测之间的互协方差, 于是:

p(xxxk+1, zzz
∗
k+1|ZZZ∗

k) =

N

((
xxxk+1

zzz∗k+1

)
;

(
x̂xxk+1|k
ẑzz∗k+1|k

)
,MMMk+1|k

)
(17)

其中

PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1
= E[x̃xxk+1|k(z̃zz

∗
k+1|k)

T|ZZZ∗
k] (18)

假设 2. PPP k+1|k, PPP z̃zz∗k+1
及 PPP k+1|k −PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1

×
PPP−1

z̃zz∗k+1
PPPT

x̃xxk+1z̃zz∗k+1
均可逆.

在式 (6) 中, 量测 zzz∗k+1 是 xxxk+1 及 xxxk 的函数,
因此为了计算 ẑzz∗k+1|k, PPP z̃zz∗k+1

和 PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1
, 必须对状

态进行扩维, 构造一个新的状态向量:

xxxa
k+1 =

[
xxxk+1

xxxk

]
(19)

在最小方差估计意义下, 定义增广状态一步预测
x̂xxa

k+1|k 及 PPP a
k+1|k 协方差为

x̂xxa
k+1|k = E[xxxa

k+1|ZZZ∗
k],

PPP a
k+1|k = E[x̃xxa

k+1|k(x̃xx
a
k+1|k)

T|ZZZ∗
k] (20)

其中, x̃xxa
k+1|k = xxxa

k+1 − x̂xxa
k+1|k.

定理 1. 基于最小方差估计准则和量测值

ZZZ∗
k+1 = {zzz∗1, zzz∗2, · · · , zzz∗k+1}, 在假设 1 和假设 2 情
况下, 非线性时滞系统 (7) 的状态最优高斯滤波框
架为

1) 状态一步预测及误差协方差为
{

x̂xxk+1|k = E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗
k] + ΓΓΓkqqqk

PPP k+1|k = E[ΛΛΛkΛΛΛ
T
k |ZZZ∗

k] + ΓΓΓkQQQkΓΓΓ
T
k

(21)

其中, ΛΛΛk = fffk(xxxk,uuuk)− E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗
k].

2) 增广状态 xxxa
k+1 的一步预测及误差协方差为

x̂xxa
k+1|k =

[
E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗

k]
x̂xxk

]
+

[
ΓΓΓk

0

]
qqqk (22)

PPP a
k+1|k =


 PPP k+1|k

{
E[x̃xxkΛΛΛ

T
k |ZZZ∗

k]
}T

E[x̃xxkΛΛΛ
T
k |ZZZ∗

k] PPP k




(23)

3) 输出预测及误差协方差阵为




ẑzz∗k+1|k = E[hhh∗k+1(xxx
a
k+1)|ZZZ∗

k] + rrrk+1

PPP z̃zz∗k+1
= E[ΘΘΘk+1ΘΘΘ

T
k+1|ZZZ∗

k] + RRRk+1

PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1
= E[x̃xxk+1|kΘΘΘ

T
k+1|ZZZ∗

k]

(24)

其中
{

hhh∗k+1(xxx
a
k+1) = hhhk+1(xxxk+1)−ψψψk+1,khhhk(xxxk)

ΘΘΘk+1 = hhh∗k+1(xxx
a
k+1)− E[hhh∗k+1(xxx

a
k+1)|ZZZ∗

k]
(25)

4) 在获得新量测值 zzz∗k+1 后, 进行滤波更新:




x̂xxk+1 = x̂xxk+1|k + KKKk+1(zzz∗k+1 − ẑzz∗k+1|k)

KKKk+1 = PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1
PPP−1

z̃zz∗k+1

PPP k+1 = PPP k+1|k −KKKk+1PPP z̃zz∗k+1
KKKT

k+1

(26)

其中, KKKk+1 为滤波增益矩阵.
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证明. 根据贝叶斯公式可知:

p(xxxk+1|ZZZ∗
k+1) =

p(xxxk+1, zzz
∗
k+1|ZZZ∗

k)
p(zzz∗k+1|ZZZ∗

k)
(27)

根据假设 1 和假设 2 及引理 1 中式 (10) 对式
(17) 进行重新整理, 不难得到:

p(xxxk+1, zzz
∗
k+1|ZZZ∗

k) =
1

(
(2π)n

∣∣∣PPP k+1|k −PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1
PPP−1

z̃zz∗k+1
PPPT

x̃xxk+1z̃zz∗k+1

∣∣∣
) 1

2
×

exp


−1

2

(
x̃xxk+1|k
z̃zz∗k+1|k

)T(
MMM−1

k+1|k −
(

0 0
0 PPP−1

z̃zz∗k+1

))
×

(
x̃xxk+1|k
z̃zz∗k+1|k

)]
p(zzz∗k+1|ZZZ∗

k) (28)

其中, x̃xxk+1|k = xxxk+1−x̂xxk+1|k, z̃zz
∗
k+1|k = zzz∗k+1−ẑzz∗k+1|k.

将上式带入到式 (27), 同时利用引理 1 中式 (9), 计
算整理可得:

p(xxxk+1|ZZZ∗
k+1) = N(xxxk+1; x̂xxk+1,PPP k+1) (29)

其中, 在最小方差估计意义下, 根据高斯分布计算规
则, 状态估计 x̂xxk+1 及协方差阵 PPP k+1 为

x̂xxk+1 = E[xxxk+1|ZZZ∗
k+1] =

∫
xxxk+1p(xxxk+1|ZZZ∗

k+1)dxxxk+1 =

x̂xxk+1|k + PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1
PPP−1

z̃zz∗k+1
(zzz∗k+1 − ẑzz∗k+1|k) (30)

PPP k+1 = E[x̃xxk+1x̃xx
T
k+1|ZZZ∗

k+1] =
∫

x̃xxk+1x̃xx
T
k+1p(xxxk+1|ZZZ∗

k+1)dxxxk+1 =

PPP k+1|k −PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1
PPP−1

z̃zz∗k+1
PPPT

x̃xxk+1z̃zz∗k+1
(31)

其中, x̃xxk+1 = xxxk+1 − x̂xxk+1. 根据 kkkk+1 的表达式对

式 (30) 和式 (31) 进行整理即可得式 (26).
下面重点来计算状态预测、输出预测及相应的

协方差. 首先, 根据式 (15)中 x̂xxk+1|k 的定义及式 (1)
中状态方程可知:

x̂xxk+1|k = E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗
k] + ΓΓΓkE[wwwk|ZZZ∗

k] (32)

注意到wwwk 与ZZZ∗
k 互不相关,则 E[wwwk|ZZZ∗

k] = E[wwwk] =
qqqk. 定义 ΛΛΛk = fffk(xxxk,uuuk)− E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗

k], 则一
步预测误差为

x̃xxk+1|k = xxxk+1 − x̂xxk+1|k = ΛΛΛk + ΓΓΓk(wwwk − qqqk) (33)

由于 wwwk 与 ΛΛΛk 也相互独立, 于是将式 (33) 带入式
(15) 所示 PPP k+1|k 的定义中即可得到式 (21).
接着, 为了计算 ẑzz∗k+1|k, PPP z̃zz∗k+1

和 PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1
, 构

造扩维状态向量 xxxa
k+1 如式 (19), 则式 (7) 可写为





xxxa
k+1 =

[
xxxk+1

xxxk

]
=

[
fffk(xxxk,uuuk)

xxxk

]
+

[
ΓΓΓk

0

]
wwwk

zzz∗k+1 = hhh∗k+1(xxx
a
k+1) + ζζζk

(34)
其中, 非线性函数 hhh∗k+1(·) 的含义已由式 (25) 给出.
根据式 (20) 中 x̂xxa

k+1|k 和PPP a
k+1|k 定义及式 (32) 和式

(33) 可得:

x̂xxa
k+1|k = E[xxxa

k+1|ZZZ∗
k] =

[
E(xxxk+1|ZZZ∗

k)
E(xxxk|ZZZ∗

k)

]
=

[
x̂xxk+1|k

x̂xxk

]
=

[
E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗

k]
x̂xxk

]
+

[
ΓΓΓk

0

]
qqqk (35)

同时注意到wwwk 与 x̃xxk 互不相关, 那么:

E[x̃xxkx̃xx
T
k+1|k|ZZZ∗

k] =

E
{
x̃xxk[ΛΛΛk + ΓΓΓk(wwwk − qqqk)]

T|ZZZ∗
k

}
= E[x̃xxkΛΛΛ

T
k |ZZZ∗

k]
(36)

PPP a
k+1|k = E[x̃xxa

k+1|k(x̃xx
a
k+1|k)

T|ZZZ∗
k] =

E

{[
x̃xxk+1|k

x̃xxk

]
[
x̃xxT

k+1|k x̃xxT
k

]
∣∣∣∣∣ZZZ

∗
k

}
=


 PPP k+1|k

{
E[x̃xxkΛΛΛ

T
k |ZZZ∗

k]
}T

E[x̃xxkΛΛΛ
T
k |ZZZ∗

k] PPP k


 (37)

最后, 根据 ζζζk 与ZZZ∗
k 相互独立, 将式 (1) 中量测

方程带入式 (16) 所示的 ẑzz∗k+1|k 定义中, 可得:

ẑzz∗k+1|k = E[hhh∗k+1(xxx
a
k+1)|ZZZ∗

k] + E[ζζζk|ZZZ∗
k] =

E[hhh∗k+1(xxx
a
k+1)|ZZZ∗

k] + rrrk+1 (38)

其中

E[hhh∗k+1(xxx
a
k+1)|ZZZ∗

k] = E[hhhk+1(xxxk+1)|ZZZ∗
k]−

ψψψk+1,kE[hhhk(xxxk)|ZZZ∗
k] (39)

定义

ΘΘΘk+1 = hhh∗k+1(xxx
a
k+1)− E[hhh∗k+1(xxx

a
k+1)|ZZZ∗

k] =

hhhk+1(xxxk+1)− E[hhhk+1(xxxk+1)|ZZZ∗
k]−

ψψψk+1,k {hhhk(xxxk)− E[hhhk(xxxk)|ZZZ∗
k]} (40)
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于是输出预测误差为

z̃zz∗k+1|k = zzz∗k+1 − ẑzz∗k+1|k = ΘΘΘk+1 + ζζζk − rrrk (41)

同时注意到 ζζζk 与ΘΘΘk+1 和 z̃zzk+1|k 也互不相关, 将式
(41) 带入式 (16) 及式 (18), 整理可得式 (24). ¤

注 2. 不难看出, 定理 1 给出了一种基于非线
性时滞系统模型 (7) 的最优高斯滤波框架, 由于模
型 (7) 与模型 (1) 的等价性, 因此, 定理 1 中的结
果就是有色量测噪声下非线性状态最优高斯滤波

框架. 而最优框架中 E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗
k], E[ΛΛΛkΛΛΛ

T
k |ZZZ∗

k]
及 E[x̃xxkΛΛΛ

T
k |ZZZ∗

k] 表示 k 时刻状态估计先验分布 (x̂xxk

和 PPP k) 经非线性状态函数 fffk(·) 传递之后的后验均
值、自协方差和互协方差; 同理, E[hhh∗k+1(xxx

a
k+1)|ZZZ∗

k],
E[ΘΘΘk+1ΘΘΘ

T
k+1|ZZZ∗

k]和 E[x̃xxk+1|kΘΘΘ
T
k+1|ZZZ∗

k]表示 k+1时
刻增广状态预测先验分布 x̂xxa

k+1|k 和 PPP a
k+1|k 经非线

性量测函数 hhh∗k+1(·) 传递之后的后验均值、自协方
差和互协方差. 对于线性系统, 它们可以通过线性传
递精确已知, 所得的滤波器即为有色噪声下Kalman
滤波; 而对于非线性系统来说, 求解上述后验均值及
协方差需要计算非线性函数的多维积分, 而函数的
非线性会导致计算多维积分难于实现, 几乎不可能
得到上述后验分布的解析表达式[32], 因此只能通过
一些方法近似计算, 如 UT 变换等, 相应地所获得的
滤波器即为 UKF.
如式 (4) 所示, 因为在对有色噪声进行白化过

程中引入了状态时滞, 故定理 1 在计算输出预测时
需要对状态进行扩维处理, 而滤波计算量会随着状
态维数增加而呈现指数增长. 为了降低计算量, 借鉴
文献 [25, 28] 中的思路, 采用一阶线性化方法来对有
色噪声进行白化, 可得如下结论:
定理 2. 如果采用一阶泰勒级数来近似表示非

线性函数 hhhk+1(xxxk+1), 即

hhhk+1(xxxk+1) ≈ hhhk+1(x̂xxk+1|k) + HHHk+1(xxxk+1 − x̂xxk+1|k)
(42)

其中, HHHk+1 = ∂hhhk+1(xxxk+1)

∂xxxk+1

∣∣∣
xxxk+1=x̂xxk+1|k

, 那么定理 1

中所示的非线性状态高斯滤波框架变为

1) 状态一步预测及误差协方差

{
x̂xxk+1|k = E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗

k] + ΓΓΓkqqqk

PPP k+1|k = E[ΛΛΛkΛΛΛ
T
k |ZZZ∗

k] + ΓΓΓkQQQkΓΓΓ
T
k

(43)

其中, ΛΛΛk = fffk(xxxk,uuuk)− E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗
k].

2) 输出预测及误差协方差阵




ẑzz∗k+1|k = hhhk+1(x̂xxk+1|k)−ψψψk+1,kE[hhhk(xxxk)|ZZZ∗
k]+

rrrk+1

PPP z̃zz∗k+1
= E[(HHHk+1ΛΛΛk −ψψψk+1,kΩΩΩk)×

(HHHk+1ΛΛΛk −ψψψk+1,kΩΩΩk)T|ZZZ∗
k]+

HHHk+1ΓΓΓkQQQkΓΓΓ
T
kHHHT

k+1 + RRRk+1

PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1
= E[ΛΛΛk(HHHk+1ΛΛΛk −ψψψk+1,kΩΩΩk)T|ZZZ∗

k]+

ΓΓΓkQQQkΓΓΓ
T
kHHHT

k+1

(44)
其中, ΩΩΩk = hhhk(xxxk)− E[hhhk(xxxk)|ZZZ∗

k].
3) 在获得新量测值 zzz∗k+1 后, 进行如式 (26) 所

示的滤波更新.
证明. 根据定理 1, 将式 (42) 带入到式 (39) 及

式 (40) 中, 并注意到式 (33), 显然可以得到:




E[hhh∗k+1(xxx
a
k+1)|ZZZ∗

k] = hhhk+1(x̂xxk+1|k)−
ψψψk+1,kE[hhhk(xxxk)|ZZZ∗

k]

ΘΘΘk+1 = HHHk+1ΛΛΛk −ψψψk+1,kΩΩΩk+

HHHk+1(wwwk − qqqk)

(45)

注意到 wwwk 与 ΛΛΛk 和 ΩΩΩk 均互不相关, 于是将式 (45)
带入到式 (24) 即可得式 (44) 成立. ¤
注 3. 对定理 2 中式 (44) 展开会出现

E[ΩΩΩkΩΩΩ
T
k |ZZZ∗

k] 及 E[ΛΛΛkΩΩΩ
T
k |ZZZ∗

k]. E[hhhk(xxxk)|ZZZ∗
k] 及

E[ΩΩΩkΩΩΩ
T
k |ZZZ∗

k] 表示 k 时刻状态估计先验分布 (x̂xxk 和

PPP k) 经非线性量测函数 hhhk(·) 传递之后的后验均值
及协方差; 而 E[ΛΛΛkΩΩΩ

T
k |ZZZ∗

k] 表示 x̂xxk 和 PPP k 经 fffk(·)
及 hhhk(·) 传递之后的后验互协方差. 对于非线性系
统, 可以采用 UT 变换来近似计算它们.

3 带有色量测噪声的UKF

3.1 UT变换[1]

设 n 维随机向量 xxx ∼ N(x̄xx,PPPxxx) 为m 维随机向

量 yyy 的某一非线性函数:

yyy = ggg(xxx) (46)

xxx 的统计特性为 (x̄xx,PPPxxx), 其通过非线性函数 ggg(·) 传
播得到 yyy 的统计特性 (ȳyy,PPPyyy). UT 变换就是根据一
定采样策略, 首先对先验分布 (x̄xx,PPPxxx) 抽取一系列的
采样点 ξξξi (i = 0, 1, · · · , L), 称其为 Sigma 点, L 为

样本个数; 接着计算 ξξξi 经 ggg(·) 传播后的结果 γγγi; 然
后基于 γγγi 来近似计算 (ȳyy,PPPyyy).

在 UT 变换算法中, 最重要的是确定 Sigma 点
的采样策略, 也就是确定使用 Sigma 点的个数、位
置以及相应的权值. 目前已有的 Sigma 采样策略[3]
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有对称采样、单形采样、3 阶矩偏度采样以及高斯
分布 4 阶矩对称采样等. 其后, 为了保证输出变量 z

协方差的半正定性, 提出了对上述基本采样策略进
行比例修正的算法框架. 以常用的对称采样策略为
例, 对 (x̄xx,PPPxxx) 的抽样方法如下:





ξξξ0 = x̄xx,

ξξξi = x̄xx +
(√

(n + κ)PPPxxx

)
i
,

ξξξi+n = x̄xx−
(√

(n + κ)PPPxxx

)
i
,

i = 1, 2, · · · , n

(47)
显然对称采样下 L = 2n, 且对应于 ξξξi 的权值为

W m
i = W c

i =





κ

n + κ
, i = 0

1
2(n + κ)

, i 6= 0
(48)

其中, W m
i 和W c

i 分别为求一阶和二阶统计特性时

的权系数; κ 为比例系数, 用于调节 ξξξi 和 x̄xx 之间的

距离;
(√

(n + κ)PPPxxx

)
i
为

√
(n + κ)PPPxxx 的平方根矩

阵的第 i 行或列.
UT 变换实现过程描述如下:
1) 根据所选择的采样策略, 利用 xxx 的统计特性

(x̄xx,PPPxxx) 来计算 Sigma 采样点 ξξξi (i = 0, 1, · · · , L).
2) 计算 ξξξi 通过非线性函数 ggg(·) 的传播结果:

γγγi = ggg(ξξξi), i = 0, 1, · · · , L (49)

于是, 后验均值 ȳyy、协方差 PPPyyy 及互协方差 PPPxxxyyy 为

ȳyy =
L∑

i=0

W m
i γγγi (50)

PPPyyy =
L∑

i=0

W c
i (γγγi − ȳyy)(γγγi − ȳyy)T (51)

PPPxxxyyy =
L∑

i=0

W c
i (ξξξi − x̄xx)(γγγi − ȳyy)T (52)

上述 UT 变换中, 应用不同的采样策略区别仅
在于第 1) 步和后续计算的 Sigma 点个数 L.

3.2 有色噪声条件下UKF

推论 1. 基于定理 1 和 UT 变换, 带有色量测
噪声的非线性离散系统 (1) 的 UKF 滤波递推计算
公式如下:

1) 选择 UT 变换 Sigma 点采样策略[2]

2) 状态预测
由定理 1 中式 (21) ∼ (23) 可知, 计算 k + 1

时刻状态估计 x̂xxk+1|k, PPP k+1|k 及增广状态 x̂xxa
k+1|k,

PPP a
k+1|k 的关键是如何计算 k 时刻状态估计先验分

布 x̂xxk 和 PPP k, 经非线性状态函数 fffk(·) 传递之后的
后验均值 E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗

k] 和协方差 E[ΛΛΛkΛΛΛ
T
k |ZZZ∗

k]
及 E[x̃xxkΛΛΛ

T
k |ZZZ∗

k], 为此可采用 UT 变换来实现, 即
将 fffk(·) 类比为式 (46) 中非线性函数 ggg(·), 状
态 xxxk 类比于变量 xxx, 相应地将 E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗

k],
E[ΛΛΛkΛΛΛ

T
k |ZZZ∗

k]和 E[x̃xxkΛΛΛ
T
k |ZZZ∗

k]类比于UT变换中的 ȳyy,
PPPyyy 和 PPPxxxy, 于是它们可根据式 (50) ∼ (52) 近似计
算得到, 具体步骤如下.
按照第 1) 步所选择的 Sigma 点采样策略, 由

x̂xxk 和 PPP k 来计算 Sigma 点 ξξξi,k (i = 0, 1, · · · , L), 其
通过非线性状态函数 fffk(·) 传播为 γγγi,k+1|k, 于是

γγγi,k+1|k = fffk(ξξξi,k,uuuk), i = 0, 1, · · · , L (53)

E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗
k] =

L∑
i=0

W m
i γγγi,k+1|k =

L∑
i=0

W m
i fffk(ξξξi,k,uuuk) (54)

E[ΛΛΛkΛΛΛ
T
k |ZZZ∗

k] =
L∑

i=0

W c
i

{
(γγγi,k+1|k − E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗

k])×

(γγγi,k+1|k − E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗
k])

T
}

(55)

E[x̃xxkΛΛΛ
T
k |ZZZ∗

k] =
L∑

i=0

W c
i

{
(ξξξi,k − x̂xxk)×

(γγγi,k+1|k − E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗
k])

T
}

(56)

将式 (53) ∼ (56) 代入式 (21) ∼ (23) 中即可得到
状态预测 x̂xxk+1|k 及协方差 PPP k+1|k、增广状态预测
x̂xxa

k+1|k 及协方差 PPP a
k+1|k.

3) 状态估计
由定理 1 中式 (24) 可知, 计算 k + 1 时刻状

态估计值 x̂xxk+1 及协方差 PPP k+1 的关键是如何计

算 k + 1 时刻增广状态预测值先验分布 (x̂xxa
k+1|k 和

PPP a
k+1|k) 经非线性量测函数 hhh∗k+1(·) 传递之后的后验
均值 E[hhh∗k+1(xxx

a
k+1)|ZZZ∗

k] 和协方差 E[ΘΘΘk+1ΘΘΘ
T
k+1|ZZZ∗

k]
及 E[x̃xxk+1|kΘΘΘ

T
k+1|ZZZ∗

k], 为此采用 UT 变换来实现, 具
体实现如下:
已知由第 2) 步已经计算得到 x̂xxa

k+1|k 及 PPP a
k+1|k,

按照第 1) 步所选择的 Sigma 点采样策略, 由
x̂xxa

k+1|k 和 PPP a
k+1|k 来计算 Sigma 点 ξξξa

i,k+1|k (i =
0, 1, · · · , L). 可将 ξξξa

i,k+1|k 表示为

ξξξa
i,k+1|k =

[
ξξξ

x̂xxk+1|k
i,k+1|k

ξξξx̂xxk

i,k+1|k

]
, i = 0, 1, · · · , L (57)
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其中, ξξξ
x̂xxk+1|k
i,k+1|k 对应 x̂xxa

k+1|k 中 x̂xxk+1|k 的 Sigma 采样

点, 其通过非线性量测函数 hhhk+1(·) 传递为 χχχ
x̂xxk+1|k
i,k+1|k;

而 ξξξx̂xxk

i,k+1|k 对应 x̂xxa
k+1|k 中 x̂xxk 的 Sigma 采样点, 其通

过非线性量测函数 hhhk(·) 传递为 χχχx̂xxk

i,k+1|k, 即

{
χχχ

x̂xxk+1|k
i,k+1|k = hhhk+1(ξξξ

x̂xxk+1|k
i,k+1|k),

χχχx̂xxk

i,k+1|k = hhhk(ξξξ
x̂xxk

i,k+1|k),
i = 0, 1, · · · , L (58)

接着根据式 (50) ∼ (52) 由 χχχ
x̂xxk+1|k
i,k+1|k, χχχx̂xxk

i,k+1|k
来计算后验均值 E[hhh∗k+1(xxx

a
k+1)|ZZZ∗

k]、自协方差
E[ΘΘΘk+1ΘΘΘ

T
k+1|ZZZ∗

k] 及互协方差 E[x̃xxk+1|kΘΘΘ
T
k+1|ZZZ∗

k]:

E[hhhk+1(xxxk+1)|ZZZ∗
k] =

L∑
i=0

W m
i χχχ

x̂xxk+1|k
i,k+1|k =

L∑
i=0

W m
i hhhk+1(ξξξ

x̂xxk+1|k
i,k+1|k) (59)

E[hhhk(xxxk)|ZZZ∗
k] =

L∑
i=0

W m
i χχχx̂xxk

i,k+1|k =

L∑
i=0

W m
i hhhk(ξξξ

x̂xxk

i,k+1|k) (60)

E[hhh∗k+1(xxx
a
k+1)|ZZZ∗

k] =
L∑

i=0

W m
i χχχ

x̂xxk+1|k
i,k+1|k−

ψψψk+1,k

L∑
i=0

W m
i χχχx̂xxk

i,k+1|k=
L∑

i=0

W m
i hhhk+1(ξξξ

x̂xxk+1|k
i,k+1|k)−

ψψψk+1,k

L∑
i=0

W m
i hhhk(ξξξ

x̂xxk

i,k+1|k) (61)

令

θθθi,k+1|k = χχχ
x̂xxk+1|k
i,k+1|k − E[hhhk+1(xxxk+1)|ZZZ∗

k]−
ψψψk+1,k(χχχ

x̂xxk

i,k+1|k − E[hhhk(xxxk)|ZZZ∗
k]) (62)

于是

E[ΘΘΘk+1ΘΘΘ
T
k+1|ZZZ∗

k] =
L∑

i=0

W c
i θθθi,k+1|kθθθ

T
i,k+1|k (63)

E[x̃xxk+1|kΘΘΘ
T
k+1|ZZZ∗

k] =
L∑

i=0

W c
i (ξξξx̂xxk+1|k

i,k+1|k − x̂xxk+1|k)θθθ
T
i,k+1|k (64)

将式 (59) ∼ (64) 代入式 (24) ∼ (26) 中即可得到状
态估计 x̂xxk+1 及协方差 PPP k+1.

推论 2. 基于定理 2 和 UT 变换, 带有色量测
噪声的非线性离散系统 (1) 的 UKF 滤波递推计算
公式如下:

1) 选择 UT 变换 Sigma 点采样策略[2]

2) 状态预测和输出预测
按照第 1) 步所选择的 Sigma 点采样策略, 由

x̂xxk 和 P̂PP k 来计算 Sigma 点 ξξξi,k (i = 0, 1, · · · , L), 其
通过 fffk(·) 及 hhhk(·) 传播为 γγγi,k+1|k 及 δδδi,k+1|k, 于是
状态预测可通过式 (53) ∼ (55) 计算得到, 而输出预
测可通过下面方法得到:

δδδi,k+1|k = hhhk(ξξξi,k), i = 0, 1, · · · , L (65)

E[hhhk(xxxk)|ZZZ∗
k] =

L∑
i=0

W m
i δδδi,k+1|k =

L∑
i=0

W m
i hhhk(ξξξi,k) (66)

E[ΩΩΩkΩΩΩ
T
k |ZZZ∗

k] =
L∑

i=0

W c
i

{
(δδδi,k+1|k − E[hhhk(xxxk)|ZZZ∗

k])×

(δδδi,k+1|k − E[hhhk(xxxk)|ZZZ∗
k])

T
}

(67)

E[ΛΛΛkΩΩΩ
T
k |ZZZ∗

k] =
L∑

i=0

{
(γγγi,k+1|k − E[fffk(xxxk,uuuk)|ZZZ∗

k])×

(δδδi,k+1|k − E[hhhk(xxxk)|ZZZ∗
k])

T
}

(68)

将式 (66) ∼ (68) 联同式 (55) 代入式 (44) 中, 即可
得到输出预测 ẑzz∗k+1|k 及协方差 PPP z̃zz∗k+1

, PPP x̃xxk+1z̃zz∗k+1
.

3) 在获得新量测值 zzz∗k+1 后, 进行如式 (26) 所
示的滤波更新.
注 4. 将推论 1 称为算法 1, 推论 2 称为算法 2.

不难发现, 算法 2 直接可由 k 时刻状态估计 x̂xxk 和

PPP k 进行迭代运算求得 k + 1 时刻状态估计值 x̂xxk+1

和 PPP k+1, 无需进行如式 (57) 所示的状态扩维采样,
因此, 其计算量小于算法 1; 但算法 2 在对有色量测
噪声进行白化的过程中采用了类似于 EKF 的一阶
线性化技术, 故其滤波精度可能小于算法 1. 另外在
算法 1 和算法 2 中, 需要用扩增后的量测信息 zzz∗k+1

进行滤波更新, 根据式 (5) 可知, 滤波开始时需要知
道零时刻测量 zzz0, 如果初始值 xxx0 已知, 那么 zzz0 可

取为 zzz0 = hhh(xxx0).
注 5. 在式 (2) 中, ψψψk+1,k = 0 意味着量测噪

声 vvvk 此时退化为高斯白噪声 ζζζk−1, 且 wwwk 和 ζζζk 互

不相关, 因此, 设计基于模型 (1) 的有色噪声条件下
UKF 就变成了设计基于模型 (69) 的传统 UKF:
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



xxxk+1 = fffk(xxxk,uuuk) + ΓΓΓkwwwk

zzzk+1 = hhhk+1(xxxk+1) + ζζζk

(69)

相应地, 在定理 1 和推论 1 中考虑 ψψψk+1,k = 0,
则不难发现: hhh∗k+1(xxx

a
k+1) = hhhk+1(xxxk+1), ΘΘΘk+1 =

hhhk+1(xxxk+1) − E[hhhk+1(xxxk+1)|ZZZ∗
k], zzz∗k+1 = zzzk+1,

ẑzz∗k+1 = ẑzzk+1, 即无需再进行状态扩维, 式 (21) ∼
式 (26) 所示的有色噪声下非线性最优高斯滤波框架
退化为基于模型 (69) 的传统非线性最优高斯滤波
器[32−33]; 同时, 式 (61) ∼ 式 (64) 变为

E[hhh∗k+1(xxx
a
k+1)|ZZZ∗

k] = E[hhhk+1(xxxk+1)|ZZZ∗
k] (70)

E[ΘΘΘk+1ΘΘΘ
T
k+1|ZZZ∗

k] =
L∑

i=0

W c
i

{
(χχχx̂xxk+1|k

i,k+1|k − E[hhhk+1(xxxk+1)|ZZZ∗
k])×

(χχχx̂xxk+1|k
i,k+1|k − E[hhhk+1(xxxk+1)|ZZZ∗

k])
T
}

(71)

E[x̃xxk+1|kΛΛΛ
T
k+1|ZZZ∗

k] =
L∑

i=0

W c
i

{
(ξξξx̂xxk+1|k

i,k+1|k − x̂xxk+1|k)×

(χχχx̂xxk+1|k
i,k+1|k − E[hhhk+1(xxxk+1)|ZZZ∗

k])
T
}

(72)

即无需再进行如式 (57) 所示的扩维采样, 而类似
于传统 UKF[1, 8], 直接采用 x̂xxk+1|k 及 PPP k+1|k 进行
Sigma 点采样即可, 另外将式 (54)、式 (55) 和式
(70) ∼ 式 (72) 分别代入式 (21) 和式 (24), 所得到
的这些后验均值和协方差的计算公式及滤波更新式

(26) 与传统 UKF 是相同的. 因此基于上述两点, 不
难发现 ψψψk+1,k = 0 时, 算法 1 退化为基于模型 (69)
的传统 UKF.

4 仿真分析

构造下面带正余弦函数及指数函数的强非线性

系统模型来验证有色量测噪声 UKF 算法的有效性,
因为一方面具有强非线性特点的正余弦函数和指数

函数环节常见于目标跟踪领域[1, 29]; 另一方面, 引言
中已经指出传统有色噪声下非线性估计算法[25−28]

存在一阶线性化精度偏低及要求状态方程和量测方

程其中之一为线性函数的局限性, 为此构造状态和
量测方程均为强非线性函数的模型 (73) 和 (74), 来

验证算法 1 能克服传统算法的局限性.

x̂xxk+1 =




x1,k+1

x2,k+1

x3,k+1


 =




3(sin(5x2,k))2

x1,k + e−0.05x3,k + 10
0.2x1,k(x2,k + x3,k)


 +




1
1
1


wk (73)

yk = cos(x1,k) + x2,kx3,k + vk (74)

其中, vk 为有色噪声, 且满足方程 vk = ψvk−1 +
ζk−1. wk 和 ζk 为互不相关的高斯白噪声, 它们均值
和方差如下所示:

q = 0.3, Q = 0.7, r = 0.5, R = 1.0 (75)

设理论初始值取 xxx0 = [−0.7 1 1]T, 同时取状
态估计的初始值为 x̂xx0 = 0, PPP 0 = III. 选择比例系数
κ = 0.5, 进行 50 次Monte Carlo 独立仿真, 每次仿
真步数 k = 100, 采用均方误差 (Root mean square
error, RMSE) 分别对传统 UKF、本文所设计的有
色噪声 UKF (算法 1 和算法 2) 及文献 [25, 28] 中
所提出算法进行性能比较. 分别采用 {xxx(s)

k , k =
1, 2, · · · , 100} 及 {x̂xx(s)

k , k = 1, 2, · · · , 100} 来表示
状态的理论值和估计值, 则 RMSE 可通过下式计算
得到:

RMSE =

(
1
50

50∑
s=1

(xxx(s)
k − x̂xx

(s)
k )2

) 1
2

, 1 ≤ k ≤ 100

(76)
其中, s 表示Monte Carlo 独立仿真次数.
情况 1. ψ = 0 时
参数 ψ 为 0, 意味着量测噪声 vk 此时退化为高

斯白噪声. 采用传统 UKF 及算法 1 对式 (73) 和式
(74) 所示的非线性系统状态进行估计, 两种算法下
状态估计 RMSE 曲线如图 2 所示, 同时表 1 定量比
较了两种算法下滤波估计精度.

从图 2 中不难看出, 除某些个别时刻外, 对应于
算法 1 的 RMSE 曲线几乎与传统 UKF 的 RMSE
曲线重合, 另外结合表 1 中数据可知: 当 ψ = 0
时, 算法 1 与传统 UKF 的估计精度几乎相同, 这
验证了注 5 中的观点: 即有色噪声下算法 1 在量
测噪声 vk 为高斯白噪声情况下自动退化到传统的

UKF, 因此与传统 UKF 类似, 算法 1 不仅能解决带
高斯白噪声的非线性估计问题, 而区别于传统 UKF,
算法 1 还可以解决噪声有色情况下非线性估计问
题, 比传统 UKF 性能更强, 具有更广阔的应用范
围.
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表 1 两种算法 RMSE 均值比较

Table 1 The mean comparison of RMSE for

two algorithms

x1,k x2,k x3,k

传统 UKF 1.0758 0.2178 0.4733

本文算法 1 1.0698 0.2204 0.4616

(a) 状态 x1,k 估计

(a) The estimation of state x1,k

(b) 状态 x2,k 估计

(b) The estimation of state x2,k

(c) 状态 x3,k 估计

(c) The estimation of state x3,k

图 2 两种算法下 RMSE 曲线

Fig. 2 RMSE curves for two algorithms

情况 2. ψ = 1.3 时
参数 ψ 非零, 此时量测噪声 vk 为有色噪声. 分

别采用本文所设计的算法 1、算法 2 及传统 UKF 对
带有色量测噪声的非线性系统 (73) 和 (74) 进行状
态估计, 状态 x2,k 估计曲线如图 3 所示, 相应地, 图
4 给出不同算法下 RMSE 比较结果.

(a) 传统 UKF

(a) Traditional UKF

(b) 算法 1

(b) Algorithm 1

(c) 算法 2

(c) Algorithm 2

图 3 三种算法下状态估计 x2,k 曲线

Fig. 3 RMSE curves for three algorithms

不难发现, 传统 UKF 对状态 x2,k 的估计曲线

发散、跟踪效果不佳, 相应地, RMSE 也随时间迅速
积累, 这充分说明基于白噪声假设的传统 UKF 在
系统噪声有色情况下非线性滤波已经失效, 无法解
决带有色量测噪声的非线性估计问题; 相反, 本文中
算法 1 和算法 2 能实现对状态 x2,k 的有效跟踪, 它
们的 RMSE 仿真曲线不仅收敛且远小于传统 UKF,
验证了算法 1 和算法 2 在解决有色量测噪声下非线
性滤波问题时的有效性和可行性.

特别地, 由图 4 中的 4 种算法 RMSE 比较可
知: 算法 2和文献 [25, 28]中算法在收敛性和滤波精
度上相近, 而算法 1 的滤波精度则明显优于前两者,
且 RMSE 曲线收敛更加平稳, 稳态误差趋近于零,
这是因为算法 1 中 UT 变换对非线性状态后验均值
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和协方差的二阶逼近精度高于算法 2 和文献 [25, 28]
中算法的一阶线性化近似. 另外, 根据上述分析不难
推测: 当参数 ψ 取其他值时, 类似于图 4 中的仿真
结果同样会出现. 上述观点可以从图 5 中不同算法
下状态 x2,k 估计 RMSE 均值比较中得到验证.

图 4 4 种算法下状态 x2,k 的 RMSE 曲线

Fig. 4 RMSE curves of the state x2,k for four algorithms

图 5 4 种算法下状态 x2,k 的 RMSE 曲线

Fig. 5 RMSE curves of the state x2,k for four algorithms

情况 3. ψ = 1.0, 1.1, · · · , 1.5 时
为了更直观地比较传统 UKF、算法 1、算法 2

及文献 [25, 28] 中算法在 ψ 不同取值情况下滤波精

度变化趋势, 图 5 给出了 4 种算法下状态 x2,k 估计

RMSE 均值比较数据.
从图 5 可知: 当 ψ 取某一特定值时, 算法 1、算

法 2 及文献 [25, 28] 中算法的 RMSE 均值均小于传
统 UKF, 它们的滤波精度均高于传统 UKF; 同时算
法 2 与文献 [25, 28] 中算法估计精度相近, 且算法 1
的精度均高于前两者, 进一步验证了情况 2 中所做
的推测. 特别地, 随着 ψ 的取值增大, 传统 UKF 的
RMSE 均值和估计误差迅速增大, 而算法 1 和算法
2 的 RMSE 均值则呈现减小的趋势, 充分说明了所
设计的 UKF 新算法能有效地解决带有色量测噪声

的非线性估计问题, 克服了传统UKF 必须假设噪声
为高斯分布的局限性, 进一步拓展了UKF 的应用范
围.

5 结论

传统 UKF 滤波精度高于 EKF, 但必须假设系
统噪声和量测噪声均为高斯白噪声; 在实际工程应
用中, 噪声经常呈现非高斯有色特性, 而传统 UKF
在有色量测噪声情况下易出现滤波精度下降甚至发

散的问题. 对此, 本文基于量测信息增广和最小方差
估计, 提出了一类带有色量测噪声的非线性离散系
统状态的最优高斯滤波框架, 进而基于 UT 变换设
计了两种UKF 新算法, 仿真分析表明该方法能有效
克服传统 UKF 在有色量测噪声下滤波失效的缺点,
适用于量测噪声为有色噪声的非线性系统状态估计.
所提出的有色噪声条件下的 UKF 新算法具有如下
一些特点: 可以进行递推运算、工程应用简单; 相比
现有算法, 不要求状态或量测方程为线性函数, 适用
于状态和量测方程均为非线性函数下的有色噪声估

计问题; 滤波精度高、稳态误差较小.
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