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基于辅助输出的线性系统状态和未知输入同时估计方法

韩 冬 1 朱芳来 1

摘 要 在未知输入观测器匹配条件不满足的情况下, 针对一类线性时不变系统, 研究了同时估计系统状态和未知输入的问

题. 首先, 基于可测输出对未知输入的相关度的概念, 给出了辅助输出的构造方法, 使得匹配条件得以满足. 为了处理辅助输出

中的未知信息, 提出了一种高增益观测器设计方法, 它不仅能估计辅助输出, 而且还能估计辅助输出的导数. 然后, 基于辅助输

出的估计值, 提出了一种降维观测器设计方法, 可以在不受未知输入影响的情况下估计系统的状态; 接下来, 基于状态和辅助

输出及其导数的估计值, 给出了未知输入估计. 最后, 对一个五阶系统进行了数字仿真, 仿真结果表明所提出的方法是有效的.
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Simultaneous Estimation of States and Unknown Inputs for

Linear Systems Based on Auxiliary Outputs

HAN Dong1 ZHU Fang-Lai1

Abstract This paper considers the problem of simultaneously estimating the states and unknown inputs for linear

systems when the so-called observer matching condition is not satisfied. Based on the relative degree of the output

with respect to the unknown input, a kind of auxiliary output vector which may satisfy the observer matching condition

is constructed. To deal with the unknown information contained in the auxiliary output vector, a kind of high-gain

observer is developed. The high-gain observer is able to estimate the auxiliary output vector and its derivative. Then, we

construct a reduced-order observer which can track the system′s states based on the estimation of auxiliary output vector.

Moreover, through employing the estimation of auxiliary output vector′s derivative, unknown inputs can be estimated.

The simulation results of a real model show that the proposed method is effective.
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输入未知情况下的系统状态观测和未知输入重

构是很多控制界的学者广泛关注的问题之一. 1966
年, Luenberger第一次提出观测器的概念[1],观测器
是一种动态系统, 使用已知输入和可测输出, 可以观
测系统的状态. 但是, 在某些情况下, 系统的输入是
未知的或者部分未知, 这样就产生了未知输入观测
器 (Unknown input observer, UIO). 一个简单的起
因是源于使用机械工具的时候, 很难测量工具施加
的切割力, 或者是即使可测, 但是代价却太高. 可以
把切割力作为机械工具系统的未知输入, 这样, 如能
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构建一个可以同时估计机械工具系统状态和切割力

的观测器, 在实际中将是非常有用的. 对线性系统而
言, 文献 [2−7] 分别给出了线性未知输入观测器的
设计方法. 受到滑模控制器的启发, 文献 [8−13] 分
别提出了基于滑模的未知输入观测器, Veluvolu 等
还设计了高增益滑模未知输入观测器[14], 近来, 高
阶滑模观测器也逐渐地被用来观测线性和非线性未

知输入系统的状态[15−17]. 与线性未知输入观测器相
比, 基于滑模的未知输入观测器的主要优点在于对
未知输入具有鲁棒性. 此外, 基于滑模的未知输入观
测器还可以用来估计未知输入. 因为未知输入可以
是外界干扰和故障的综合或者是保密通讯中的有效

信息, 因此, 未知输入观测器在动态系统的故障诊断
与隔离、混沌系统的同步保密通讯等很多领域都有

着非常重要的应用[4, 9−10, 18−21].
对以上提到的线性和基于滑模的未知输入观测

器来说, 设计观测器的充分必要条件是系统的不变
零点位于复平面的左半开平面, 且同时满足观测器
匹配条件. 对一些机械系统, 观测器匹配条件可以满
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足; 但是对许多实际系统来说, 匹配条件是非常苛刻
的. 最近, 在系统不满足观测器匹配条件的前提下,
文献 [22−24] 基于输出对未知输入的相关度, 定义
了辅助输出向量, 如果辅助输出被当作系统输出的
话, 观测器匹配条件就得以满足. 这样, 使得在观测
器匹配条件不满足的情况下, 也可以设计出传统的
线性未知输入观测器和滑模未知输入观测器. 但是,
辅助输出包含一些不可测信息, 文献 [22−23] 和文
献 [24] 分别使用高阶滑模观测器和高增益观测器获
得辅助输出的估计值.
利用线性未知输入观测器重构未知输入的方程

通常都包含输出的导数项, 而线性未知输入观测器
并不能观测到输出导数[5, 7, 20, 25]. 鉴于此, 文献 [20]
使用数值算法中的一阶三点微分公式计算输出的导

数. 对某些函数而言, 一阶微分数值法在某些情况下
可能不稳定, 即上一步产生的误差可能会在下一步
导致更大的误差.
本文采用了 Floquet 等设计辅助输出的思想,

使用高增益观测器来获取辅助输出及其导数的估计

值, 再用辅助输出及其导数的估计值来构建降维观
测器, 进行状态和未知输入估计. 本文的贡献主要有
两点: 1) 使用高增益观测器, 不仅得到辅助输出的
估计值, 还可以得到其一阶导数的估计值. 这样, 可
以直接使用辅助输出的一阶导数的估计值来估计未

知输入. 2) 相比于滑模型未知输入观测器, 降维观
测器只需观测部分状态, 减少了所需积分器的数目,
结构更简单, 物理上更易于实现.

1 系统描述及背景知识

考虑带有未知输入的线性系统:
{

ẋ = Ax + Bu + Eη

y = Cx
(1)

其中, x ∈ Rn 是状态, y ∈ Rp 是可测输出, u ∈ Rm

是已知输入, η ∈ Rq 是系统的未知输入. A ∈
Rn×n, B ∈ Rn×m, E ∈ Rn×q, C ∈ Rp×q 为恒矩

阵. 不失一般性, 可以假设 rank(E) = q, rank(C)
= p, 且 q ≤ p ≤ n.

假设 1. 系统为最小相位, 即 {A,C, E} 不变零
点都位于复平面的左半开平面, 或者等价于对于所
有的复数 s, 当 Re{s} ≥ 0 时, 有:

rank

[
sIn −A E

C 0

]
= n + q (2)

假设 2. ‖x‖ ≤ bx, ‖η‖ ≤ bη, ‖η̇‖ ≤ bη.
注 1. 假设 1 是未知输入观测器存在的一个基

本条件, 当

rank (E) = rank (CE) (3)

成立时, 称系统满足观测器匹配条件. 在假设 1 和匹
配条件 (3) 满足的前提下, 提出了很多未知输入观
测器设计方法[2−12]. 一方面, 匹配条件的满足, 为未
知输入观测器的设计带来了极大的便利; 但另一方
面, 观测器匹配条件是一个很强的限制条件. 如何突
破匹配条件的限制, 同时又利用该条件满足下的设
计便利, 是一个值得考虑的问题. 本文的主要目的是
研究在系统不满足匹配条件的前提下, 如何设计未
知输入观测器的问题. 为了给出辅助输出, 需要给出
如下的相关度的概念.

定义 1[22]. 定义系统的第 i 个输出 yi 关于未知

输入 η 的相关度为最小正整数 ri, 使得:
{

ciA
kE = 0, k = 0, · · · , ri − 2

ciA
ri−1E 6= 0

, i = 1, 2, · · · , p

成立, 其中 ci 是 C 的第 i 个行向量. 可见, 相关度
ri 是使未知输入 η 直接出现时对 yi 求导的最小次

数. r = min {r1, r2, · · · , rp} 称为系统输出 y 关于

未知输入 η 的相关度.
假设 3. 存在 γi (1 ≤ γi ≤ ri, i = 1, 2, · · · , p),

使得如下构造的辅助输出矩阵:

Ca =




Ca1

...
Cai

...
Cap



∈ Rγ×n

其中, Cai =




ci

ciA
...

ciA
γi−1



∈ Rγi×n 满足匹配条件,

即满足 rank (E) = rank (CaE), 其中 γ = γ1 + γ2

+ · · · + γp.
现在考虑带有辅助输出的新系统:

{
ẋ = Ax + Bu + Eη

ya = Cax
(4)

引理 1[22]. 系统 {A,C, E} 的不变零点和 {A,
Ca, E} 的不变零点相同.
注 2. 引理 1 表明 {A,C, E} 为最小相位当且

仅当 {A,Ca, E} 为最小相位, 所以, 假设 1 对于 {A,
Ca, E} 依然成立. 这样的话, 如果 ya 可测, 那么, 就
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可以基于新系统 (4) 在未知输入观测器匹配条件满
足的前提下来设计传统的未知输入观测器. 但事实
上 ya 不完全可测, 它含有人为构造的未知变量, 所
以需要提出对 ya 的估计方法. 我们将提出一种高增
益观测器, 它不仅能估计 ya, 还能估计 ẏa.

2 辅助输出及其导数估计

对 yai = Caix (i = 1, 2, · · · , p) 关于 t 求微分

得:

ẏai = Caiẋ = CaiAx + CaiBu + CaiEη (5)

记

Λi =

[
0 Iγi−1

0 0

]
∈ Rγi×γi

Hi =




ciB

ciAB
...

ciA
γi−1B



∈ Rγi×m

bi =

[
0(γi−1)×1

1

]
∈ Rγi

从而有:
CaiAx = Λiyai + biciA

γix (6)

和

CaiEη =




ciE
...

ciA
γi−2E

ciA
γi−1E




η =




0
...
0

ciA
γi−1E




η =

biciA
γi−1Eη

所以式 (5) 可写为 ẏai = Λiyai + Hiu + bifi1 (x, η),
其中

fi1 (x, η) = ciA
γix + ciA

γi−1Eη (7)

当 γi > 1 时, 得到关于辅助输出的用状态空间表示
的动态方程:

{
ẏai = Λiyai + Hiu + bifi1 (x, η)
yi = miyai

(8)

其中, mi = [1 0 · · · 0] ∈ Rγi . 下面, 基于式 (8) 对
ya 进行估计,为了同时还能估计它的导数,引入一个
新的变量 yi,γi+1, 令 yi,γi+1 = fi1 (x, η), 则有 ẏi,γi+1

= ciA
γiBu + fi2 (x, η, η̇), 其中

fi2 (x, η, η̇) = ciA
γi+1x + ciA

γiEη + ciA
γi−1Eη̇

由假设 2, 可得:

‖fi2 (x, η, η̇)‖ ≤ Ki1 (9)

其中, Ki1 > 0. 扩充后的系统为




ẏai,1 = yai,2 + ciBu
...

ẏai,γi
= yai,γi+1 + ciA

γi−1B

ẏai,γi+1 = fi2 (x, η, η̇) + ciA
γiBu

写成矩阵形式为
{

ẏvi = Λviyvi + Hviu + bvifi2 (x, η, η̇)
yi = mviyvi

(10)

其中

yvi =




yai,1

...
yai,γi

yai,γi+1




Λvi =

[
0 Iγi

0 0

]
∈ R(γi+1)×(γi+1)

Hvi =




ciB

ciAB
...

ciA
γiB



∈ Rγi+1

bvi =

[
0γi×1

1

]
∈ Rγi+1

mvi = [1 0 · · · 0] ∈ Rγi

我们假定 yvi,j 满足 |yvi,j | ≤ dij, 1 ≤ j ≤ γi + 1. 对
于式 (10), 设计如下高增益观测器

˙̂yvi = Λviŷvi + Hviu + Lvi (yi −mviŷvi) (11)

其中, Lvi = [βi,1/θ βi,2/θ2 · · ·βi,γi+1/θγi+1], 0 < θ

< 1, βi = [βi,1 · · ·βi,γi
βi,γi+1] 是 Hurwitz 的. 由式

(10) 和式 (11) 可得:

˙̃yvi = Ãviỹvi + bvifi2 (x, η, η̇) (12)

其中, ỹvi = yvi − ŷvi,

Ãvi = Λvi − Limvi =
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


−βi,1

θ
1 0 · · · 0

−βi,2

θ2
0 1 · · · 0

...
...

...
. . .

...

−βi,γi

θγi
0 0 · · · 1

−βi,γi+1

θγi+1
0 0 · · · 0




令 ζi,j = ỹvi,j/θγi−j, j = 1, · · · , γi, γi +1, 有 ỹvi,j =
θγi−jζi,j, ˙̃yvi,j = θγi−j ζ̇i,j, 从而有:

ỹvi = Giζi (13)

其中

Gi =




θγi+1 0 0 0 0
0 θγi 0 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 θ 0
0 0 0 0 1




代入式 (12), 得:

ζ̇i = θ−1Miζi + bvifi2 (x, η, η̇) (14)

其中

Mi =




−βi,1 1 0 · · · 0
−βi,2 0 1 · · · 0

...
...

...
. . .

...
−βi,γi

0 0 · · · 1
−βi,γi+1 0 0 · · · 0




从而有:

θζ̇i = Miζi + θbvifi2 (x, η, η̇) (15)

显然, Mi 的特征值均在复平面的左半平面. 式 (15)
的右边第 2 项是有界函数.
引理 2. 对于高增益观测器 (11), 存在正数 Ki

以及有限时间 Ti (θ),当 t ≥ t0+Ti (θ)时,有 ‖ζi(t)‖
≤ Kiθ, 此外, 有 limθ→0+Ti (θ) = 0.

证明. 证明思想来源于文献 [24, 26]. 令 Pi 为

Lyapunov 方程MT
i Pi + PT

i Mi = −2Qi 的解, 其中
Qi 为正定阵. 当 t ≥ t0 时, 考虑 Lyapunov 函数

Vi =
1
2
ζT

i Miζi (16)

对 Vi 求导, 得:

V̇i = ζT
i Pi

[
θ−1Miζi + bvifi2 (x, η, η̇)

] ≤
− θ−1ζT

i Qiζi +
∥∥ζT

i Pibvi

∥∥ ‖fi2 (x, η, η̇)‖
由式 (9) 可得:

V̇i ≤ θ−1ζT
i Qiζi + Ki1

∥∥ζT
i Pibvi

∥∥ ≤
− θ−1λmin (Qi) ‖ζi‖2 + Ki1 ‖Pibvi‖ ‖ζi‖ =

− θ−1 λmin (Qi)
λmax (Pi)

λmax (Pi) ‖ζi‖2 +
√

2Ki1 ‖Pibvi‖√
λmin (Pi)

√
1
2
λmin (Pi) ‖ζi‖2 ≤

− 2θ−1 λmin (Qi)
λmax (Pi)

Vi +
√

2Ki1 ‖Pibvi‖√
λmin (Pi)

√
Vi =

− θ−1µiVi −
(
θ−1µi

√
Vi −Ki2

) √
Vi (17)

其中, µi = λmin(Qi)

λmax(Pi)
, Ki2 =

√
2Ki1‖Pibvi‖√

λmin(Pi)
.

当 Vi ≥
(

Ki2θ
µi

)2

= Ki3θ
2, 其中, Ki3 = K2

i2
µ2

i
, 则

有:
µi

θ

√
Vi −Ki2 ≥ 0 (18)

因为高增益观测器的初始条件有界, 参数 θ 满

足 0 < θ < 1, 由式 (16) 有:

Vi(t0) ≥ Ki4

θ2(γi+1)−2
(19)

其中, Ki4 > 0. 如果 t ≥ t0 时, 有 Vi (t0) > Ki3θ
2

且 Vi (t) ≥ Ki3θ
2, 那么 V̇i ≤ −µi

θ
Vi. 所以, 由式

(19) 得:

Vi(t) ≤ exp
(
−µi

θ
(t− t0)

)
Vi(t0) ≤

Ki4

θ2(γi+1)−2
exp

(
−µi

θ
(t− t0)

)

这样, 可以找到一个有限时间 Ti (θ), 使得当 t ≥ t0
+ Ti (θ) 时, 有 Vi ≤ Ki3θ

2, 其中, Ti (θ) 是方程

Ki4

θ2(γi+1)−2
exp

(
−µi

θ
Ti (θ)

)
= Ki3θ

2

的解. 有:

Ti (θ) =
θ

µi

ln
(

Ki4

Ki3θ2(γi+1)

)
(20)

由式 (20) 有 limθ→0+Ti (θ) = 0. 此外, 如果 Vi (t0)
≤ Ki3θ

2, 当 t ≥ t0 时有 Vi (t) ≤ Ki3θ
2. 这种情

况下, 我们可以选择 Ti (θ) = 0. 存在有限时间
Ti (θ), 当 t ≥ t0 + Ti (θ) 时, 使得 Vi (t0) ≤ Ki3θ

2,
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limθ→0+Ti (θ) = 0. 当 t ≥ t0 + Ti (θ) 时, ‖ζi(t)‖ ≤
Kiθ, 其中Ki =

√
2Ki3

λmin(Pi)
. ¤

当 γi = 1 时, 有 yai = Caix = cix = yi 是原

系统的第 i 个输出量, 是可测的. 类似的, 也可以
用高增益观测器获取 ẏi 的估计值 ŷvi,2, 设计过程
与 γi > 1 情况下一致, 我们假定 yvi,2 满足 |yvi,2| ≤
di,2. 令

ŷv =




ŷv1

...
ŷvp


, ζv =




ζ1

...
ζp




Gv =




G1

. . .

Gp




由式 (13) 可得:

yv − ŷv = Gvζv (21)

注意到 Gv 的诱导型欧几里德范数为 1, 即 ‖Gv‖ =
1. 当 γi = 1 时, 令 Ti (θ) = 0, Ki = 0. 由引理 1
知, 在有限时间 T (θ) = max1≤i≤pTi (θ) 后, 有 ‖ζv‖
≤ Kθ, 其中, K =

√
K2

1 + K2
2 + · · ·+ K2

p . 此外,
limθ→0+Ti (θ) = 0.
从 ŷvi 抽取部分元素可得新向量 ŷai. 由式 (13)

可得 ŷai = yai −Gaiζai, 其中

ŷai =




ŷvi,1

...
ŷvi,γi


, yai =




yvi,1

...
yvi,γi




Gai =




θγi

. . .

θ

1




, ζai =




ζi,1

...
ζi,γi




从而有

ŷa = ya −Gaζa (22)

其中

ŷa =




ŷa1

...
ŷap


, ya =




ya1

...
yap




Ga =




Ga1

. . .

Gap


, ζa =




ζa1

...
ζap




而 Ga 的诱导型欧几里德范数也为 1, 即 ‖Ga‖ = 1.
同样, 从 ŷvi 抽取部分元素可得新向量 ŷdi 使得

ŷdi = ydi − Gdiζdi 成立, 其中

ŷdi =




ŷvi,2 + ciBu

ŷvi,3 + ciABu
...

ŷvi,γi+1 + ciA
γi−1Bu




ydi =




yvi,2 + ciBu

yvi,3 + ciABu
...

yvi,γi+1 + ciA
γi−1Bu




Gdi =




θγi+1

. . .

θ2

θ




ζdi =




ζi,2

...
ζi,γi+1




从而有:
ŷd = ẏa −Gdζd (23)

其中

ŷd =




ŷd1

...
ŷdp


, ẏa =




ẏa1

...
ẏdp




Gd =




Gd1

. . .

Gdp


, ζd =




ζd1

...
ζdp




因为 0 < θ < 1, 所以有 ‖Gd‖ ≤ 1. 显然, 当 t ≥ t0
+ T (θ) 时, 有:

‖ζa‖ ≤ Kθ, ‖ζd‖ ≤ Kθ (24)

注 3. 为了减轻高增益带来的峰值现象, 我们使
用饱和化处理函数 sat(·) 对高增益观测器所得的估
计值进行饱和化处理[27]. 当 γi > 1 时, 有:

ys
vi = [ys

vi,1 · · · ys
vi,γi+1]

T =[
Yi,1sat

(
ŷvi,1

Yi,1

)
· · ·Yi,γi+1sat

(
ŷvi,γi+1

Yi,γi+1

)]
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其中, Yi,j > di,j, 1 ≤ j ≤ γi + 1; 当 γi = 1 时, 有
ys

ai = yi, ẏi 的估计值为 ys
di = Yi,2sat (ŷvi,2/Yi,2), 其

中 Yi,2 > di,2. 由式 (10) 可得:

ys
ai =




ys
vi,1

...
ys

vi,γi


, ys

di =




ys
vi,2 + ciBu

ys
vi,3 + ciABu

...
ys

vi,γi+1 + ciA
γi−1Bu




可见, 使用高增益观测器不仅可以得到 yai 的估计值

ys
ai, 还可以得到 ẏai 的估计值 ys

di, 从而可得 ya 和

ẏa 的估计值 ys
a =

[
ys

a1 ys
a2 · · · ys

ap

]T

和 ys
d =

[
ys

d1 ys
d2 · · · ys

dp

]T

.

由式 (21) 可知, 当 t ≥ t0 + T (θ) 时, 有 ‖yv

− ŷv‖ = ‖Gvζv‖ ≤ ‖Gv‖ ‖ζv‖ = ‖ζv‖ ≤ Kθ. 存
在常数 θ1, 使得当 ‖yv − ys

v‖ ≤ Kθ1 时, ys
v 没有

被饱和处理, 即 ys
v = ŷv. 这样的话, 我们可以选

择 θ2 = min {θ1, 1}, 使得当 t ≥ t0 + T (θ), 且 θ ∈
(0, θ2) 时, 有 ‖ζv‖ ≤ Kθ, ys

v = ŷv.

3 状态和未知输入估计

在观测器匹配条件满足的前提下, 已经有很多
未知输入观测器设计方法被提出[2−12]. 由 ya 的构

造, 它是满足匹配条件的, 所以在假设 ya 可测的前

提下, 基于新系统 (4), 总结给出以下未知输入解耦
型观测器的设计过程, 设计思想来源于文献 [7].

因为 rank (E) = q, 我们可以构建一个非奇异
矩阵 T = [E U ], U ∈ Rn×(n−q), 系统方程 (4) 可以
变换为以下形式:

ż = Āz + B̄u + Ēη (25)

ya = C̄az (26)

其中,

x = Tz = T

[
z1

z2

]

Ā = T−1AT =

[
Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

]

B̄ = T−1B =

[
B̄1

B̄2

]

Ē = T−1E =

[
Iq

0

]

C̄a = CaT = [CaE CaU ]

在式 (21)中, 对应于 z1 的微分方程与未知输入

η 直接有关, 我们舍弃这部分, 只取与未知输入 η 无

关的部分, 可得:

[
0 In−q

]
ż =

[
Ā21 Ā22

]
z + B̄2u (27)

ya = [CaE CaU ]z (28)

由假设 3 知, CaE 列满秩, 可以将 CaE 扩充成非

奇异矩阵 V = [W CaE], 其中 W ∈ Rγ×(γ−q). 令

H−1 =

[
H1

H2

]
, H1 ∈ R(γ−q)×γ , H2 ∈ Rq×γ , 从而

有:[
H1

H2

] [
W CaE

]
=

[
H1W H1CaE

H2W H2CaE

]
=

[
Iγ−q 0

0 Iq

]

(29)

可得 H1CaE = 0, H2CaE = Iq.
在输出方程 (28) 的两边同时乘上 H−1, 可得:

H1ya = H1CaUz2 (30)

H2ya = z1 + H2CaUz2 (31)

所以, 将式 (31) 代入式 (27) 并结合式 (30), 可得:
{

ż2 = Ã2z2 + B̄2u + G2ya

ȳa = C̃2z2

(32)

其中, Ã2 = Ā22 − Ā21H2CaU , G2 = Ā21H2, C̃2 =
H1CaU , ȳa = H1ya.
引理 3. 对于式 (4) 描述的系统, 当 {Ã2, C̃2}

能观或可观测, 且 ya 可测的情况下, 设计以下未知
输入解耦降维观测器:




˙̂z2 = (Ã2 − LaC̃2)ẑ2 + B̄2u + (G2 + LaV1) ya

x̂ = T ẑ = T

[
V2ya − V2CaUẑ2

ẑ2

]

(33)
可以渐近跟踪系统的状态. 其中 La ∈ R(n−q)×γ , ẑ2

∈ Rn−q.
证明. 由引理 1 可知, 当 {A,C, E} 为最小相位

时, {A,Ca, E} 也为最小相位. 即 {A,Ca, E} 的不
变零点都位于复平面的左半开平面, 或者等价于对
于所有的复数 s, 当 Re(s) ≥ 0 时, 有:

rank

[
sIn −A E

Ca 0

]
= n + q (34)

令 Q =

[
T−1 0
0 V −1

]
, F =

[
TP 0
F1P Iq

]
. 其中

F1 =
[

sIq − Ā11 −Ā12

]
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P =

[
Iq −V2CaU

0 In−q

]

容易看出 Q 和 F 是非奇异矩阵, 所以有:

Q

[
sIn −A E

Ca 0

]
F =

[ (
sIn − Ā− T−1EF1

)
P Ē

V −1CaTP 0

] (35)

且由式 (25) 有:
(
sIn − Ā− T−1EF1

)
P =

[
0 0

−Ā21 sIn−q − Ã2

] (36)

和

V −1CaTP =
[

V1CaE −V1CaEV2CaU + V1CaU

V2CaE −V2CaEV2CaU + V2CaU

]
=

[
0 C̃2

Iq 0

]

(37)
将式 (36) 和式 (37) 代入式 (35), 可得:

Q

[
sIn −A E

Ca 0

]
F =




0 0 Iq

−Ā21 sIn−q − Ã2 0
0 C̃2 0
Iq 0 0




(38)

由式 (38) 可得：

rankQ

[
sIn −A E

Ca 0

]
F =

rank

[
sIn−q − Ã2

C̃2

]
+ 2q

又由式 (34) 可得:

rank

[
sIn−q − Ã2

C̃2

]
= n− q (39)

因此可知
{

Ã2,C̃2

}
能观或可观测. 使用传统的龙伯

格观测器设计方法[1], 对式 (32) 设计观测器如下:

˙̂z2ẑ2 =
(
Ã2 − LaC̃2

)
ẑ2 + B̄2u + (G2 + LaV1) ya

选择 La, 使得 Ã2 −LaC̃2 的极点配置在复平面的左

半开平面. 这样, 当 t → ∞ 时, 有 ẑ2 → z2. 由式
(31) 得 ẑ1 = V2ya − V2CaUẑ2. 又由 x = Tz, 可得
x̂ = T ẑ. ¤
在式 (33) 中, 我们用 ys

a 代替 ya 设计如下降维

观测器:




˙̂zr
2 = (Ã2 − L̃aC̃2)ẑr

2 +

B̄2u + (G2 + L̃aH1)ys
a

x̂r = T

[
H2y

s
a −H2CaUẑr

2

ẑr
2

]

ŷr
a = CaUẑr

2

(40)

由式 (32) 和式 (40) 可得, 状态误差为

ė = Ã2e− L̃aH1 (ys
a − ŷr

a) + G2 (ya − ys
a) (41)

其中, e = z2 − ẑr
2 .

定理 1. 对于动态系统 (1), 伴有高增益观测器
(11) 的未知输入解耦观测器 (40), 当 θ ∈ (0, θ2), 那
么 e(t) 是一致最终有界的. 此外, 当 t ≥ Tf (θ) 时,
有 ‖e (t)‖ ≤ k (θ), 其中, Tf (θ) 是有限时间, k (θ)
= κθ

µa

√
2

λmin(P̃a) , µa > 0 且 κ > 0.

证明. 见附录 A. ¤
注 4. 由定理 1 可知, 状态估计误差 e 在有限

时间 t ≥ Tf (θ) 后进入封闭的球 {e : ‖e‖ ≤ k (θ)}.
显然, 可以通过选择 θ 调节封闭球的半径, 因为
limθ→0+k (θ) = 0, 当 θ → 0+, 状态估计误差 e 收

敛到起点.
同样, 我们将使用第 2 节得到的辅助输出导数

ẏa 的估计值 ys
d, 估计未知输入. 由式 (25) 可得 ż1

= Ā11z1 + Ā12z2 + B̄1u + η, 从而有:

η = ż1 − Ā11z1 − Ā12z2 − B̄1u (42)

由式 (31), 可得:

z1 = H2ya −H2CUz2 (43)

从而有:
ż1 = H2ẏa −H2CaUż2 (44)

将式 (50) 代入式 (48), 可得:

η = H2ẏa−H2CaUż2− Ā11z1− Ā12z2− B̄1u (45)
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将式 (32) 代入式 (51), 可得:

η = H2ẏa −H2CaUĀ21H2ya − Ā11z1v×(
H2CaUĀ22 −H2CaUĀ21H2CaU + Ā12

)
z2−(

H2CaUB̄2 + B̄1

)
u (46)

再将式 (49) 代入式 (52), 得:

η = H2ẏa + F1ya + F2z2 + F3u (47)

其中

F1 = −H2CaUĀ21H2 − Ā11H2

F2 = Ā11H2CaU −H2CaUĀ22 +

H2CaUĀ21H2CaU − Ā12

F3 = −H2CaUB̄2 − B̄1

定理 2. 对动态系统 (1), 设计伴有高增益近似
微分器 (11) 的降维观测器 (40), 重构未知输入如下:

η̂s = H2y
s
d + F1y

s
a + F2ẑ

r
2 + F3u (48)

对 ∀ δ > 0, 存在 θ > 0, T > 0, t ≥ t0 + T , 使得当 t

≥ t0 + T 时, 有 ‖η − η̂s‖ < δ.
证明. 见附录 B. ¤
注 5. 与文献 [7] 相比, 本文提出的未知输入重

构方法具有不必直接使用系统微分信息的优点. 文
献 [5] 提出的方法虽然不需要使用输出的微分项, 但
是条件极为苛刻. 与文献 [8−14] 运用滑模中的等价
输出注入项来重构未知输入的方法不同, 本文使用
代数方法重构未知输入, 而且, 仿真结果也表明, 即
使对高幅值、高频率的强时变信号, 也能获得良好的
重构效果.

4 仿真及分析

考虑一个线性时不变系统, 其中

A =




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
−1 −5 −10 −10 −5




B = E =




0 0
0 0
0 −1
1 0
0 0




, C =

[
1 1 0 0 0
0 0 0 1 0

]

易于检测 {A,C, E} 满足假设 1, 但是 rank(CE) <

rank(E), 即不满足观测器匹配条件. 对未知输入 η

来说, r1 = 2, r2 = 1, 取 γ1 = 2, γ2 = 1. 构建辅助
输出矩阵和辅助输出如下:

Ca =




c1

c1A

c2


 =




1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0




ya = Cax =




y1

ya1,2

y2




易验证 rank(CaE) = rank(E), 匹配条件得以满足.
我们发现 ya 包含一个不可测信息 ya1,2, 需要由高增
益观测器 (11) 来估计. 令 u = 0, η1 = 2s

√
5t, η2 =

2 sin(10t).
引入新变量 yv1,3 和 yv2,2, 给出高增益观测器设

计如下:




˙̂yv1,1

˙̂yv1,2

˙̂yv1,3


 =




0 1 0
0 0 1
0 0 0







ŷv1,1

ŷv1,2

ŷv1,3


+




β11

θ

β12

θ2

β13

θ3




(y1 − ŷv1,1)

[
˙̂yv2,1

˙̂yv2,2

]
=

[
0 1
0 0

][
ŷv2,1

ŷv2,2

]
+




β2,1

θ

β2,2

θ2


 (y2 − ŷv2,1)

取 β11 = 7.1, β12 = 10, β13 = 5.9, β21 = 2.1, β22 =
1, θ = 0.01. 设置初值为 ŷv1,1 (0) = 0.3, ŷv1,2 (0) =
0.1, ŷv1,3 (0) = 0.2, ŷv2,1 (0) = 0.3, ŷv2,2 (0) = 0.2.
根据方程 (40), 降维观测器为
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






˙̂z2,1

˙̂z2,2

˙̂z2,3


 =



−1 0 0
0 −1 0
0 6 −5







ẑ2,1

ẑ2,2

ẑ2,3


 +




y1

ys
v1,2

−y1 − 10y2 − 10ys
v1,2




x̂ =




ẑ2,1

ẑ2,2

ys
v1,2 + ẑ2,1 − y1

y2

ẑ2,3




设置初值为 ẑ2,1 (0) = 0.1, ẑ2,2 (0) = 0.7,
ẑ2,3 (0) = 0.1. 然后，进行未知输入重构:

η̂s =

[
ys

v2,2 − x̂5

−ys
v1,3 + x̂3 + x̂4

]

图 1 和图 2 给出了辅助输出及其估计, 图 3 给出了
状态估计, 图 4 和图 5 给出了未知输入及其估计. 从
图 1∼图 5 可以看出估计效果是令人满意的.

图 1 辅助输出 yv1,1 ∼ yv1,3 及其估计

Fig. 1 Auxiliary outputs yv1,1 ∼ yv1,3 and

their estimations

图 2 辅助输出 yv2,1 ∼ yv2,2 及其估计

Fig. 2 Auxiliary outputs yv2,1 ∼ yv2,2 and

their estimations

图 3 系统状态 x1 ∼ x5 (实线) 及其估计 (虚线)

Fig. 3 States x1 ∼ x5 (solid line) and their estimations

(dashed line)
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图 4 未知输入 η1 = 2s
√

5t 及其重构

Fig. 4 Unknown input η1 = 2s
√

5t and

its reconstruction

图 5 未知输入 η2 = 2 sin(10t) 及其重构

Fig. 5 Unknown input η2 = 2 sin(10t) and

its reconstruction

5 结论

本文针对一类线性系统, 探讨了当观测器匹配
条件不满足前提下的状态观测和未知输入估计的问

题. 基于输出对未知输入相关度的概念, 构造出辅助
输出, 并假设该辅助输出满足匹配条件. 所提出的高
增益观测器, 不仅能估计辅助输出, 还能估计出它的
一阶微分. 所设计的降维观测器, 能绕过未知输入的
影响估计系统状态. 我们所提出的未知输入估计方
法, 能够对强时变信号进行估计, 并且, 估计中没有
直接用到系统输出的微分信息. 如何将本文的方法
推广到非线性系统, 将是我们下一步研究的工作.

附录A

定理 1的证明.

证明思想来源于文献 [24]. 当 t0 ≤ t ≤ t0 + T (θ) 时, 因

为 u 和 ys
a 有界, 且 Ã2 − L̃aC̃2 是 Hurwitz 稳定的, 所以 ẑr

2

有界. 从而, 当 t0 ≤ t ≤ t0 + T (θ) 时, e (t) 有界.

当 t > t0 + T (θ) 时, 且 θ ∈ (0, θ2), 有 ys
a = ŷa, 结合式

(22), 有:

ya − ys
a = ya − ŷa = Gaζa (A1)

从而有:

H1(y
s
a − ŷr

a) = H1(ya −Gaζa − ŷr
a)

由式 (30) 和式 (40) 可得:

H1(y
s
a − ŷr

a) = H1CaUz2 −H1Gaζa −H1CaUẑr
2 =

H1CaUe−H1Gaζa (A2)

从而, 状态观测误差 (41) 变为

ė =
(
Ã2 − L̃aC̃2

)
e +

(
G2 + L̃aH1

)
Gaζa (A3)

因为 Ã2 − L̃aC̃2 是 Hurwitz 稳定的, 存在 P̃a 和 Q̃a 使得:

P̃a

(
Ã2 − L̃aC̃2

)
+

(
Ã2 − L̃aC̃2

)T

P̃a = −2Q̃a (A4)

考虑 Lyapunov函数 Va = 1
2
eTP̃ae, 对 Va 求导, 由式 (44)和

式 (45) 可得:

V̇a = eTP̃a(Ã2 − L̃aC̃2)e + eTP̃a(G2 + L̃aH1)Gaζa =

− eTQ̃ae + eTP̃a(G2 + L̃aH1)Gaζa ≤
− λmin

(
Q̃a

)
‖e‖2 +

∥∥∥P̃a

(
G2 + L̃aH1

)∥∥∥ ‖Ga‖ ‖ζa‖ ‖e‖

由 ‖Ga‖ = 1 和式 (24) 可得:

V̇ ≤ −
λmin

(
Q̃a

)

λmax

(
P̃a

)λmax

(
P̃a

)
‖e‖2 +

∥∥∥P̃a

(
G2 + L̃aH1

)∥∥∥ Kθ
√

λmax

(
P̃a

)
√

λmax

(
P̃a

)
‖e‖ ≤

− 2
λmin(Q̃a)

λmax

(
P̃a

)Va +

∥∥∥P̃a

(
G2 + L̃aH1

)∥∥∥ Kθ
√

λmax

(
P̃a

)
√

2
√

Va =

− 2µaVa + κθ
√

Va (A5)

其中, µa =
λmin(Q̃a)
λmax(P̃a)

, κ =
√

2K‖P̃a(G2+L̃aH1)‖√
λmax(P̃a)

. 由式 (46)

有:

V̇a ≤ −µaVa − µa

√
Va

(√
Va −R

)
(A6)

其中, R = κθ/µa.

当 ‖e‖ > R 时, 由式 (47) 可知 V̇a < 0. 总之, 状态估计

误差 e在半径大于R的闭合球体内是一致最终有界的. 所以,

只要
√

Va > R, 即 Va > R2 时, 有
√

Va(
√

Va −R) > 0. 当 t

≥ t0 + Tf (θ)时,如果 Va(t0+T (θ)) > R2 且 Va(t) > R2,则

V̇a ≤ −µaVa, 表示 Va (t) ≥ e−µa(t−t0−T (θ))Va(t0 + T (θ)).

这样的话, 可以找到有限时间 Tf (θ), 使得当 t ≥ t0 + T (θ)

时, 有 Va(t) ≤ R2. 其中

Tf (θ) = T (θ) +
1

µa
ln

(
Va (t0 + T (θ))

R2

)

另一方面, 如果 Va (t0 + T (θ)) ≤ R2, 当 t ≥ t0 + T (θ)

时, 有 Va (t) ≤ R2, 我们可以选择 Tf (θ) = T (θ). 所以, 存
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在有限时间 Tf (θ), 使得当 t ≥ t0 + T (θ) 时, 有 Va (t) ≤ R2.

也可得 1
2
λmin

(
P̃a

)
‖e‖2 ≤ Va(t) ≤ R2, 所以有 e(t) ≤ k(θ).

¤

附录 B

定理 2的证明.

由式 (A5) 和式 (A6) 得:

η − η̂s = H2 (ẏa − ys
d) + F1 (ya − ys

a) +

F2 (z2 − ẑr
2) (A7)

当 t ≥ t0 + T (θ) 时, 取 θ ∈ (0, θ2), 有 ys
d = ŷd. 结合式 (23),

有:

ẏa − ys
d = ẏa − ŷd = Gdζd (A8)

当 t ≥ t0 + T (θ) 时, 且 θ ∈ (0, θ2) 时, 由式 (42) 和式 (A8)

可知, 式 (A7) 可变为

η − η̂s = H2Gdζd + F1Gaζa + F2e (A9)

由定理 1 可知, 当 t ≥ t0 + Tf (θ) 时, 有:

‖e (t)‖ ≤ κθ

µa

√√√√ 2

λmin

(
P̃a

) (A10)

当 t ≥ t0 + T (θ) 时, 且 θ ∈ (0, θ2) 时, 由式 (24) 有:

‖H2Gdζd + F1Gaζa‖ ≤ ‖H2Gdζd‖+ ‖F1Gaζa‖ ≤
Kθ (‖H2Gd‖+ ‖F1Ga‖) (A11)

因为 Tf (θ) ≥ T (θ), 当 t ≥ t0 + Tf (θ) 时, 式 (A11) 亦成立.

所以, 当 t ≥ t0 + Tf (θ) 时, 且 θ ∈ (0, θ2) 时有:

‖η − η̂s‖ = ‖H2Gdζd + F1Gaζa + F2e‖ ≤
‖H2Gdζd + F1Gaζa‖+ ‖F2‖ ‖e‖ ≤
Kθ (‖H2Gd‖+ ‖F1Ga‖)+

κθ ‖F2‖
µa

√√√√ 2

λmin

(
P̃a

) =

αθ

µa

其中

α = Kµa (‖H2Gd‖+ ‖F1Ga‖) + κ ‖F2‖
√√√√ 2

λmin

(
P̃a

)

选择 θ3 ∈ min
{
θ2,

δµa
α

}
, T = t0 + Tf (θ), 当 t ≥ T , θ ∈

(0, θ3) 时, 有 ‖η − η̂s‖ < δ. ¤
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24 Kalsi K, Lian J M, Hui S, Żak S H. Sliding-mode observers
for systems with unknown inputs: a high-gain approach.
Automatica, 2010, 46(2): 347−353

25 Hou M, Patton R J. Input observability and input recon-
struction. Automatica, 1998, 34(6): 789−794

26 Mahmoud N A, Khalil H K. Asymptotic regulation of
minimum phase nonlinear systems using output feedback.
IEEE Transactions on Automatic Control, 1996, 41(10):
1402−1412

27 Esfandiari F, Khalil H K. Output feedback stabilization of
fully linearizable systems. International Journal of Control,
1992, 56(5): 1007−1037

韩 冬 同济大学电子与信息工程学院控

制理论与控制工程专业博士研究生. 分

别于 2004 年和 2007 年在中国科学技术

大学获工学学士和硕士学位. 主要研究

方向为未知输入观测器设计, 故障检测

与重构.

E-mail: handong2007@163.com

(HAN Dong Ph.D. candidate at the

College of Electronics and Information Engineering, Tongji

University. He received his bachelor and master degrees

from University of Science and Technology of China in

2004 and 2007, respectively. His research interest covers

unknown input observer design, and fault detection and

reconstruction.)

朱芳来 同济大学电子与信息工程学院

教授. 主要研究方向为非线性系统鲁棒

控制, 基于模型的故障检测与隔离. 本文

通信作者.

E-mail: zhufanglai@tongji.edu.cn

(ZHU Fang-Lai Professor at the

College of Electronics and Information

Engineering, Tongji University. His re-

search interest covers nonlinear robust control, and model-

based fault detection and isolation. Corresponding author

of this paper.)


