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线性混杂系统优化控制的

Monte Carlo统计预测方法

宋春跃 1 王 慧 1 李 平 1

摘 要 针对含扩散项的线性混杂切换系统优化控制问题, 为降低优化

求解的计算复杂性, 提出了Monte Carlo 统计预测方法. 首先通过数值

求解技术把连续时间优化控制问题转化为离散时间的Markov 决策过程

问题; 然后在若干有限状态子空间内, 利用反射边界技术来求解相应子空

间的最优控制策略; 最后根据最优控制策略的结构特性, 采用统计预测方

法来预测出整个状态空间的最优控制策略. 该方法能有效降低求解涉及

大状态空间及多维变量的线性混杂切换系统优化控制的计算复杂性, 文

末的仿真结果验证了方法的有效性.
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Monte Carlo Statistical Prediction

Method for Optimal Control of Linear

Hybrid Systems

SONG Chun-Yue1 WANG Hui1 LI Ping1

Abstract To reduce the computational complexity of opti-

mal control of linear hybrid switching diffusion systems, a new

Monte Carlo statistical prediction method is proposed. Firstly,

the original optimal control problem in continuous time is ap-

proximated by a Markov decision problem in discrete time using

numerical method; secondly, the numerical optimal control poli-

cies in some random sub-state spaces are obtained by reflecting

boundary technique; and finally, the optimal control policy on

the entire state space is predicted by statistical prediction based

on the structure of the optimal control policy. The method can

decrease the computational complexity and can be extended to

cases of high dimension and large state space. Numerical ex-

amples illustrate and confirm the effectivity of the proposed

method.

Key words Linear hybrid system, optimal control, numerical

solution, Monte Carlo statistical prediction (MCSP)

诸如运输系统、制造系统及环境系统等复杂系统, 都涉

及大量随机事件的发生. 相对于不同的随机事件, 系统处于

不同的运行模式, 即系统的演化呈现为阶段性地受不同动力

学方程驱动. 因此从全局的观点来研究此类系统时, 系统包

含了两类变量—– 连续变量和离散变量. 前者代表系统以连

续时间演化的状态, 后者表示与事件相关的系统模式. 此类

系统被归类为混杂系统, 混杂系统的优化控制问题成为近年

来的研究热点; 特别地, 能处理随机因素的所谓随机混杂系

统的研究大门刚刚开启[1]. 针对随机混杂系统线性二次高斯

型 (Linear quadratic Gaussian, LQG) 优化控制问题, 文献

[2] 采用扰动分析方法, 分析了近优控制策略的收敛性; 同样

针对该命题, 文献 [3] 就两类不同的容许控制策略结构分别
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进行最优解性质的分析, 并给出了采用线性矩阵不等式技术

求解相应 Riccati 方程的方法.

本文所讨论的随机混杂系统不再局限于二次型, 而是

更为宽泛的折扣性, 且系统连续变量的动力学方程含用于

描述连续变量随机波动的扩散项. 在折扣型目标泛函下, 最

优解的优化条件不再为 Riccati 方程, 取而代之的是 HJB

(Hamilton-Jacobi-Bellman) 方程. 此时, 系统优化控制求解

要涉及求解模态耦合的非线性偏微分方程及大规模的动态规

划命题, 解析解一般不可能得到. 为了能把优化理论应用于

工程实际, 常求助于数值求解. 据作者所知, 首先把数值解技

术应用于求解采用混杂系统框架描述的不可靠生产系统优化

控制的是文献 [4], 在文献 [4] 所研究对象中, 连续变量描述了

产品的盈余, 离散变量表示设备的工作状态. 在该文献中, 控

制变量间是不耦合的. 随后文献 [5] 采用 Kushner 数值解方

法[6] 来求解更复杂的混杂生产系统优化控制问题. 在文献 [5]

的工作中, 考虑了模态间转换时的附加成本; 此外, 控制变量

间也相互耦合.

采用数值求解时, 由于涉及求解大规模动态规划, 所以

计算复杂性不得不考虑. 此类问题的数值求解时间复杂性是

O(|| Λ
hX

|n · | Γ
hU

|m|), 其中, Λ 和 Γ 分别为连续变量的状

态空间和容许控制策略空间; hX 和 hU 分别表示状态空间

和控制策略空间的迭代步长; n、m 分别为状态空间和控制

策略空间的维数. 显然, 如果状态空间特别大或考虑的是多

维变量, 那么系统就陷入了维数灾, 使数值求解在实际应用

中面临难题. 本文基于所研究系统优化控制策略解的结构特

性, 提出了Monte Carlo 统计预测 (Monte Carlo statistical

prediction, MCSP) 方法, 以降低数值求解时的计算复杂性.

仿真结果表明了该方法的有效性.

1 线性混杂系统优化控制

1.1 线性混杂系统

连续时间可控线性混杂切换系统可由如下分段扩散随机

微分方程刻画, 其中 t0 为初始时刻, tl 为系统第 l 次切换时

刻: l = 0, 1, 2, · · · .
XXX(s) = XXX(tl) +

∫ s

tl
(Aζ(ν)XXX(ν) + Bζ(ν)UUU(ν))dν +

∫ s

tl
σζ(ν)(XXX(ν))dWWW (ν), ∀s ∈ [tl, tl+1) (1a)

XXX(t+l ) = π(XXX(t−l ), ζ(t−l )) (1b)

ζ(t+l ) = ξ(XXX(t−l ),UUU(t−l ), ζ(t−l )) (1c)

dHHH(t) = DUUU(t)dt (1d)

其中XXX(t) ∈ Λ ⊂ Rn 为系统的连续值状态, UUU(t) ∈ Γ ⊂ Rm

是系统的控制变量, Γ 为容许控制集, 它是 Rm 上的闭凸

子集, UUU(t) ∈ Γ 称为容许控制策略. ζ(t) ∈ E = {1, · · · , q}
定义为系统的模态, 是系统的离散值状态, E 为有限状态集

合. Aζ(t)、Bζ(t)、σζ(t) 分别为 n × n、n × m、n × p 矩阵,

ζ(t) ∈ E. Aζ(t)、Bζ(t)、σζ(t) 确定了系统在模态 ζ(t) ∈ E 下

连续变量的演化特性. ξ : Rn ×Rm ×E → E 描述了系统的

模态演化. WWW (t) = [W1(t), · · · , Wp(t)]T 为 p 维标准Wiener

过程, 式 (1a) 中的 σζ(t)(·)dWWW (t) 是系统的扩散项, 可以解释

为系统连续状态受环境或其他条件的影响而产生的波动. 若

对任意 ζ(t), 有 σζ(t) = 0, 则系统 (1) 可退化为混杂系统中的

分段确定性系统情况.

系统 (1) 模态间的演化由系统自身自主发生切换, 假

设模态演化过程 ζ(t) 为 Markov 过程; 并设 ζ(t) 处于模态

α 的时间呈指数分布, α ∈ E, 则模态间的切换过程可由
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其无穷小生成元 (Infinitesimal generator) Q 完全表述, 令

Q = (λαβ(HHH)), α、β ∈ E. HHH 为连续状态辅助变量, 可解

释为系统中影响模态间切换强度的物理量, 由式 (1d) 描述,

HHH(t) ∈ Rr, D 为 r ×m 矩阵. λαβ(HHH) : Rr → R 为有界函

数, 且存在常数K, 使 λαβ(HHH) 满足如下条件:

1) |λαβ(HHH)− λαβ(HHH
′
)| ≤ K|HHH −HHH

′ |, ∀HHH,HHH
′ ∈ Rr;

2) λαβ(HHH) ≥ 0,
∑

β λαβ(HHH) = 0.

给定HHH, 定义 ζ(t)在 t时刻从模态 α切换到模态 β 的转

移概率为 pαβ(t), 有 pαβ(t) = P [ζ(t + dt) = β|ζ(t) = α,HHH],

则有

P [ζ(t + dt) = β|ζ(t) = α,HHH] = λαβ(HHH)dt + o(dt) (2a)

P [ζ(t + dt) = α|ζ(t) = α,HHH] = 1 + λαα(HHH)dt + o(dt) (2b)

式 (2) 描述了在区间 [t, t + dt] 系统模态间发生一次切换的

概率为 λαβ(HHH)dt + o(dt), 切换次数 k ≥ 2 的概率为 o(dt).

模态间的切换为 Poisson, 即在有限时域内, 系统模态间的切

换次数为有限次. 在两次切换之间, 系统的动态行为表现为

扩散过程. 已知系统模态发生了切换, 则下一个模态连续状

态XXX 的初值可由分布 π(XXX(t−), ζ(t−)) 描述, 这里假设XXX 连

续. 为保持Markov 特性, 假设在 t 时刻系统模态间切换概率

仅依赖于 lims→t− XXX(s) 及在该时刻所施加的控制策略.

注 1. 系统模态间的切换为非平稳 Poisson 过程, 且切

换强度是被控的. 系统 (1) 含扩散项, 为保持系统的Markov

特性, 这里假设切换强度仅与控制变量 UUU 有关. 若系统 (1)

不含扩散项时, 式 (1d) 可扩展为状态XXX 及控制变量的函数,

即 dHHH(t) = (CXXX(t) + DUUU(t))dt, C 为 r× n 矩阵; 若任意时

刻有 dHHH(t) = 0, 则切换过程为平稳过程.

系统 (1) 的状态空间为 Λ × E × Rr. 系统从初

态 (XXX, α,HHH) 开始演化, 连续状态变量 XXX 和 HHH, 分别

以 dXXX(t) = (AαXXX(t) + BαUUU(t))dt + σα(XXX(t))dWWW (t) 和

dHHH(t) = DUUU(t)dt 演化. 当 ζ(t) 在 t1 时刻切换到模态 β,

则系统又以初始状态 (XXX(t1), β,HHH(t1)) 开始演化, 循环往复.

在满足以上所述假设下, 系统 (1) 是良定的 (Well-defined),

对于给定初态XXX(0), ζ(0) 及HHH(0), XXX(t) 存在唯一解[2−3, 6].

1.2 局部特性

系统 (1) 的局部特性 (Local property) 定义为在小区间

[t, t + dt] 系统连续状态的统计特性, 令 XXX(t) = XXX、ζ(t) =

α、UUU(t) = UUU 及HHH(t) = HHH,其局部特性可由Aα、Bα、σα(XXX)

及 D 完全描述

E(XXX(t + dt)−XXX(t)|XXX, α,HHH) ≈
(1 + λαα(HHH)dt)(AαXXX + BαUUU)dt +∑

β 6=α

λαβ(HHH)dt(AαXXX + BαUUU)dt = (AαXXX + BαUUU)dt (3a)

Cov(XXX(t + dt)−XXX(t)|XXX, α,HHH) ≈ σα(XXX)σα(XXX)Tdt(3b)

E(HHH(t + dt)−HHH(t)|XXX, α,HHH) ≈ DUUUdt (3c)

Cov(HHH(t + dt)−HHH(t)|XXX, α,HHH) = 0 (3d)

1.3 优化控制命题

受控混杂切换系统折扣目标泛函下的优化控制命题可表

述为: 给定系统 (1) 及初始时刻 t0、系统初态 (XXX, α,HHH), 寻

求最优容许控制策略 UUU(t) ∈ Γ 以使如下折扣成本函数最小

J(t0,XXX, α,HHH) = E(

∫ T

t0

e−ρ(s−t0)L(XXX(s))ds+

e−ρ(T−t0)Ψ(XXX(T ))|XXX(t0) = XXX, ζ(t0) = α,HHH(t0) = HHH) (4)

其中 L 是瞬时运行成本函数, Ψ 是边界成本函数, L 和 Ψ 关

于 t 为有界函数. ρ ∈ (0, 1) 为折扣因子. 定义 “cost to go”

函数 V (·) 如下

V (t,XXX, α,HHH) = E(

∫ T

t

e−ρ(s−t)L(XXX(s))ds +

e−ρ(T−t)Ψ(XXX(T ))|XXX(t) = XXX, ζ(t) = α,HHH(t) = HHH) (5)

其中 t ∈ [t0, T ]. 则有如下引理:

引理 1[7]. 对于系统 (1), 若使目标泛函 (4) 最小, 则对

于状态XXX(t) ∈ Λ、HHH(t) ∈ Rr 和模态 α ∈ E, 容许控制策略

UUU ∈ Γ 为最优的充分必要条件是其 “cost to go” 函数 V (·)
满足如下 HJB 方程

min
UUU
{Vt(t,XXX, α,HHH) + (AαXXX + BαUUU)TVXXX(t,XXX, α,HHH) +

(DUUU)TVHHH(t,XXX, α,HHH) +
1

2
tr[VXXXXXX(t,XXX, α,HHH)×

σα(XXX)σα(XXX)T] +
∑

β

λαβ(HHH)V (t,XXX, β,HHH)−

ρV (t,XXX, α,HHH)}+ L(XXX) = 0 (6)

其中边界条件是 V (T,XXX(T ), α,HHH(T )) = Ψ(XXX(T )), VXXX(·)、
VXXXXXX(·)、tr[V (·)] 分别为 V (·) 的梯度、Hessian 阵、迹.

如果 T 为 ∞ 时, V (t,XXX, α,HHH) 为时齐的, 即有 ∀t,
V (t,XXX, α,HHH) = V (XXX, α,HHH), 此时 V 称为值函数 (Value

function), 有 Vt = 0, 式 (6) 可简写为

min
UUU
{(AαXXX + BαUUU)TVXXX(XXX, α,HHH) + (DUUU)TVHHH(XXX, α,HHH) +

1

2
tr[VXXXXXX(XXX, α,HHH)σα(XXX)σα(XXX)T] +

∑

β

λαβ(HHH)V (XXX, β,HHH)− ρV (XXX, α,HHH)}+ L(XXX) = 0 (7)

注 2. 如果是二次高斯型控制问题, 即 L 和 Ψ 为二次型

形式, 当控制变量不受约束时, 则最优控制策略可退化为求

解相应的 Riccati 方程[2−3].

2 Monte Carlo 统计预测方法

HJB 方程 (7) 为模态耦合的非线性偏微分方程, 求解涉

及大规模的动态规划, 最优控制策略的解析解很难得到. 为

使相应最优理论在工程上能够应用, 常求助于数值求解. 本

节采用数值求解技术[6], 把连续时间的最优控制问题, 转换为

离散时间的 Markov 决策过程优化问题, 并根据解的结构特

性, 利用反射边界技术, 设计了 MCSP 方法, 以降低求解时

的计算复杂性.

2.1 数值求解

不失一般性, 这里假设 V (t,XXX, α,HHH) 为时齐的且

σα = diag(σ1, · · · , σn), 其中 σi > 0, i = 1, · · · , n. 令

F ζ(t)(XXX(t),UUU(t)) = Aζ(t)XXX(t) + Bζ(t)UUU(t), S(UUU(t)) =

DUUU(t). 有如下定义

∂V (·)
∂xi

=
V h(XXX + eeeih, ·)− V h(XXX, ·)

h
若 F α

i ≥ 0 (8a)

∂V (·)
∂xi

=
V h(XXX, ·)− V h(XXX − eeeih, ·)

h
若 F α

i < 0 (8b)

∂V 2(·)
∂x2

i

=
V h(XXX+eeeih, ·)−2V h(XXX, ·)+V h(XXX−eeeih, ·)

h2
(8c)

其中 h 为状态变量 xi 或 Hi 方向上的有限差分, ei 为该方

向上的单位向量. 令 f+ = max[f, 0], f− = max[−f, 0], 则



1030 自 动 化 学 报 34卷

有 f+ + f− = |f |, f+ − f− = f . 把式 (8) 代入式 (7), 并定

义 Φh(HHH) = h2(ρ−λαα(HHH)) + h(
∑n

i=1 |F α
i |+

∑r
j=1 |Sj |) +∑n

i=1 σ2
i , ∆t = h2/Φh(HHH). 显然 Φh(HHH) > 0, 且当 h → 0

时 ∆t → 0. 构造 Markov 链 χχχk = [χχχ1
k, · · · ,χχχn

k ]T, ηηηk =

[ηηη1
k, · · · , ηηηr

k]T, k = 1, 2, · · · , 定义其转移概率为
P+

χχχi
k
=P (χχχk + eeeih, α,ηηηk|χχχk, α,ηηηk)=(

1

2
σ2

i + hF α+

i )/Φh(ηηηk)

P−
χχχi

k
=P (χχχk − eeeih, α,ηηηk|χχχk, α,ηηηk)=(

1

2
σ2

i + hF α−
i )/Φh(ηηηk)

P+

ηηη
j
k

=P (χχχk, α,ηηηk + eeeih|χχχk, α,ηηηk)=hS+
j /Φh(ηηηk)

P−
ηηη

j
k

=P (χχχk, α,ηηηk − eeeih|χχχk, α,ηηηk)=hS−j /Φh(ηηηk)

P α = P (χχχk, α,ηηηk|χχχk, α,ηηηk)=h2ρ/Φh(ηηηk)

P β =P (χχχk, β,ηηηk|χχχk, α,ηηηk)=h2λαβ(ηηηk)/Φh(ηηηk)

显然有
∑n

i=1(P
+

χχχi
k

+ P−
χχχi

k

) +
∑r

j=1(P
+

ηηη
j
k

+ P−
ηηη

j
k

) +
∑

α∈E P α = 1. 若令 ∆χχχi
k = χχχi

k+1 − χχχi
k, 则所构造 Markov

链 χχχk 的局部特性为

E[∆χχχi
k|χχχi

k, α,ηηηj
k] = h(

1

2
σ2

i + hF α+

i )/Φh(ηηηk)−

h(
1

2
σ2

i + hF α−
i )/Φh(ηηηk) = (Aαχχχi

k + BαUUUk)∆t (9a)

Cov[∆χχχi
k|χχχi

k, α,ηηηj
k] = σ2

i ∆t + o(∆t) (9b)

其中 UUUk 为 k 时刻所施加的控制. 对比式 (9) 及式 (3a) 和

(3b), 可以看出所构造 Markov 链 χχχk 的局部特性等价于系

统 (1) 连续状态XXX 的局部特性. 不难验证, 所构造 Markov

链 ηηηk 的局部特性等价于系统 (1) 连续状态HHH 的局部特性式

(3c) 和 (3d). 设 V h(XXX, α,HHH) 为所构造Markov 链以初值为

(XXX, α,HHH) 的值函数, 其定义式为

V h(XXX, α,HHH) = min
UUUk

{
n∑

i=1

(P+

χχχi
k
V h(XXX + eeeih, α,HHH) +

P−
χχχi

k
V h(XXX − eeeih, α,HHH)) +

r∑
j=1

(P+

ηηη
j
k

V h(XXX, α,HHH + eeeih) +

P−
ηηη

j
k

V h(XXX, α,HHH − eeeih)) +
∑

β 6=α

P βV h(XXX, β,HHH)}+ ∆tL(XXX)

(10)

定理 1. 当 h → 0 时, 由 Markov 决策过程 (10) 所

求得的值函数 V h(·) 为系统 (1) 的值函数 V (·) 的极限, 即

limh→0 V h(·) = V (·).
证明 . 所构造 Markov 链 χχχk 及 ηηηk 的局部特性等价于

系统 (1) 状态XXX、HHH 的局部特性, 由系统 (1) 特性及文献 [6]

中第 10 章中定理 5.2 得: limh→0 V h(·) = V (·). ¤
定理 1 表明, 具有 Markov 特性的连续时间优化控制

命题可转化为相同状态空间下的离散时间 Markov 决策过

程问题. 由式 (10) 求得的最优控制 UUUk 即为原始问题最优

解的数值解. 必须注意的是, 当原始命题目标函数 T 为 ∞
时, 须令数值求解时的仿真状态空间足够大, 这样所得结

果才会逼近原始命题最优解. 由于计算的时间复杂性为

O(|| Λ
hXXX

|n · | Γ
hUUU

|m|), 当系统的连续状态空间足够大或为多
维时, 则数值求解整个状态空间的最优解耗时将会很长.

2.2 最优解结构特性及MCSP

根据最优控制策略解空间的结构特性, MCSP 方法可有

效降低求解的计算复杂性. 先考察值函数 V (·) 的特性:

定理 2. 若瞬时成本运行函数 L 为非负凸函数, 且

L(0) = 0. 则对于系统的每个模态 α ∈ E, V (·) 对于XXX 和HHH

为凸函; 且如果 L 为严格凸函数, 则 V (·) 也为严格凸函数.

证明. 可由文献 [8] 中的引理 H.1 的证明修改得到. ¤
由最优控制策略所满足的充要条件 HJB 方程 (7) 及值

函数特性为凸,对于每一个模态 ζ(t),由于容许控制集 Γ是凸

的, 则最优控制 UUU 取值为 Γ 的端点, 最优控制策略把状态空

间分割成一系列状态子空间[9]. 对应于每一个子空间, 最优

控制取值为常数. 即状态空间 Λ 被最优控制策略分割成一系

列子空间 Λi, Λi ∩ Λj = φ, i, j = 1, 2, · · · , M , Λ = ∪M
i=1Λi,

M 为所分割子空间的个数. 对应于每个子空间 Λi, 存在一

个定常的最优控制 UUU∗i , UUU∗i = f(XXX), XXX ∈ Λi. 这意味着整个

状态空间的最优控制策略结构为分段常数. 故确定每个状态

子空间的大小及相应的最优控制策略值为最终所求. 基于此,

MCSP 算法框架如下:

MCSP 算法框架
Input: 系统参数及数值求解时所考虑的整个状态空间 Λ, 并定义子空间
G ⊂ Λ 的大小.
Initialization: 网格化子空间 G; 随机选择 N 个网格化子空间 Gi, 有
Gi ⊂ Λ, ∪N

i=1Gi ⊂ Λ. 初始化值函数, 即 ∀XXX ∈ Gi, V h(·) = 0,
i = 1, · · · , N . 定义 G0

i 为网格化子空间 Gi 的内部, ∂Gi 为其边界.

Step 1.
子空间数值求解: 对应于每个网格化子空间 Gi, 采用数值求解技术求解最

优控制 U∗:
1) XXX ∈ G0

i 时:

V
h
(XXX, α,HHH) = min

UUUk

{
n∑

i=1

(P
+
χχχi

k

V
h
(XXX + eeeih, α,HHH)+

P
−
χχχi

k

V
h
(XXX − eeeih, α,HHH)) +

r∑

j=1

(P
+

ηηη
j
k

V
h
(XXX, α,HHH + eeeih)+

P
−
ηηη

j
k

V
h
(XXX, α,HHH − eeeih)) +

∑

β 6=α

P
β

V
h
(XXX, β,HHH)}+ ∆tL(XXX) (11)

2) XXX ∈ ∂Gi 时,

V
h
(XXX, α,HHH) = min

UUUk

{(1−
∑

β 6=α

P
β
)(

n∑

i=1

(P
+
χχχi

k

V
h
(XXX + eeeih, α,HHH)+

P
−
χχχi

k

V
h
(XXX − eeeih, α,HHH)) +

r∑

j=1

(P
+

ηηη
j
k

V
h
(XXX, α,HHH + eeeih)+

P
−
ηηη

j
k

V
h
(XXX, α,HHH − eeeih))) +

∑

β 6=α

P
β

V
h
(XXX, β,HHH)} (12)

Step 2.
求解数值特征: 通过 Step 1 所得到的最优控制及所对应的子空间数据,

计算每个模态 α ∈ E 时, 最优控制策略 UUU∗ 与所对应子状态空间的数值特征
(L 为相应的数据个数)

µUUU∗(α) =
1

L

L∑

i=1

XXXi, σUUU∗(α) =
1

L− 1

L∑

i=1

(XXXi − µUUU∗(α))
2

(13)

整个状态空间最优解的求解: 对 ∀XXX ∈ Λ, 采用 Bayes 统计方法预测出
整个状态空间的最优控制策略

UUU
∗

= argUUU∗ P (XXX, α,HHH|UUU∗) =
n∏

i=1

p(xi, α|UUU∗)
r∏

j=1

p(HHHj , α|UUU∗)

(14)

其中 p(xi, α|UUU∗) =
1√

2πσUUU∗(α)
e
−

(xi−µUUU∗(α))
2

2σ2
UUU∗(α) .

Output: 整个状态空间最优控制UUU∗ 及相应的结构特性.

算法说明:

1) MCSP 分为两阶段: 第一阶段数值求解得到最优控

制和相应的空间结构数据. 对于每个数值求解时的网格化子

空间, 采用反射边界技术以保证在每个子状态空间内求解时

所得到的解为原始问题最优解, 即在网格化子空间内部 G0
i

采用式 (11) 来数值求解最优控制, 而在网格化子空间边界
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∂Gi 采用式 (12) 来求解最优控制. 由于所构造的Markov 链

之间相互独立, 则根据所构造的 Markov 链的分布特性, 在

算法第二阶段, 当 XXXi 所对应的最优控制策略为 UUU∗ 时, 即

UUU∗ = f(XXXi), 假设 XXXi+1(XXXi−1) 所对应最优控制策略仍为

UUU∗ 的分布为 Gaussian Kernel. 故在算法第二阶段构造变量

彼此独立的连续状态 Gaussian 分布来进行统计预测, 其数

值特征由式 (13) 求得, 式 (14) 用于预测整个所考虑状态空

间的最优控制策略及其结构.

2) 整个方法的计算复杂性由两部分构成: 一部分是状态

空间的搜索; 另一部分是控制策略空间的搜索. 对于前者, 由

于 MCSP 采用了不完全搜索状态空间而得到整个状态空间

最优解的思路, 故MCSP 可有效降低系统状态空间的搜索复

杂性. 若在算法的第一阶段并行计算, 则可最大限度缩短求

解时间. 在每个状态点进行策略搜索时, 可采用其他先进算

法 (如 GA、模拟退火及基于仿真方法[10]), 以降低解空间的

搜索复杂性.

注 3. 如果所考虑的为有限时域优化命题, V (·) 为非时
齐的, 此时最优控制策略的结构特性并不发生变化: 即整个

状态空间仍被分割为若干子状态空间, 每个子状态空间对应

一个定常的最优控制 UUU∗i , 最优控制策略结构仍为分段常数.

但由于 Vt 为时变的, 求解将更加复杂.

3 应用仿真

具有随机故障的不可靠生产系统最优生产控制问题可归

类为混杂系统的优化控制命题. 该问题由文献 [11] 所提出,

并得到广泛关注, 前期的相应结果已在文献 [8] 中进行了综

述. 不可靠生产控制问题可表述为对于可生产 n 种产品的具

有 m 个设备的不可靠生产系统, 寻求最优生产控制率 UUU , 以

满足各种产品的需求并使如下所期望目标函数最小:

J(XXX, α) = E(

∫ ∞

0

e−ρtg(XXX(t))dt|XXX(0) = XXX, ζ(0) = α)

其中 g(·) 为瞬时成本运行函数, 其表达式取 g(XXX(t)) =∑n
i=1 c+

i x+
i (t) + c−i x−i (t), x+

i = max{0, xi}, x−i =

max{0,−xi}. c+
i (c−i ) > 0 分别表示每单位正 (负) 库存

每单位时间所引入的惩罚成本. 显然, g(XXX(t)) 为凸函数. 系

统的状态演化方程为

dXXX(t) = Bζ(t)UUU(t)dt−ZZZ(t)dt + σζ(t)dWWW (t),XXX(0)

其中, ζ(t) 为设备状态过程. 由于生产率受不可靠设备的生

产能力约束, 有 0 ≤ ui(t) ≤ ri, ri 为设备对产品 Pi 的最大

生产能力. 不失一般性, 这里假设设备数量 m = 1, 具有两

种状态, 即设备状态空间 E = {0, 1}, 并假设设备状态过程
为平稳过程, 即 dHHH(t) = 000. 令 σ0 = σ1 = diag(σ1, · · · , σn).

σdWWW (t) 物理意义可解释为产品的需求波动、库存的损耗及

销售的退货等. 仿真结果运行的硬件环境为 HP dv4013AP

笔记本, Celeron 1.5GHz 处理器, 512 MB 内存; 软件环境为

Matlab 7.

一种产品情况. 此时 B0 = 0, B1 = 1. 系统其他参数为:

z = 0.45, ρ = 0.9, r = 1.0, c+ = 1.0, c− = 6.0, λ01 = 0.6,

λ10 = 0.3, σ = 0.03.

图 1 为迭代步长 h = 0.01 的仿真结果. 在图 1 中, 虚线

为在整个所考虑状态空间 [−10, 10] 进行数值求解的最优控

制策略解, 实线为MCSP 方法所得相同空间的最优控制策略

解. 前者用时 42 s, 而 MCSP 用时 20 s. MCSP 所采用的随

机网格化子空间的个数为 5 个, 串行计算, 仿真子空间大小

为 [x− 1, x + 1], x ∈ [−9, 9].

图 1 一种产品情况下的值函数 V (·) 及控制策略 UUU(·)
Fig. 1 Trajectory of V (·), UUU(·) for Case one

两种产品情况. 此时 B0 = [0, 0]T, B1 = [1, 1]T, 系统其

他参数如表 1 所示. 由于 m = 1, 故两种产品之间生产率耦

合, 即有如下约束存在: 0 ≤ ui(t) ≤ ri 且 uj(t) = 0 当 j 6= i

时, i = 1, 2.

表 1 系统参数

Table 1 Parameters of the system for Case two

z1 z2 ρ r1 r2 c+
1 c+

2 c−1 c−2 λ01 λ10 σ1 σ2

0.4 0.6 0.9 1.0 1.0 1.0 1.0 3.0 6.0 0.6 0.3 0.02 0.02

仿真结果如图 2 (见下页) 所示, 迭代步长 h = 0.05. 图

2 (a) 为设备状态 ζ(t) = 1 时采用搜索整个所考虑状态空间

[−6, 6]×[−6, 6]所得到的值函数 V (·)和相应的最优控制策略
UUU(·);图 2 (b)和 (c)为搜索整个状态空间和采用MCSP方法

的结果对比图, 其中图 2 (c) 为图 2 (b) 的俯视图. 图 2 (b) 上

部分为搜索整个所考虑状态空间的最优控制策略结果, 而下

部分为采用MCSP方法所得结果.前者用时 14 954 s, 而后者

用时 2 353 s. MCSP所采用的随机网格化子空间的个数为 10

个,串行计算,子空间大小为 [x1−1, x1 +1]× [x2−1, x2 +1],

{x1, x2} ∈ [−5, 5] × [−5, 5]. 显然, 当考虑多维情况时, 即使

迭代步长变大, 由 0.01 增加为 0.05, 但耗时仍急剧增长. 而

MCSP 方法可显著减少计算时间, 若采用并行计算时, 则效

果将会更加明显.

从以上两个仿真结果也可以看出, MCSP 方法所得结果

并不完全等同于真值, 存在一定误差, 可通过增加仿真子空

间的个数来降低该误差.

4 结论

混杂系统的优化控制命题涉及求解模态耦合的非线性偏

微分HJB 方程及大规模动态规划问题. 本文针对含扩散项的

线性混杂切换系统优化控制命题, 基于对最优控制策略结构

的分析, 提出了 MCSP 方法: 采用数值求解, 利用反射边界

技术, 随机选择在子空间求解原始问题转化后的MDP 问题,

以降低计算复杂性; 然后采用统计预测方法来求解整个所考

虑状态空间的最优解. 方法的有效性已通过仿真例子得到验

证. 由于MCSP 方法中采用了统计分析, 所求结果存在误差,

其误差分析及算法收敛性将是进一步的研究工作. 另外, 对

于更一般情况, 例如运输系统、环境系统等复杂混杂系统, 当
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系统的动态演化不为线性时, 如何有效求解最优控制策略也

将是作者下一步的研究目标.

(a) 值函数 V (·) 及控制策略UUU(·) 真值图
(a) True value of V (·) and UUU(·)

(b) 控制策略UUU(·) 的对比图
(b) UUU(·) obtained by MCSP contrast to its true value

(c) (b) 的俯视图

(c) Planform of (b)

图 2 两种产品情况下的控制策略 UUU(·)
Fig. 2 Trajectory of UUU(·) for Case two

References

1 Cassandras C G, Lygeros J. Stochastic Hybrid Systems.
Boca Raton: Taylor and Francis, 2007

2 Zhang Q, Yin G G. On nearly optimal controls of hybrid
LQG problems. IEEE Transactions on Automatic Control,
1999, 44(12): 2271−2282

3 Dragan V, Morozan T. The linear quadratic optimization
problems for a class of linear stochastic systems with multi-
plicative white noise and Markovian jumping. IEEE Trans-
actions on Automatic Control, 2004, 49(5): 665−675

4 Boukas E K, Haurie A. Manufacturing flow control and
preventing maintenance: a stochastic control approach.
IEEE Transactions on Automatic Control, 1990, 35(9):
1024−1031

5 Yan H, Zhang Q. A numerical method in optimal production
and setup scheduling of stochastic manufacturing systems.
IEEE Transactions on Automatic Control, 1997, 42(10):
1452−1455

6 Kushner H J, Dupuis P G. Numerical Methods for Stochas-
tic Control Problems in Continuous Time (Second Edition).
Berlin: Springer-Verlag, 2002

7 Rishel R. Controlled Continuous Time Markov Process. Am-
sterdam: Elsevier, 1990

8 Sethi S P, Zhang Q. Hierarchical Decision Making in Stochas-
tic Manufacturing Systems. Boston, MA: Birkhauser, 1994

9 Ghosh M K, Arapostathis A, Marcus S I. Optimal control
of switching diffusions with application to flexible manufac-
turing systems. SIAM Journal on Control and Optimization,
1993, 31(5): 1183−1204

10 Hyeong S C, Fu M C, Hu J Q, Marcus S I. Simulation-based
Algorithms for Markov Decision Processes. Berlin: Springer-
Verlag, 2007

11 Kimemia J, Gershwin S B. An algorithm for the computer
control of a flexible manufacturing systems. IIE Transac-
tions, 1983, 15(4): 353−362

宋春跃 浙江大学工业控制研究所副教授. 主要研究方向为最优生产控
制、随机混杂系统的优化控制、系统辨识. 本文通信作者.
E-mail: cysong@iipc.zju.edu.cn
(SONG Chun-Yue Associate professor in the Institute of In-
dustrial Process Control at Zhejiang University. His research
interest covers optimal production control, optimal control of
stochastic hybrid systems, and system identification. Corre-
sponding author of this paper.)

王 慧 浙江大学工业控制研究所教授. 主要研究方向为智能交通系
统、复杂过程建模、控制与优化, 计算机控制.
E-mail: hwang@iipc.zju.edu.cn
(WANG Hui Professor in the Institute of Industrial Process
Control at Zhejiang University. Her research interest covers ITS,
modeling and optimization of complex systems, control and op-
timization, and computer control.)

李 平 浙江大学工业控制研究所教授. 主要研究方向为企业综合自动
化、流程工业 CIPS、工业过程中的先进控制理论及应用.
E-mail: pli@iipc.zju.edu.cn
(LI Ping Professor in the Institute of Industrial Process Con-
trol, Zhejiang University. His research interest covers enterprise
synthesis automation, CIPS of Process Industry, and advanced
control theory and application for industrial process.)


