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基于最大互信息指标的对偶控制研究

高振斌 1 钱富才 1 刘 丁 1

摘 要 针对参数未知但恒定的随机系统, 研究了基于最大互信息指标

的对偶控制. 运用了 Kalman 滤波器估计随机系统未知参数的方法; 研

究了最大互信息指标所具有的对偶特性, 即跟踪理想的目标以及探测未

知参数的不确定性; 采用了两级优化算法获得次优对偶控制律. 算例验证

了此算法的有效性和可行性.
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Dual Control Based on Maximum Mutual
Information Index

GAO Zhen-Bin1 QIAN Fu-Cai1 LIU Ding1

Abstract Dual control of the stochastic system with the un-

known parameter based on maximum mutual information in-

dex is studied in this paper. The unknown parameters of the

stochastic system are estimated via Kalman filter. Maximum

mutual information index is considered because it includes the

dual property that tracks the desired output and probes the

uncertainty of unknown parameters. A two-level algorithm is

adopted so as to obtain the approximating suboptimal solution

of the dual control law. An example is demonstrated to show

the effectiveness and feasibility of this method.

Key words Dual control, Kalman filter, maximum mutual

information, stochastic system

20 世纪 60 年代, 前苏联学者 Feldbaum 在研究具有未

知参数随机系统时提出了对偶控制的思想[1]. 对偶控制所追

求的目标有两方面: 1) 控制信号使实际系统的输出跟踪理

想的输出, 称作调节作用; 2) 控制信号对系统进行学习, 以

减少系统参数的不确定性, 称作探测作用. 研究发现, 上述

两方面之间存在耦合, 不能分开进行, 这种耦合导致了最优

控制的解析解无法获得. 2000 年,《IEEE Control Systems

Magazine》将对偶控制列为上世纪 25 个对控制领域有重大

影响的问题之一, 至今尚未解决.

对于系统参数未知的方差最小化问题, 1974 年, Alster

等将控制目标由极小化 N 步输出方差简化为极小化一步输

出方差, 获得了一个具有对偶特点的控制律, 通过在一步优

化问题的基础上增加了一个关于参数估计误差方差矩阵的逆

的迹约束以赋予控制器的学习性质[2], 其突出优点在于能够

避开用摄动控制器对系统进行控制时出现的断开现象, 但控

制指标不及摄动控制. 1982 年, Milito 等根据滤波器中包含

了系统输出实际值与估计值之间的误差这一事实, 在控制指

标中, 通过学习因子引入新息序列方差, 从而实现了控制作
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用和估计作用的良好折衷, 这就是著名的 IDC (Innovations

dual control) 控制策略[3]. 该对偶控制对应的性能指标优于

已有的具有对偶特点的次优控制, 但是, 最优学习因子由设

计者事先给出, 在各阶段保持常数. 李端、钱富才等针对参数

未知随机系统对偶控制算法作了进一步的研究, 提出了对偶

控制策略求解的一般性框架[4−7], 但只适用于状态空间模型.

2004 年, 钱富才等提出了系统模型为差分方程且系统参数未

知的两级优化算法对偶控制[8], 将原来不可解的动态规划问

题转化为优化一个新的目标函数, 它包含了表达输出调节要

求和参数学习要求的两部分, 体现了对偶性质. 采用两级最

优算法求解这个优化问题,具有收敛快的特点,从而使得求取

控制信号的计算量小, 同时, 获得了各阶段的最优学习因子.

1995 年, Guo 针对参数未知随机系统, 研究了基于最小二乘

(Least square) 的自调节器问题的稳定性、最优性、一致性

和最优收敛率, 提出了基于最小二乘法对系统输出进行跟踪

的方法[9]. 1984 年, Hijab 将 Shannon 信息熵 (Information

entropy) 的概念引入随机最优控制, 针对具有不完全观测信

息的情况, 设计了一类作为线性二次调节器的进一步推广的

自适应调节器[10]. 1988 年, Saridis 研究了系统模型为连续

时间非线性状态方程, 在给定性能指标最小化时, 系统的控

制作用具有不确定性的问题, 即将控制作用看作一个随机变

量, 在允许控制集合上按 Jaynes 的最大熵准则确定其概率

密度, 使得最优控制问题等价于控制作用熵函数的最小化问

题[11]. 1992 年, Tsai 等对 Saridis 的研究推广到离散时间非

线性状态方程, 提出了寻求确定性等价控制律和自适应控制

律的方法[12].

本文将互信息 (Mutual information) 引入参数未知随机

系统作为性能指标. 研究发现, 该性能指标包含了对偶特性;

运用两级优化算法得到次优对偶控制律.

1 问题提出

考虑如下单输入单输出 (SISO) 离散时间随机系统

y(k)− a1(k)y(k − 1)− · · · − an(k)y(k − n) =

b1(k)u(k − 1) + · · ·+ bm(k)u(k −m) + e(k)

k = 1, 2, · · · , N (1)

其中 y(k) ∈ R, u(k) ∈ R, e(k) ∈ R 分别是输出、输入和随

机干扰序列. ai(k)(i = 1, · · · , n), bj(k)(j = 1, · · · , m) 是系

统未知参数, 随机序列 e(k) 假设为均值为零, 方差为 R 的高

斯白噪声, 即: e(k) ∼ N(0, R). 假设

xxx(k) = [b1(k), · · · , bm(k), a1(k), · · · , an(k)]T =
[
b1(k), αααT(k)

]T

φφφ(k) = [u(k − 1), · · · , u(k −m), y(k − 1), · · · ,

y(k − n)]T =
[
u(k − 1), ψψψT(k)

]T

其中

ααα(k) = [b2(k), · · · , bm(k), a1(k), a2(k), · · · , an(k)]T

ψψψ(k) = [u(k − 2), · · · , u(k −m), y(k − 1), · · · , y(k − n)]T

于是, 式 (1) 可以表示为如下形式

y(k) = φφφT(k)xxx(k) + e(k) (2)
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假 定初 始信息集为 I0 = [u(−1), · · · , u(−m +

1), y(0), y(−1), · · · , y(−n + 1)], 则在时间 k 的信息集可

表示为

Ik = [u(k − 1), · · · , u(0), y(k), y(k − 1), · · · ,

y(1), I0], k = 0, 1, · · · , N − 1 (3)

对于如下 N 步最小方差性能指标

J = E

{
N−1∑

k=0

[y(k + 1)− yr(k + 1)]2 | Ik

}
(4)

其中, E{·} 表示求数学期望, yr(k + 1) 为 k + 1 时刻的理

想输出. 对偶控制的目标是寻找控制律 u(k) = fk(Ik)(k =

0, 1, · · · , N − 1) 使得性能指标 (4) 达到极小. 其中, u(k) 是

信息集 Ik 的函数, 它决定于过去的输入输出信息.

对于性能指标 (4), 由于参数不确定性的影响, 使用动态

规划原理求最优控制律并不能得到其解析解, 即使是最简单

的情况. 随着求解过程的进行, 导致所谓的 “维数灾”. 从随

机次优控制的角度出发, 人们试图寻找新的性能指标以得到

具有对偶特性的次优控制律. 将上述极小化 N 步输出方差性

能指标简化成 N 个极小化一步输出方差性能指标, 即

J(k) = E
{

[y(k + 1)− yr(k + 1)]2 | Ik
}

,

k = 0, 1, · · · , N − 1

这种控制称为最小方差控制.

根据信息论的思想, 信息在信道中传输, 损失应尽可能

小, 这与最小方差控制的目标极为相似. 信息在信道中传输

时, 将随机系统 (1) 输出 y(k) 作为信宿, 将理想输出 yr(k)

作为信源, y(k) 与 yr(k) 越接近, 信息损失越小; 从最小方差

控制的角度来看, 系统的方差达到最小时, 即可实现系统的

实际输出 y(k) 跟踪理想输出 yr(k). Shannon 定义了互信息

概念, 它刻画了信道中信源和信宿相互包含的程度.

如果将互信息作为新的性能指标

J(k) = I(yr(k + 1); y(k + 1)|Ik),

k = 0, 1, · · · , N − 1 (5)

其中, I(· | ·) 表示条件互信息. 寻找控制律 u(k) =

fk(Ik)(k = 0, 1, · · · , N − 1), 使性能指标 (5) 达到最大, 那么

y(k + 1) 就越接近 yr(k + 1), 从而实现了实际输出对理想输

出的跟踪.

根据信息论知识, 互信息和熵有如下关系

I(yr(k + 1); y(k + 1)|Ik) =

H(y(k + 1)|Ik)−H(y(k + 1)|yr(k + 1), Ik) (6)

其中, H(· | ·) 表示条件熵. 根据熵的定义, 有

H(y(k + 1)|Ik) = H(y(k + 1)− ŷ(k + 1))

其中 ŷ(k + 1) 为 y(k + 1) 的估计值, 其计算方法见第 2 节.

而且

H(y(k + 1)|yr(k + 1), Ik) = H(yr(k + 1)− y(k + 1)|Ik)

由于 y(k +1) 为高斯随机变量, 令 ε(k +1) = y(k +1)−

ŷ(k + 1) 为新息序列, 则

H(y(k + 1)− ŷ(k + 1)) =

H(ε(k + 1)) =

1

2
ln 2πe +

1

2
lnE{ε2(k + 1)}

H(yr(k + 1)− y(k + 1)|Ik) =

1

2
ln 2πe +

1

2
lnE

{
[yr(k + 1)− y(k + 1)]2 | Ik

}

假设

J1(k) =

ln E
{

[yr(k + 1)− y(k + 1)]2 | Ik
}
− ln E{ε2(k + 1)} =

ln J2(k)− ln J3(k) =

ln
J2(k)

J3(k)
(7)

其中

J2(k) = E
{

[yr(k + 1)− y(k + 1)]2 | Ik
}

J3(k) = E{ε2(k + 1)}

令 J̄1(k) = J2(k)/J3(k), 易知

J(k) = −1

2
J1(k) = −1

2
ln J̄1(k)

性能指标 (7) 包含了对偶特性: J2(k) 表示控制信号使

系统的实际输出趋近于理想输出; J3(k) 表示对未知参数进

行学习以减小系统不确定性的影响.

性能指标 (5) 极大化等价于性能指标 (7) 极小化, 即

maxJ(k) ⇐⇒ minJ1(k) ⇐⇒ minJ̄1(k)

求解如下最优化问题 (NOP), 可得到次优对偶控制律.

(NOP) minJ̄1(k) = min
J2(k)

J3(k)
(8)

构造如下多目标优化问题 (MOP)

(MOP) min
u(k)

[J2(k),−J3(k)]T (9)

定义 1. 假定 û(k) 是问题 (MOP) 的可行解. 如果不存

在可行解 u(k), 使得

J2(u(k)) ≤ J2(û(k)), J3(u(k)) ≥ J3(û(k))

其中至少有一个不等式严格成立, 那么, û(k) 为问题 (MOP)

的非劣解.

2 Kalman滤波器对参数的估计

假设式 (2) 中 xxx(k) 未知但恒定, 即满足如下方程

xxx(k + 1) = xxx(k) (10)

以式 (10) 作为状态方程; 以式 (2) 作为测量方程. 假设 xxx(k)

和 y(k) 的条件概率分布为高斯分布, 且与高斯白噪声序列

e(k) 相互独立. 状态变量的初始值假设为 x̂xx(0), 参数估计的

协方差阵的初始值为 P (0). 未知参数向量 xxx(k) 的估计可通

过如下 Kalman 滤波器实现.
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定义 2.

x̂xx(k) = E{xxx(k)|Ik}
x̃xx(k) = xxx(k)− x̂xx(k)

P (k) = E{x̃xxT(k)x̃xx(k)}

x̂xx(k + 1) = x̂xx(k) + K(k + 1)× [y(k + 1)− ŷ(k + 1)]

K(k + 1) = P (k)φφφ(k + 1)×
[φφφT(k + 1)P (k)φφφ(k + 1) + R]−1

P (k + 1) =
[
I −K(k + 1)φφφT(k + 1)

]
P (k)

定义 3. 系统输出的估计值为

ŷ(k + 1) = φφφT(k + 1)x̂xx(k)

3 基于最大互信息指标的对偶控制

定理 1. 问题 (NOP) 的最优解存在于问题 (MOP) 的非

劣解集中.

证明. 用反证法.

令 {u∗(k)} 为问题 (NOP) 的最优解, 但并非问题

(MOP) 的非劣解. 那么, 存在问题 (MOP) 的可行解 {û(k)}
使得

Ĵ2(k) ≤ J∗2 (k), Ĵ3(k) ≥ J∗3 (k)

其中

Ĵ2(k) = J2(k)|û(k), Ĵ3(k) = J3(k)|û(k)

J∗2 (k) = J2(k)|u∗(k), J∗3 (k) = J3(k)|u∗(k)

且不等式严格成立. 在任何情况下, 有

Ĵ3(k) > 0, J∗3 (k) > 0

因此
1

Ĵ3(k)
≤ 1

J∗3 (k)

于是

J̄1(k)|{û(k)} =
Ĵ2(k)

Ĵ3(k)
< J̄1(k)|{u∗(k)} =

J∗2 (k)

J∗3 (k)

这与 {u∗(k)} 为最优解相矛盾. ¤
问题 (MOP) 的每个非劣解可以从如下 Lagrange 问题

(LOP) 中得到

(LOP) min
u(k)

[ξ(k)J2(k) + λ(k)J3(k)] (11)

定义 4.

Jξλ(k) = ξ(k)J2(k) + λ(k)J3(k) (12)

令 µ(k) = λ(k)/ξ(k), Jµ(k) = J2(k) + µ(k)J3(k), 则

Jξλ(k) = ξ(k)Jµ(k). 其中

J2(k) = E{(ŷ(k + 1) + ε(k + 1)− yr(k + 1))2} =

E{ε2(k + 1)}+ [ŷ(k + 1)− yr(k + 1)]2

J3(k) = E{ε2(k + 1)}

且

Jµ(k) =

[1 + µ(k)]E{ε2(k + 1)}+ [ŷ(k + 1)− yr(k + 1)]2 =

[1 + µ(k)]
[
φφφT(k + 1)P (k)φφφ(k + 1) + R

]
+

[
φφφT(k + 1)x̂xx(k)− yr(k + 1)

]2

(13)

估计协方差矩阵 P (k) 分割如下

P (k) =

[
Pb1(k) PT

b1α(k)

Pb1α(k) Pα(k)

]

φφφ(k + 1) =
[
u(k), ψψψT(k + 1)

]T

根据定义 4, 可得

Jµ(k) =

{[1 + µ(k)] Pb1(k) + b2
1(k)}u2(k) +

2 [1 + µ(k)] PT
b1α(k)ψψψ(k + 1)u(k) +

2
{

b1(k)αααT(k)ψψψ(k + 1)− b1(k)yr(k + 1)
}

u(k) +

[1 + µ(k)]
[
ψψψT(k + 1)Pα(k)ψψψ(k + 1) + R

]
+

[
ψψψT(k + 1)ααα(k)− yr(k + 1)

]2

(14)

令
∂Jµ(k)

∂u(k)
= 0, 则可得到式 (14) 的最优解. 当 Pb1(k) >

0 和 b1(k) 6= 0 时, 有

u(k) = −{[1 + µ(k)] Pb1(k) + b2
1(k)}−1 ×

{{[1 + µ(k)] PT
b1α(k) + b1(k)αααT(k)} ×

ψψψ(k + 1)− b1(k)yr(k + 1)} (15)

定理 2. 如果 {u∗(k)} 为问题 (NOP) 的最优解, 在问题

(MOP) 的非劣解集中, 与 ξ∗(k), λ∗(k) 相对应的非劣解为问

题 (NOP) 的最优解, 那么

ξ∗(k) =
1

J∗3 (k)
, λ∗(k) = − J∗2 (k)

J∗3 (k)2
(16)

其中

J∗2 (k) = J2(k)|u∗(k), J∗3 (k) = J3(k)|u∗(k)

证明. 当 ξ(k) 和 λ(k) 给定时, 假设问题 (NOP) 的最

优解是 û(ξ, λ, k), 将其代入 J2 和 J3, 则 J2 和 J3 为 ξ(k) 和

λ(k) 的函数. 因而 J̄1 = J2(k)/J3(k) 亦为 ξ(k) 和 λ(k) 的函

数. 假设 J̄1 在 η∗ = (ξ∗(k), λ∗(k)) 处取得最优解, 根据最优

解的必要条件: dJ̄1
dη

|η∗= 0, 可得

1

J∗3 (k)

dJ2(k)

dη(k)
|η∗ − J∗2 (k)

J∗3 (k)2
dJ3(k)

dη(k)
|η∗= 0 (17)

由于问题 (MOP) 的每个非劣解可从问题 (LOP) 中得到, 对

于和 η∗ 相对应的问题 (LOP), 根据变分原理, 可得

ξ∗(k)
dJ2(k)

dη(k)
|η∗ +λ∗(k)

dJ3(k)

dη(k)
|η∗= 0 (18)

比较上述两个方程, 则有

ξ∗(k) =
1

J∗3 (k)
, λ∗(k) = − J∗2 (k)

J∗3 (k)2
¤
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定理 2 给出了每一时间段的最优学习因子. 下面推导搜

寻 ξ(k), λ(k) 最优值的修正公式.

在问题 (NOP) 中, J̄1(k) 的梯度可表示为

∇J̄JJ1(k) =

[
∂J̄1(k)

∂J2(k)

∂J̄1(k)

∂J3(k)

]T

=

[
1

J3(k)
− J2(k)

J2
3 (k)

]T

设www = [ξ(k), λ(k)]T, 构造如下方向向量

VVV (www) = [V1(www), V2(www)]T = −∇J̄JJ1(k) +
wwwT∇J̄JJ1(k)

wwwTwww
www

由 Cauchy-Schwarz 不等式可以得到

∇J̄JJ1
T
(k)VVV (www) = −‖∇J̄JJ1(k)‖2 +

(wwwT∇J̄JJ1(k))2

wwwTwww
≤ 0

上式表明, VVV (www) 为 J̄1(k) 的递减方向. 显然, 当 VVV (www) =

000 时, 最优化条件得到满足, 即: ξ(k) = 1/J3(k), λ(k) =

−J2(k)/J2
3 (k). 假如 ξs(k) 和 λs(k) 是 ξ(k) 和 λ(k) 在第 s

步的迭代值, ξ(k) 和 λ(k) 的最优值可采用如下梯度搜索方

法:

ξs+1(k) = ξs(k)+γV1(www), λs+1(k) = λs(k)+γV2(www) (19)

其中 γ 为搜索步长.

搜索到 ξ(k) 和 λ(k) 最优值的条件为 V1(www) = 0 和

V2(www) = 0. 因此, 两级算法的步骤如下:

Step 1. 给定 ξ(k) 和 λ(k), 求解问题 (LOP), 可得到式

(15) 表示的控制律 u(k);

Step 2. 如果 |ξ(k) − 1/J3(k)| ≤ err 和 |λ(k) +

J2(k)/J2
3 (k)| ≤ err (其中 err 为给定的误差界), 得到满足条

件的 ξ(k) 和 λ(k) 后, 停止搜索; 否则, 使用式 (19) 修正 ξ(k)

和 λ(k), 返回 Step 1.

从式 (15) 得到的控制律 u(k) 不仅与参数估计值 x̂xx(k)

有关, 而且与参数估计协方差阵 P (k) 有关:

1) 如果参数的不确定性不存在, 即 P (k) = 0, 此时, 控

制律可表示为

u(k) =
αααT(k)ψψψ(k + 1)− yr(k + 1)

b1(k)

这个结果与最小方差控制是一致的.

2) 如果参数的不确定性是存在的, 在式 (15) 中, 未知参

数 b1 的估计协方差 Pb1(k) 存在于分母中. 这说明 u(k) 考虑

了参数不确定性的影响. 因此, 控制信号 u(k) 既能使实际系

统的输出跟踪理想输出, 又能考虑参数估计的精度, 本文的

方法具有对偶特性.

求解对偶控制律 u(k) (k = 0, 1, · · · , N − 1) 的步骤如下:

Step 1. 运用 Kalman 滤波器计算参数的估计值 x̂xx(k)

以及参数估计的协方差阵 P (k).

Step 2. 通过两级算法搜索 ξ(k) 和 λ(k) 的最优值, 得

到式 (15) 表示的对偶控制律. 令 k = k + 1, 返回 Step 1. 当

k = N − 1 时, 结束计算.

4 仿真

考虑如下 SISO 离散时间随机系统

y(k) = a1y(k − 1) + a2y(k − 2) + b1u(k − 1) +

b2u(k − 2) + e(k) k = 1, 2, · · · , N (N = 80)

写成形如式 (2) 表示的差分方程为

y(k) = φφφT(k)xxx(k) + e(k)

其中xxx(k) = [b1, b2, a1, a2]
T,φφφ(k) = [u(k−1), u(k−2), y(k−

1), y(k − 2)]T, xxx(k) 为未知但恒定的系统参数, 假定其真实

值是

a1 = 1.5, a2 = −0.7, b1 = 1, b2 = 0.5

初始信息集为

I0 = [u(−1), y(0), y(−1)] = [0.5, 0.5, 0.5]

参数估计初始值

x̂xx(0) = [0, 0, 0, 0]T

估计协方差初始值

P (0) = 2I4

e(k + 1) 为高斯白噪声, 即: e(k + 1) ∼ N(0, 0.25). 系统的

理想输出 yr(k) 采用幅值为 ±5、频率为 20 的方波信号.

图 1 为通过 Kalman 滤波器得到的未知参数的估计值.

从图中可以看出, 在第 6 步时, 各参数估计值已基本接近真

实值; 在第 60 步左右时, 各参数估计值完全趋近于真实值;

图 2 为对偶控制序列与最优控制序列的比较. 前者是当系统

参数未知但恒定, 用本文方法所得的控制律; 后者是当系统

参数为确定值 (即取真实值) 时所得的控制律. 从图 2 看出,

在理想信号方波的各幅值变换处附近, 对偶控制序列和最优

控制序列变化都比较剧烈, 表明为跟踪理想输出, 需引入较

大能量; 在第 6 步前, 前者比后者值稍大, 这主要是为辨识出

系统参数引入较大的激励; 第 7 步以后, 两种序列趋于重合.

图 3 为系统实际输出 y(k) 与理想输出 yr(k) 的比较.

图 1 通过 Kalman 滤波器的参数估计

Fig. 1 Parameter estimations via Kalman filter
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图 2 对偶控制序列和最优控制序列的比较

Fig. 2 Comparison between dual control sequence and optimal

control sequence

图 3 系统实际输出和理想输出的比较

Fig. 3 Comparison between practical output and desired

output

5 结论

本文提出了基于最大互信息指标的单输入单输出随机系

统的两级算法对偶控制策略. 最大互信息指标包含了两方面:

1) 跟踪理想的输出; 2) 探测未知参数的不确定性, 因此所得

到的控制律具有对偶特性. 通过两级算法得到次优对偶控制

律. 仿真结果表明, 本文的方法在学习和调节不确定随机系

统方面是有效和可行的.
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