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欠驱动两杆机器人的统一控制策略和全局稳定性分析

赖旭芝 1 吴 敏 1 佘锦华 2 YANG Simon X.3

摘 要 针对包括 Acrobot 和 Pendubot 在内的欠驱动两杆机器人, 提出了一种统一的运动控制策略. 欠驱动两杆机器人

的整个运动空间分为两个区域: 摇起区和平衡区, 并对这两个区域分别设计控制律. 首先, 在摇起区, 应用一种基于弱控制

Lyapunov 函数 (Weak-control Lyapunov function, WCLF) 的控制方法, 来增加系统能量和控制驱动杆的姿势. 其次, 为了

避免奇异值的出现, 选择弱控制 Lyapunov 函数中的一个参数为系统状态空间的非线性函数. 然后, 通过系统状态调节基于

弱控制 Lyapunov 函数的控制律中的另一个设计参数, 来改进系统控制效果. 使用弱控制 Lyapunov 设计的摇起区控制律, 可

基于最大不变集原理保证其稳定性; 而机器人离开摇起区后, 利用非光滑 Lyapunov 函数 (Non-smooth Lyapunov function,

NSLF) 来保证其稳定. 最后, 结合WCLF 和 NSLF 保证了控制系统的全局稳定.
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Comprehensive Unified Control Strategy and Global Stability Analysis for

Underactuated Two-link Manipulators
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Abstract This paper presents a unified treatment of the motion control of underactuated two-link manipulators,

including Acrobot and Pendubot. The motion space is divided into two areas: swing-up and attractive, and control laws

are designed for each. First, a control law based on a weak-control Lyapunov function (WCLF) is employed to increase

the energy of the system and control the posture of the actuated link in the swing-up area. Next, a parameter in the

WCLF is chosen to be a nonlinear function of the state so as to avoid any singularities. Then, another design parameter

in the control law based on WCLF is adjusted based on the state to improve the control performance. The stability of

the swing-up area is guaranteed by the use of a WCLF based on the largest invariant set theorem. And a non-smooth

Lyapunov function (NSLF) is employed to guarantee stability after the manipulator leaves the swing-up area. Finally,

the global stability of the control system is guaranteed by the combination of a weak-control Lyapunov function and a

non-smooth Lyapunov function.

Key words Non-smooth Lyapunov function, stabilization, underactuated manipulator, global stability

最近十几年来, 包括 Acrobot 和 Pendubot 在
内的欠驱动两杆机器人已经广为人知, 并且被越来
越多的人们所关注. Acrobot 和 Pendubot 都是在
一个垂直平面内运动的两杆机器人. 对 Pendubot
来说, 其肩关节是驱动的, 而肘关节是非驱动的[1].
相反, Acrobot 的肩关节是非驱动的, 肘关节是驱动
的[2]. 鉴于 Acrobot 和 Pendubot 的复杂性, 采用单
一的控制方式难于实现控制目标. 因此, 一般的控制
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方法是把它们的运动空间分为摇起区和平衡区, 并
针对这两个区间, 分别采用不同的控制策略进行摇
起控制和平衡控制. 对于欠驱动机器人 Acrobot 和
Pendubot 的控制, 在摇起区的主要控制方法有基于
部分反馈线性化的控制、基于能量的控制、状态反

馈控制、智能控制、滑模变结构控制和李雅普诺夫

方法等[2−5]; 在吸引区的主要控制方法有线性化方
法、线性二次调节器 (LQR) 控制、模糊控制、自适
应模糊控制和极点配置法等[6−7].
由于 Acrobot 和 Pendubot 是非常复杂的非线

性系统, 它们两杆可能呈现出各种各样的姿态, 因
而很难从摇起区进入到不稳定平衡点附近的平衡区.
针对这个问题, 采用同时考虑能量和姿态的摇起控
制方法是一种有效途径[8−12]. Fantoni 提出了一种
考虑能量和姿态的控制方法来实现 Pendubot 的控
制[10], 文献 [10−12] 也提出了 Acrobot 考虑能量和
姿态的控制策略. 虽然这些控制策略在一定程度上
解决了从摇起区进入到平衡区的问题,但这些控制律
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会出现奇异现象.
针对控制中存在的奇异现象, Fantoni 提出的

解决方法是通过在控制器中引入一个小参数, 约束
Pendubot 的能量使之在摇起区内接近但达不到垂
直向上不稳定平衡点的势能, 然而这种约束又对进
入平衡区产生不利影响[9]. 在文献 [10] 中, 通过选择
控制器中的一个参数为一个较大的正常数, 使控制
器的分母不为零, 避免了奇异现象, 但这种控制策略
由于分母过大, 使系统控制力矩过小而导致不易进
入平衡区, 因此实现控制目标所需的时间相当长.
尽管在欠驱动两杆机器人的控制领域方面有

很多研究, 但很少有人考虑这类系统的整个运动区
域的全局稳定问题, 而且在欠驱动两杆机器人上也
没有一体化的理论. 文献 [12] 提出了一种可以保证
Acrobot 全局稳定性的控制方法, 该方法将摇起区
再分解成为两个子区来避免奇异值. 这种策略可有
效避免奇异值, 但进一步分解摇起区增加了设计控
制律的复杂性.
虽然 Acrobot 和 Pendubot 之间有很多不同,

但本文关注的是它们的相似点, 并使两者在统一
的框架下, 提出一种基于多类 Lyapunov 函数的控
制策略, 来保证欠驱动两杆机器人在整个运动空间
中的全局稳定. 首先, 通过选取适当坐标系, 得到
Acorbot 和 Pendubot 的统一数学模型, 并把整个
运动空间分为摇起区和平衡区. 其次, 在摇起区设
计一个基于弱控制 Lyapunov 函数 (Weak-control
Lyapunov function, WCLF) 来控制系统能量和驱
动关节的姿态, 使机器人的能量不断增大, 直到达到
垂直向上不稳定平衡点所具有的势能; 同时, 使驱动
关节的角度和角速度朝着收敛为零的方向运动. 在
WCLF 里面设计一个可变参数, 使系统避开在能量
和姿态集成控制时出现的奇异问题, 并利用状态空

间的一个非线性函数来调节基于WCLF 设计的控
制律中的一个设计参数, 以提高整个系统的控制效
果. 基于 WCLF 设计的控制律利用最大不变集原
理保证了控制系统在摇起区的稳定性. 然后, 在平
衡区, 设计一个最优控制律, 最终实现欠驱动两杆
机器人的控制目标, 并基于非光滑 Lyapunov 函数
(Non-smooth Lyapunov function, NSLF) 来确保
从摇起区结束开始到整个平衡区运动过程中系统的

稳定. 最后, 仿真和实验结果也证明综合WCLF 和
NSLF 设计的控制律能够实现欠驱动两杆机器人的
控制目标, 并保证系统在整个运动空间中的全局稳
定性.

1 欠驱动两杆机器人的动力学模型

图 1 是 Acrobot 和 Pendubot 的模型, 下标
(j = 1, 2) 分别表示了非驱动及驱动关节, 其中, qj

为第 j 杆的角度, 分别是第 j 杆相对于坐标 y 轴或

其前一杆的延长线所构成的角度; q̇j 为第 j 杆的角

速度; mj 为第 j 杆的质量; Lj 为第 j 杆的长度; Lgj

为从 j 关节到 j 杆质心的距离; Ij 为第 j 杆相对于

质心的惯性; τj 为作用于 j 关节上的转矩 (当为非
驱动关节时, 转矩为零); g 为重力加速度.
系统满足下列拉格朗日动力学方程

M(qqq)q̈qq + HHH(qqq, q̇qq) + PPP (qqq) = τττ (1)

其中 τττ = [τ1 τ2]T = [0 τ2]T, M(qqq) 是惯性矩阵,
HHH(qqq, q̇qq) 是利里奥利力和离心力的结合, PPP (qqq) 是重
力, 它们分别被定义为

M(qqq) =

[
m11(qqq) m12(qqq)
m21(qqq) m22(qqq)

]
(2)

图 1 Acrobot 和 Pendubot 的模型

Fig. 1 Models of Acrobot and Pendubot
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HHH(qqq, q̇qq) = [d1(qqq, q̇qq) d2(qqq, q̇qq)]
T (3)

PPP (qqq) = [g1(qqq) g2(qqq)]
T (4)

其动能, 势能以及总机械能分别为

T (qqq, q̇qq) =
1
2

q̇qqTM(qqq)q̇qq (5)

U(qqq) =
2∑

j=1

Uj(qqq) =
2∑

j=1

mjglj(qqq) (6)

E(qqq, q̇qq) = T (qqq, q̇qq) + U(qqq) (7)

这里 lj(qqq) 是第 j 杆 (j = 1, 2) 的质心相对于势能参
考零点的长度, 上述公式中的参数如表 1 所示.
假设 xxx = [x1 x2 x3 x4]

T = [q1 q2 q̇1 q̇2]
T, 则动

力学方程式 (1) 可改写为

ẋ1 = x3 (8)

ẋ2 = x4 (9)

ẋ3 = f1(xxx) + b1(xxx)τ2 (10)

ẋ4 = f2(xxx) + b2(xxx)τ2 (11)

有

ẋxx = fff(xxx) + bbb(xxx)τ2 = F (xxx, τ2) (12)

其中

fff(xxx) = [x3 x4 f1(xxx) f2(xxx)]T (13)

bbb(xxx) = [0 0 b1(xxx) b2(xxx)]T (14)

[
f1(xxx)
f2(xxx)

]
= −M−1(xxx) [HHH(xxx) + PPP (xxx)] (15)

[
b1(xxx)
b2(xxx)

]
= M−1(xxx)

[
0
1

]
(16)

det(M) 是惯性矩阵M 的模.
欠驱动两杆机器人是一个复杂的非线性系统,

为了简化控制律的设计, 运动空间被分为两个部分.
把整个运动空间定义为 Σ, 平衡区 Σ2 定义为

Σ2 :





∣∣∣mod
( x1

2π

)∣∣∣ ≤ β1∣∣∣∣mod
(

x1 + x2

2π

)∣∣∣∣ ≤ β2

∥∥∥∥∥

[
β3x3

β4x4

]∥∥∥∥∥ ≤ β5

(17)

其中

|E(xxx)− E0| ≤ ε (18)

mod(x/y) 是 x 除以 y 的余数; E0 为欠驱动两杆

机器人在垂直向上不稳定平衡点所具有的势能; ‖xxx‖
是向量 xxx 的欧几里得范数; β1 和 β2 是正实数, β3,
β4 和 β5 是非负实数; ε 是任意小的正实数. 摇起区
Σ1 定义为

Σ1 = Σ− Σ2 (19)

表 1 式 (2), 式 (4) 和式 (6) 中的参数

Table 1 Parameters in (2), (4), and (6)

Acrobot Pendubot

l1(qqq) Lg1 cos q1 L2 cos q2 + Lg1 cos(q1 + q2)

l2(qqq) L1 cos q1 + Lg2 cos(q1 + q2) Lg2 cos q2

θ1 m1L2
g1 + I1 + m2L2

1 m2L2
g2 + I2 + m1L2

2

θ2 m2L2
g2 + I2 m1L2

g1 + I1

θ3 m2L1Lg2 m1L2Lg1

θ4 m1Lg1 + m2L1 m2Lg2 + m1L2

θ5 m2Lg2 m1Lg1

m11(qqq) θ1 + θ2 + 2θ3 cos q2 θ2

m12(qqq), m21(qqq) θ2 + θ3 cos q2 θ2 + θ3 cos q1

m22(qqq) θ2 θ1 + θ2 + 2θ3 cos q1

h1(qqq, q̇qq) −θ3 (2q̇1q̇2 + q̇2
2) sin q2 θ3q̇2

2 sin q1

h2(qqq, q̇qq) θ3q̇2
1 sin q2 −θ3 (2q̇1q̇2 + q̇2

1) sin q1

p1(qqq) −θ4g sin q1 − θ5g sin(q1 + q2) −θ5g sin(q1 + q2)

p2(qqq) −θ5g sin(q1 + q2) −θ4g sin q2 − θ5g sin(q1 + q2)
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2 子空间的控制策略

将欠驱动两杆机器人能量和姿态集成控制, 可
以比较容易地将它们从摇起区过渡到平衡区, 而比
较有效的控制方法就是在摇起区让能量达到 E0, 同
时使驱动杆的状态趋向于零.

2.1 摇起区的控制方式

为了从摇起区迅速过渡到平衡区, 选择如下
Lyapunov 函数, 来设计摇起区控制律

V1(xxx) =
1
2

{
α1E

2
xxx + α2x

2
2 + β(xxx)x2

4

}
+ ∆ (20)

Exxx = E(xxx)− E0 (21)

其中 α1, α2, 和∆ 是正常数, β(xxx) 是一个可变参数.
∆ 值的选择对保证控制系统的全局稳定有很重要的
作用, 这将在第 3 节讨论. 从式 (5)∼ (7), 可得系统
总机械能的导数为[8]

Ė(xxx) = x4τ2 (22)

因此, Lyapunov 函数 V1(xxx) 的导数为

V̇1(xxx) = [α2x2 + β(xxx)f2(xxx) + 0.5β̇(xxx)x4]x4 +

[α1Exxx + β(xxx)b2(xxx)]x4τ2 (23)

当

α1Exxx + β(xxx)b2(xxx) 6= 0 (24)

时, 可将摇起区的控制律设计为

τ2 =
−α2x2 − β(xxx)f2(xxx)− 0.5β̇(xxx)x4 − γx4

α1Exxx + β(xxx)b2(xxx)
(25)

其中 γ > 0, 它是一个设计参数. 至此, 控制律 (25)
可以保证下列条件成立

V̇1(xxx) = −γx2
4 < 0, ∀x4 6= 0 (26)

2.2 奇异值

由于无法保证式 (24) 在整个运动过程中始终成
立, 所以, 当

α1Exxx + β(xxx)b2(xxx) = 0 (27)

时, 控制律 τ2 的分母就变成了零, 使系统控制产生
了奇异值.
事实上, 很难避免式 (27) 不成立, 有以下几

点原因. 首先由式 (21) 知, 当能量达到 E0 之前,
−2E0 ≤ Exxx < 0, 又 α1 > 0, 则 τ2 分母中的 α1Exxx

项为负. 而 b2(xxx) 满足

b2(xxx) =
m11(xxx)

m11(xxx)m22(xxx)−m2
12(xxx)

(28)

将表 1 的参数带入式 (28), 得 b2(xxx) 最小值为

b2m =





θ1 + θ2 − 2θ3

θ1θ2 − θ2
3

Acrobot

1
θ1

Pendubot
(29)

则

b2m > 0 (30)

b2(xxx) 最大值为

b2M =





θ1 + θ2 + 2θ3

θ1θ2 − θ2
3

Acrobot

θ2

θ1θ2 − θ2
3

Pendubot
(31)

所以

0 < b2m ≤ b2(xxx) ≤ b2M (32)

在式 (25) 中, b2(xxx) > 0, 而在能量达 E0 之前,
α1Exxx < 0, 因此, 如果变量 α1 和 β(xxx) 不取适当
的值, 控制律就会出现奇异值.

2.3 避免奇异值

根据式 (25) 得, 若参数 β(xxx) 选择为

β(xxx) >
α1|Exxx|
b2m

(33)

则可避免奇异值的出现.
选择 β(xxx)为一个满足式 (33)的恒定参数 β, 则

β 越大, τ2 的分母在摇起过程中越大. 另外, 在摇起
运动刚开始的瞬间, b2(xxx)|t=0 是 b2M . 而一个大 β

会使得控制力矩非常小, 这样会延缓反应速度. 因
此, 为了加快系统速度, 将 β(xxx) 定义为一个可变的
非线性函数

β(xxx) =
η

b2(xxx)
(34)

这里 η 是一个正常数, 且 η > 2α1E0. 因此有

α1Exxx + β(xxx)b2(xxx) > 0 (35)

这样就能保证没有奇异值出现. 同时, 变量 β(xxx) 是
b2(xxx) 的一个函数, 它可以调节式 (25) 控制律中的
分母, 保证控制律在摇起区的一个适当的范围内变
化, 从而可以使系统的控制速度加快.

2.4 摇起区控制性能的改进

虽然控制策略 (25) 避免了奇异值的出现, 并且
有很好的控制速度, 但是仍有改进的余地. 将式 (25)
代入式 (22) 得

Ė(xxx) = ς1(xxx) + γς2(xxx) (36)
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其中,

ς1(xxx) =
−α2x2 − β(xxx)f2(xxx)− 0.5x4β̇(xxx)

α1Exxx + β(xxx)b2(xxx)
x4 (37)

ς2(xxx) =
−γx2

4

α1Exxx + β(xxx)b2(xxx)
(38)

ς1(xxx) 的值和符号会随着系统状态、变量 β(xxx) 及其
导数 β̇(xxx) 的变化而改变; ς2(xxx) 的值会随着系统状
态、变量 β(xxx) 和参数变量 γ 的变化而改变. 从式
(35)、式 (38) 和 γ > 0 可以看出, ς2(xxx) 的符号是负
号. 因此, 当 ς1(xxx) < 0 时, 不管 γ 值是多少, 摇起
区的控制律 (25) 总会一直使系统能量减少. 为了减
缓能量消减的速度, γ 应尽量取小值. 另一方面, 当
ς1(xxx) > 0 时, 一个小的 γ 会得出一个小的 ς2(xxx). 这
样, 当 ς1(xxx) 较大时, 会快速增加系统的能量, 且可
能导致能量超过 E0. 因此, γ 取值不适当, 就不可避
免地会使控制力矩和系统能量剧烈地波动; 而一个
适当的 γ 可有效地提高系统的控制性能. 综合上述
分析, 选择 γ 为

γ(xxx) = γ0Eε(xxx) (39)

其中 γ0 > 0 是一个常数, Eε(xxx) 为

Eε(xxx) = E(xxx) + E0 + ρ (40)

这里 ρ 是一个任意小正数, 确保 γ(xxx) > 0. 这种方
法使 γ(xxx) 的值和能量一起单调递增, 用来阻止系统
的控制力矩和能量的剧烈震荡.

2.5 平衡区的控制策略

在平衡区, 利用垂直向上平衡点的线性近似模
型和线性系统的最优控制, 来设计其平衡控制律. 垂
直向上平衡点的近似线性模型为

ẋxx = Axxx + Bτ2 (41)

选择系统的第二个 Lyapunov 函数 V2(xxx) 为

V2(xxx) = xxxTPxxx (42)

其中, P = PT > 0 是下面黎卡提方程的解.

ATP + PA− PBR−1BTP + Q = 0 (43)

上式中 Q ≥ 0, R > 0, 且 (Q1/2, A) 是可观测的. 从
而基于 V2(xxx) 的最优控制律为

C2 : τ2 = −FFFxxx, FFF = R−1BTP (44)

式 (44) 保证了在平衡区内 V̇2(xxx) < 0,∀xxx 6= 0,
因此, 它能快速实现欠驱动两杆机器人的控制目标.

3 局部和全局的稳定性分析

许多实际系统是通过在不同的子系统之间转换

控制, 来取得系统的整体控制目标 [13−14]. 因非完整
系统难以用光滑反馈控制律实现系统控制目标, 本
文利用转换控制, 基于多个 Lyapunov 函数, 来保证
转换控制的欠驱动两杆机器人的全局稳定.

3.1 摇起区的稳定性分析

在摇起区, 当 x4 = 0 时, 由式 (26) 可知, V1(xxx)
和 x2 可能保持某不等于零的常数, 所以, 需分析
系统在此区的稳定性. 下面利用 WCLF 进行分
析[15−16].

定义 1. (WCLF) 假设 Lyapunov 函数 V1(xxx):
Rn → R 是连续可微, 半正定和无界的, 对每一个
xxx(xxx ∈ Rn,xxx 6= 0), 总存在这样的 τ2, 使下式成立

LF (xxx,τ2)V1(xxx) =
∂V1(xxx)

∂xxx
F (xxx, τ2) ≤ 0 (45)

则 V1(xxx) 是一个WCLF.
显然, 控制律 (25) 所对应的 V1(xxx) 是一个

WCLF, 将式 (25) 代入式 (12), 系统可描述为

ẋxx = fff(xxx) (46)

为了分析式 (46) 在摇起区的稳定性, 我们引入最大
不变集 (LIS) 的概念.
定义 2. (LIS) 对于系统 (46), 令 Ψ ={

xxx | V̇1(xxx) = 0
}

. 假如存在 M , 满足 M ⊂ Ψ, 且

当 t →∞ 时, xxx(t) → M . 我们就称M 为系统 (46)
的最大不变集 (LIS).
对集合Ψ,当 V1(xxx)和 x2 为常数时,即 V̇1(xxx) =

0, ẋ2 = 0 时, 由式 (22) 可知, 能量 E(xxx) 是一常数,
因此, 式 (21) 中的 Exxx 也是一常数. 而 Exxx 为常数,
有 Exxx = 0 和 Exxx 6= 0 两种情况, 下面我们分别考虑
这两种情况.
当 V̇1(xxx) = 0 和 ẋ2 = 0, 同时 Exxx = 0 成立

时, 那么根据式 (11) 和式 (25) 可得, x2 = 0, 故有
(x2, x4) = (0, 0) 和 E(xxx) = E0. 在这种情况下, 驱
动杆的状态都收敛为零, 而非驱动杆做圆周轨迹运
动. 对 Pendubot, 圆周轨迹运动为

θ2x
2
3 = 2θ5g(1− cos x1) (47)

对 Acrobot, 圆周轨迹为

(θ1 + θ2 + 2θ3)x2
3 = 2(θ4 + θ5)g(1− cos x1) (48)

当 V̇1(xxx) = 0 和 ẋ2 = 0 而 Exxx 6= 0, 但 Exxx 等于

一个常数, 这种情况不是系统的一种稳定状态, 这个
结论可用反证法来证明.
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首先证明在摇起区非驱动关节的角速度为零,
即 ẋ1 = 0, 或 x3(xxx) = 0. 对 Acrobot 来说, 因
V̇1(xxx) = 0 和 ẋ2 = 0, Exxx 等于一个常数, 则能量表
达式 (21) 可以简化为

S1x
2
3 + T1 sinx1 + U1 cos x1 = V1 (49)

式中 S1, T1, U1, 和 V1 都是常数. 又因为 ẋ2 = 0, 由
式 (11) 和式 (25) 可得

τ2 = −f2(xxx)
b2(xxx)

= −α2x2 + β(xxx)f2(xxx)
α1Exxx + β(xxx)b2(xxx)

(50)

化简式 (50), 有

τ2 = −f2(xxx)
b2(xxx)

= − α2x2

α1Exxx

= ct (51)

把表 1 中的参数代入式 (51), 可得

S2x
2
3 + T2 sinx1 + U2 cos x1 = V2 (52)

式中 S2, T2, U2, 和 V2 都是常数. 联合式 (49) 和式
(52), 有

T3 sinx1 + U3 cos x1 = V3 (53)

式中 T3, U3, 和 V3 都是常数. 从式 (53) 可以看出,
变量 x1 是常数, 故 x3 = 0 成立.
而对 Pendubot, 由于 x1 6= 0, 在 m22(xxx),

m12(xxx), m21(xxx), h1(xxx), 和 h2(xxx) 中 x1 的正弦和

余弦都不再是恒定常数.
因 ẋ2 = 0, 根据式 (10) 和式 (11), 推出

f2(xxx)
b2(xxx)

=
f1(xxx)
b1(xxx)

− ẋ3

b1(xxx)
(54)

又因为 ẋ2 = 0, h1(xxx) = 0, 从式 (15)、(16) 和 (54),
可以推出

ẋ3 =
−p1(xxx)
m11(xxx)

(55)

把 p1(xxx) 和m11(xxx) 参数带入上式, 可得

x3 = δ1 cos(x1 + x2) + δ2 (56)

式中 δ1 和 δ2 都是常数. 因 V̇1(xxx) = 0 和 ẋ2 = 0, 则
E(xxx) 是一常数, 能量表达式 (21) 可以简化为

S̃1x
2
3 + T̃1 cos(x1 + x2) = Ṽ1 (57)

式中 S̃1, T̃1, 和 Ṽ1 都是固定的常数. 将式 (56) 代入
式 (57), 可得

cos2(x1 + x2) + M1 cos(x1 + x2) + M2 = 0 (58)

式中M1, M2 是常数, 故 cos(x1 + x2) 也是常数. 而
x2 本身是常数, 所以对 Pendubot, ẋ1 = 0 同样成
立.

对于 Acrobot 和 Pendubot, 当 ẋ1 = 0 和
ẋ2 = 0 同时成立时, 状态方程式 (10) 和式 (11)
可以改写为

f1(xxx) + b1(xxx)τ2 = 0 (59)

f2(xxx) + b2(xxx)τ2 = 0 (60)

因为 x3 = 0, x4 = 0, h1(xxx) = 0 和 h2(xxx) = 0, 则根
据式 (15)、(16)、(59) 和 (60), 可得

detM(xxx) = 0 (61)

此结论与欠驱动两杆机器人的系数矩阵特性相矛盾,
即在 V̇1(xxx) = 0 和 ẋ2 = 0 时, 使 E(xxxδ) 是一个非零
常数的解 xδ, 不可能是 Ψ 内的一个连续长时间存在
的稳定状态. 因此, 在摇起区, 当基于 V1(xxx) 设计的
控制律为式 (25) 时, 系统对 Pendubot 和 Acrobot
的 LIS 分别如式 (47) 和式 (48) 所示.
基于上述证明, 可得摇起区的收敛性定理如下.
定理 1.假设xxxδ = M 是系统 (46)的LIS, V1(xxx)

是一个WCLF, = 是系统 (46) 中包含系统所有初始
状态的一个紧闭有界集, Ψ是在=内满足 V̇1(xxx) = 0
的集合. 在第一次转换前, 基于第一个 Lyapunov 函
数 (20) 所得出的控制律 (25), 可以使系统 (46) 即
系统 (12) 收敛到最大不变集.

3.2 全局稳定的分析

假设欠驱动两杆机器人从摇起区的控制律转

换为平衡区控制律的转换时刻为 tα, 也就是说, 在
t < tα 时, 控制律 (25) 作用; 在 t ≥ tα 时, 控制律
(44) 作用, 假设摇起区最后时刻的瞬时时间为 t−α ,
这样, 定理 1 可以保证在 0 ≤ t < t−α 控制系统的稳
定性, 而 t ≥ t−α 后, 控制系统的稳定性可以由非光
滑 Lyapunov 函数来保证.
假设 1. Σj 是第 j 个子状态空间, Cj 是子状态

空间的第 j 个控制器 (j = 1, 2).
假设 2. 对每一对 (Cj,Σj) (j = 1, 2) 都存在一

个 Lyapunov 函数 Jj(xxx)(j = 1, 2).
假设 3. Σ1, Σ2 包含了 t ≥ t−α 时的运动空间,

(C1,Σ1) 仅在 t = t−α 时使用, 而 (C2,Σ2) 在 t > t−α
时使用.

定义 3. (NSLF) NSLF 是一个 Lyapunov 函
数, 定义为

J(xxx) =

{
J1(xxx), t = t−α

J2(xxx), t > t−α
(62)
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其中 J1(xxx) = V1(xxxt−α ), J2(xxx) = V2(xxx), 并满足

J(xxx(t2)) < J(xxx(t1)), t−α ≤ t1 < t2 (63)

下面给出保证控制系统在整个运动空间的稳定

性的定理.
定理 2. 在摇起区 (t < t−α ), 应用基于 V1(xxx)

(WCLF) 设计的控制律 C1; 当 t ≥ t−α 时, 满足进入
平衡区的条件 (17), 同时, xxx ∈ J(xxx)(NSLF), 此时控
制律 C2 作用, 则欠驱动两杆机器人转换控制系统是
全局稳定的.

式 (20) 中的 ∆ 定义为

∆ = J2 max(xxx) = V2 max(xxx) (64)

其中

V2(xxx) ≤ V2 max(xxx) =
4∑

i=1

xii maxPiid(xxx ∈ Σ2)

Piid(i = 1, 2, 3, 4) 是黎卡提方程 (43) 的解所对应
的对角阵中对角线上的参数. xii max(i = 1, 2, 3, 4)
是系统状态在平衡区的最大值, 根据式 (17), 可得
xii max = βi(i = 1, 2); 根据式 (5) 和式 (17), 可得
xii max = 2(E0 + ε)/mii(i = 3, 4).
摇起区稳定性根据WCLF 来实现; 为了确保定

义 3 中 J(xxx(t2)) < J(xxx(t1))( t−α ≤ t1 < t2) 成立, ∆
按式 (64) 取值; 因此, 从 t = t−α 时开始, J(xxx) 是单
调递减, 这样转换控制就避免了在转换表面出现控
制律来回切换[17−18]. 第二个控制律 (44) 保证了欠
驱动两杆机器人收敛到垂直向上不稳定平衡点.

4 数值实例

无论是 Acrobot 还是 Pendubot, 它们在平衡
区内的参数都被定义为 β1 = β2 =

π

6
, β3 = β4 =

10−3, β5 = 103, ε = 1.0 J.

4.1 Pendubot的仿真结果

在仿真试验中, Pendubot 的参数为[19]: θ1 =
0.0761 kg ·m2, θ2 = 0.0662 kg ·m2, θ3 = 0.0316 kg ·
m2, θ4 = 0.9790 kg ·m2, θ5 = 0.3830 kg ·m2. 其初
始化状态为 xxx(0) = [0 π 0 0]T.
控制律 (25)、(34)、(39) 和 (40) 中的参数被

选择为 α1 = 0.5, α2 = 30, η = 15, γ0 = 0.13,
ρ = 0.5, E01 = 13.35 J. 在线性二次调节器设
计时, 选择权矩阵 Q 为单位矩阵, R = 0.5, 利
用系统参数和设计参数, 则其状态反馈控制律为
FFF = [−109.544 − 109.690 − 14.311 − 18.558] .

图 2 显示了仿真结果, 其中能量函数为 Exxx

(Exxx = E(xxx) − E01). 在 t = 1.400 s 时, 控制律

从摇起控制转换到平衡控制. 整个系统在 3 s 之内达
到稳定, 相比于文献 [1, 6−7] 中的控制方法, 控制时
间要小, 且确保了控制系统 Pendubot 的全局稳定
性.

图 2 Pendubot 的仿真结果

Fig. 2 Simulation results for Pendubot

4.2 Acrobot的仿真结果

在仿真试验中, Acrobot 的参数为: m1 = 1 kg,
I1 = 0.083 kg ·m2, L1 = 1 m, Lg1 = 0.5m, m2 =
1kg, I2 = 0.33 kg ·m2, L2 = 2 m, Lg2 = 1 m, 且其
初始化状态为 xxx(0) = [π 0 0 0]T.

控制律 (25)、(34)、(39) 和 (40) 中的参数被选
择为 α1 = 0.5, α2 = 30, η = 25, γ0 = 1.6, ρ = 0.5,
E0 = 24.5 J. 在线性二次调节器设计时, 选择权矩
阵 Q 为单位矩阵, R = 0.5, 则其状态反馈控制律为
FFF = [−260.559 − 104.448 − 112.604 − 52.944] .

图 3 显示了 Acrobot 的仿真结果, 其中能量函
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数为 Exxx (Exxx = E(xxx)−E02). 在 t = 7.664 s 时转换
控制律. 整个系统在 10 s 之内达到稳定, 相比于文献
[2−3, 14]中的控制策略,控制时间要少, 而相比于文
献 [6, 11, 15] 具有较好的控制结果, 并且本文提出的
综合WCLF 和 NSLF 设计的控制律保证了整个欠
驱动两杆机器人系统的全局稳定性.

图 3 Acrobot 的仿真结果

Fig. 3 Simulation results for Acrobot

4.3 Pendubot的实际控制

Pendubot 实验装置是由美国Mechanics Con-
trol Kit Model M-1 构建[20], 是一套控制工程教学
与研究的工具, Pendubot 仿真实验的参数与它的参
数相同.
图 4是Pendubot的实际控制曲线.从图 2和图

4 可看出, 由于实际中的一些干扰因素, Pendubot
系统达到稳定的时间比仿真慢一些, 并且在实际运
行当中, 由于外界干扰, Pendubot 的两杆在平衡后
有一定的晃动, 因此 Pendubot 的实际力矩在平衡

点附近总是在一定范围内波动, 以使 Pendubot 系
统保持在垂直向上的不稳定平衡点上.

图 4 Pendubot 的实际结果

Fig. 4 Actual results for Pendubot

5 结论

本文描述了一种欠驱动两杆机器人的全局控制

策略. 在摇起区的运动中, 应用了基于WCLF 的控
制方法, 使驱动杆收敛于垂直向上的位置, 非驱动杆
收敛于做包含垂直向上不稳定平衡点在内的圆轨迹

运动. 而WCLF 中的一个设计参数为系统状态的非
线性函数, 这样就能使系统避免奇异现象, 并能够加
快系统的响应速度. 为了更进一步改进控制效果, 选
择了摇起控制律中的另一个设计参数为系统状态的

非线性函数. 基于WCLF, 可确保摇起区的稳定, 从
转换开始瞬间到整个平衡区的稳定, 利用了 NSLF
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来实现. 综合WCLF 和 NSLF 设计的控制律, 保证
了整个欠驱动两杆机器人系统的全局稳定性. 最后,
Pendubot 和 Acrobot 的仿真和实际结果说明了此
方法的正确性和有效性.
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