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摘    要   针对具有输入时滞的非线性系统直接自适应最优控制问题, 提出一种新的数据驱动输出反馈控制方法. 该方法通

过融合 Q学习与值迭代和策略迭代, 在学习过程中无需依赖系统动力学知识. 在系统满足一致可观性的条件下, 提出一种

基于输出数据和带有时滞的输入数据的系统状态重构方法, 基于值迭代和策略迭代来学习自适应最优控制策略. 最后, 将该

方法应用于范德波尔振荡器这一经典非线性系统的控制, 并通过仿真结果充分验证了该方法的有效性.
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Abstract   This paper proposes a new data-driven output-feedback control method to address the direct adaptive
optimal control problem for nonlinear systems with input time-delay. The combination of Q-learning with value it-
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struct the state of the system based on output data and input data with time-delay. We then present two iterative
methods, VI and PI, to learn the adaptive optimal control policy. Finally, the proposed methods are applied to the
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最优控制问题的核心目标在于设计能够使代价

函数最小的最优控制策略. 然而, 现有最优控制研

究往往依赖于系统动力学知识[1]. 随着现代工程系

统动态愈加复杂, 获取完整的动力学信息变得尤为

困难. 为应对这一挑战, 近年来涌现出多种数据驱

动方法[2−5], 这些方法通过利用系统的输入输出数据

直接进行控制策略的学习和优化, 无需依赖精确的

系统模型. 其中无模型自适应控制[6−8] 方法计算量

小, 适合实时控制, 适用于工业过程控制、机器人控

制等场景. 针对非线性系统的最优控制问题, 传统

方法常将其转化为求解哈密顿−雅可比−贝尔曼方

程, 但直接求解该方程复杂度高、计算量大. 自适应

动态规划方法作为一种数据驱动技术, 无需依赖系

统模型设计最优控制器, 并且能有效降低计算复杂

度. 因此, 该方法受到学者们的广泛关注[9−18]. 与直

接求解哈密顿−雅可比−贝尔曼方程的方式不同, 自
适应动态规划方法通过迭代的方式来逼近最优控制

策略, 从而有效减轻计算负担[19−22].
策略迭代 (Policy iteration, PI)和值迭代 (Value

iteration, VI)是强化学习和动态规划中的两种典

型迭代方法, 它们能够在学习过程中同步逼近最优

值函数及最优控制策略. 其中, 策略迭代需从可接

受的控制策略出发, 且每次迭代生成的策略均保持

可接受性[23−24]. 然而, 在模型动态未知的情况下, 获
取此类可接受的初始策略往往颇具挑战. 与策略

迭代不同, 值迭代无需可接受的初始控制策略, 允
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许从任意控制策略开始学习, 这一特性使得值迭代

在缺乏可接受初始控制策略的无模型场景中更具

优势[25−26].
Q

Q Q

Q

Q

Q

  学习是一种求解动态规划问题的迭代方法.
具体而言,   学习通过求解  函数来寻求最优的值

函数和最优的控制策略. 值得注意的是,   学习不

依赖于系统模型信息, 通过利用所有状态和输入信

息来更新迭代  函数, 从而在实际应用中展现出更

高的有效性.   学习可以与策略迭代和值迭代方法

相结合, 在完全无系统模型信息的动态系统中探寻

最优反馈控制策略[23, 27].
大多数现有非线性系统自适应动态规划方法的

研究假设系统全状态信息可测. 然而在许多复杂系

统中, 完整测量系统状态信息往往成本高昂或甚至

根本不能实现, 在系统动态未知时, 往往不能设计

观测器估计系统状态. 因此, 如何利用输入输出信

息重构状态是一个理论挑战, 亟需研究基于输出反

馈的自适应动态规划方法. 另外, 通讯时滞在实际

应用中非常常见, 且时滞如处理不当会严重影响控

制性能, 甚至导致系统不稳定, 因此带有时滞的控

制问题已成为学者们关注的主要领域[28−31]. 对于线

性系统, 系统输入输出与状态之间有相对明确的线

性对应关系[32−33]. 但对于系统模型未知、含有输入时

滞的非线性系统, 寻找这种关系更为复杂. 为应对

以上挑战, 本文针对含有输入时延的非线性离散时

间系统, 基于自适应动态规划和非线性最优控制理

论, 设计输出反馈自适应最优控制器.
本文的主要贡献如下:
1) 针对一致可观的非线性离散时间仿射系统,

基于系统输入和输出数据, 解决带有时滞的非线性

系统状态重构难题.
Q2) 将  学习与策略迭代和值迭代相结合, 提出

无需系统模型信息的迭代方法, 可以针对带有时滞

的非线性系统设计输出反馈自适应最优控制.
3) 将所提出方法应用于范德波尔振荡器, 通过

仿真验证了方法的有效性.
本文结构安排如下: 第 1节阐述离散时间非线

性系统的最优控制问题, 并回顾相关基础知识; 第
2节提出状态重构方法, 以及基于模型的值迭代与

策略迭代算法; 第 3节提出数据驱动的值迭代与策

略迭代方法; 第 4节将所提方法应用于范德波尔振

荡器, 通过仿真验证其有效性; 最后, 第 5节对全文

进行总结.

 1　问题阐述与预备知识

考虑一类带有输入时滞的非线性离散时间仿射

系统 {
xk+1 = f(xk) + g(xk)uk−d

yk = h(xk)
(1)

k ∈ N+ xk ∈ Rn d ∈ N+

uk−d ∈ R f : Rn → Rn

g : Rn → Rn h : Rn → R
f(0) = 0, h(0) = 0

其中,  ,   是状态,   代表输入时

延步数,   是控制输入. 函数  ,
 和函数  都是局部利普希茨

函数并且满足条件 .
本文的目标是基于输出反馈来构建一个自适应

最优控制策略, 该策略可以使以下代价函数最小:

J =

∞∑
k=d

[C(yk) + u2k−d] (2)

C : R→ R其中,   是一个径向无界的正定函数.

V ∗(xk) u∗k−d = u∗(xk)

基于非线性最优控制理论, 可以找到最优的价值

函数  和对应的最优控制策略 ,

形式如下:
V ∗(xk) = min

u

(
C(yk) + u2 + V ∗(xk+1)

)
u∗(xk) = argmin

u

(
C(yk) + u2 + V ∗(xk+1)

) (3)

最优的控制策略可以具体表述为

u∗k−d = u∗(xk) = −
1

2
gT(xk)

∂V ∗(xk+1)

∂xk+1
(4)

为确保最优控制策略与最优值函数存在, 可作

出如下假设.

V ∗
假设 1. 以下的哈密顿−雅可比−贝尔曼方程存

在唯一解, 即正定值函数 :

V ∗(xk) = C(yk) + V ∗(xk+1) +

1

4

∂V ∗T(xk+1)

∂xk+1
g(xk)g

T(xk)
∂V ∗(xk+1)

∂xk+1
(5)

 2　基于模型的输出反馈值迭代和输出反

馈策略迭代

在本节中, 首先针对一致可观的非线性系统

(1)提出一种基于历史输入输出数据的状态重构方

法. 接着, 介绍基于模型的值迭代和策略迭代算法,
旨在逼近输出反馈最优控制策略.

 2.1　一致可观的非线性系统状态重构

U[k−n, k−1] Y[k−n, k−1]令  和  分别代表由输入输

出数据构成的向量, 它们的具体形式为{
U[k−n, k−1] = [uk−n, uk−n+1, · · · , uk−1]

T

Y[k−n, k−1] = [yk−n, yk−n+1, · · · , yk−1]
T

(6)

为便于表述, 定义
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Fu(x) = f(x) + g(x)u (7)

那么, 系统状态就可以通过如下的输入输出序列进

行表示

xk = Φ(xk−n−d, U[k−n−2d, k−d−1]) (8)

Y[k−n−d, k−d−1] = H(xk−n−d, U[k−n−2d, k−d−1])
(9)

其中

Φ(xk−n−d, U[k−n−2d, k−d−1]) =

Fuk−d−1oFuk−d−2o · · · oFuk−n−2d(xk−n−d)

H(xk−n−d, U[k−n−2d, k−d−1]) = h(xk−n−d)
...

hoFuk−2d−2o · · · oFuk−n−2d(xk−n−d)


上述式中的“o”代表复合函数算子. 下面给出

局部一致可观的概念.
X ⊂ Rn Y ⊂ R

U ⊂ R H∗ :

X ×U → Y ×U X, U Y

定义 1[34]. 系统 (1)在集合 ,   和

 上是局部一致可观的充要条件是映射 

 是单射. 当  和  分别是具

有对应维度的实数集合, 则该系统是一致可观的.
注 1. 可观的线性时不变系统和非线性严格反

馈系统都是一致可观的. 与持续激励条件不同, 非
线性系统是否满足 (局部)一致可观条件, 本质上主

要由系统动态决定.
为确保状态可以由输入输出数据唯一确定, 作

出以下假设.
uk yk xk假设 2[2]. 以  作为输入,   作为输出, 则 

作为状态的系统 (1)是局部一致可观的.
在假设 2的条件下, 可以通过以下引理利用输

入输出数据来重构系统的状态.
Θ : Z →

X U[k−n−d, k−1] ∈ U

Y[k−n, k−1] ∈ Y

引理 1. 在假设 2的条件下, 存在一个函数 

, 使得对于任意的输入  和输出

, 有

xk+d = Θ(zk) (10)

zk = [Y T
[k−n, k−1] UT

[k−n−d, k−1]]
T Z = Y ×U其中,  ,  .

H

U[k−n−2d, k−d−1] ∈
U Y[k−n−d, k−d−1]

xk−n−d ∈X

xk xk−n−d

xk xk−n−d

U[k−n−2d, k−d−1] Y[k−n−d, k−d−1]

Θ : Z →X

证明. 在假设 2和引理 1条件下, 映射  是一

种单射, 这意味着对于输入序列 

 和输出序列  而言, 总存在唯一的

 满足式 (9). 根据式 (8)可以进一步看

出  是由  所唯一确定的. 由此可得式 (8)

和式 (9)的解是唯一的. 换言之,   和  是由

 和   唯一确定的. 因

此, 存在一个函数  使得对于施加到系统

U[k−n−d, k−1] Y[k−n, k−1]的任意输入   和输出  , 都有

以下关系成立

xk+d = Θ(zk)

□

基于哈密顿−雅可比−贝尔曼方程 (5)的解及状

态重构的结果 (10), 可以设计出最优的输出反馈控

制策略:

ū∗k = ū∗(zk) = u∗(Θ(zk)) = u∗(xk+d) (11)

这与式 (4)是完全等价的.
时滞系统的输出反馈控制器设计思路如图 1

所示. 首先, 在状态重构器中基于系统的动态输入

输出数据重构系统状态; 其次, 在状态预估器中基

于重构的状态和系统模型预估系统状态; 最后, 基
于预估状态设计反馈控制输入. 为摆脱对系统准确

模型信息的需求, 将在第 3节中基于系统输入输出

数据和自适应优化控制方法直接设计动态输出反馈

控制器.

  
状态重构器 状态预估器 状态反馈控制器

含有时滞的状态
空间模型

xk yk

zk

uk*
−

时滞系统的动态输出反馈控制器 u (zk)*−

xk + d

 

图 1    时滞系统的输出反馈控制器设计思路

Fig. 1    Design approach for output feedback
controllers with time-delay system

 

 2.2　基于模型的输出反馈值迭代和输出反馈策略

迭代

Q

Q

由于直接从哈密顿−雅可比−贝尔曼方程求解

最优的输出反馈控制策略 (11) 的计算代价极高, 本
文采用值迭代和策略迭代方法来逼近最优控制策略

及其对应的值函数. 为在后续的数据驱动方法中完

全不依赖系统的模型信息, 将  学习与策略迭代和

值迭代相结合. 定义  函数如下:

Qi(xk+d, uk) = C(yk+d) + u2k + Vi(xk+d+1) (12)

Q̄i(zk, uk) = C(yk+d) + u2k + Vi(Θ(zk+1)) (13)

i

Qi(xk+d, uk) Q̄i(zk, uk)

其中 ,    代表迭代次数 .  基于引理 1 ,  可以发现　

 与  等价. 接下来, 设计值迭

代方法和策略迭代方法, 以逼近最优的输出反馈控

制策略和值函数.

　  算法 1. 模型的输出反馈值迭代算法

Q̄0 Q ϵ > 0 i← 01. 选择  作为初始的  函数, 选取 , 令 ;

Q Q̄i+12. 更新  函数 

Q̄i+1(zk, uk) = Q̄i(zk+1, ūi(zk+1)) + C(yk+d) + u2k   
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3. 通过下式更新策略

ūi+1(zk) = argmin
uk

Q̄i+1(zk, uk)　 

i← i+ 14.  ;

Q̄i+1(zk, uk)− Q̄i(zk, uk)

< ϵ

5. 重复执行步骤 2 ~ 4, 直至 

　　　 .

Q̄i ūi

i = 1, 2, · · ·
引理 2. 考虑步骤 2 ~ 4产生的  和 . 对于

任意的 , 满足以下条件:
Q̄i+1(z, u) ≥ Q̄i(z, u)1)  ;

(z, u) {Q̄i+1(z, u)}∞i=0

{ūi(z)}∞i=0 Q̄∗(z, u) ū∗(z)

2)对于每个固定的 ,   和

, 分别收敛到  和 .

Q

i Q Q̄∗ ūi

ū∗

Q i Q

Q̄∗ ūi ū∗

注 2. 在文献 [2]中已经证明, 对于无时滞的系

统, 值迭代算法下的  函数序列是单调不减的, 并

且随着  趋于无穷,   函数收敛到 , 同时  收敛

到 . 基于引理 1, 本文所提出的输出反馈值迭代

算法在每一代中获得的 Q函数和相应的控制策略

与文献 [2]是完全等价的, 所以对于带时滞的系统

的  函数同样是单调不减的, 并随着  趋于无穷,   函

数收敛到 , 同时  收敛到 .

　  算法 2. 模型的输出反馈策略迭代算法

ū0 ϵ > 0

i← 0

1. 选择一个初始可接受的控制策略 , 选取 , 令

　　　 ;

Q Q̄i2. 更新  函数 

Q̄i(zk, uk)=Q̄i(zk+1, ūi(zk+1))+ C(yk+d)+ ū2i (zk)   

3. 通过下式更新策略

ūi+1(zk) = argmin
uk

Q̄i(zk, uk)    

i← i+ 14.  ;

Q̄i+1(zk, uk)− Q̄i(zk, uk)

< ϵ

5. 重复执行步骤 2 ~ 4, 直至 

　　　 .

Q̄i ūi

i Q

Q

定理 1. 算法 2中步骤 2 ~ 4产生的  和 ,
随着  趋于无穷大,   函数和控制策略会单调收敛

到最优的  函数和最优的控制策略.

证明. 在文献 [35]中已经证明了由策略迭代产

生的值函数和控制策略会单调收敛到最优的值函数

和最优的控制策略. 由此可得

C(yk+d+1) + u2i+1(xk+d+1) +

Vi(F
ui+1(xk+d+1)(xk+d+1)) ≤ Vi(xk+d+1) (14)

根据式 (12)和式 (13), 可得

C(yk+d) + ū2i+1(zk) + Q̄i(zk+1, ūi+1(zk+1)) ≤

Q̄i(zk, uk) (15)

因此, 可得

Q̄i+1(zk, uk) ≤ Q̄i(zk, uk) (16)

{Q̄i(z, u)}∞i=0换言之,   是一个单调递减的序列.

Q又因为  函数是正定函数且存在下界, 因此输出反

馈的策略迭代会收敛. 在假设 1的条件下, 可以得

出结论, 算法会收敛到哈密顿−雅可比−贝尔曼方程

的解, 即最优的值函数和最优控制策略.  □

 3　数据驱动的输出反馈值迭代和输出反

馈策略迭代

Q

Q

在本节中, 将数据驱动的思想应用于输出反馈

值迭代和输出反馈策略迭代方法设计. 该方法不依

赖于系统动力学知识, 并且能够同时学习最优的 

函数和最优的控制策略. 为实现数据驱动的输出反

馈值迭代和输出反馈策略迭代, 通过以下公式近似

 函数

Q̂i(z, u) = ΨT(z, u)ŝi (17)

Ψ =


ψ1(z, u)

ψ2(z, u)

...

ψN1
(z, u)

 (18)

{ψj(z, u)}N1
j=1

N1 ŝi ∈ RN1

Q̂i(z, u) Q

Q̄i(z, u)

其中,   是一组线性无关的光滑基函数,

 是一个足够大的整数.   是对应于光滑基

函数的权重. 可以使用  作为原  函数的近

似, 来替代 .

 3.1　数据驱动的输出反馈值迭代

Q将原  函数用它的近似替代后可得

ΨT(zk, uk)ŝi+1 =

Q̂i(zk+1, ûi(zk+1)) + C(yk+d) + u2k (19)

ûi(zk) = argmin
uk

Q̂i(zk, uk) (20)

各基函数的权重可以根据最小二乘法求解, 具
体形式为

ŝi+1 = [ΩT
vΩv]

−1ΩT
vRv (21)

其中

Ωv =


ΨT(zk, uk)

ΨT(zk+1, uk+1)

...

ΨT(zk+l, uk+l)



Rv =


C(yk+d) + u2k

C(yk+d+1) + u2k+1

...

C(yk+d+l) + u2k+l


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l ∈ N l > N1其中,   并且 . 为确保式 (21)有唯一解,

作出如下假设.

l∗ > 0 δ > 0

l > l∗ zk, uk

假设 3. 存在一个  和  使得对于任意

的  和任意的  恒有下式成立

1

l + 1

l∑
k=0

ΨT(zk, uk)Ψ(zk, uk) ≥ δIN1
(22)

　  算法 3. 数据驱动的输出反馈值迭代算法

ϵ > 0

Q̄0 = C(yk+d) + u2k

i← 0

1. 选择一个充分小的终止界限 , 使用一个控制输

　　　入采集在线的输入输出数据,  ,

　　　并且令 ;

ŝi+12. 从式 (21)求解 ;

3. 通过式 (20)更新控制策略;

i← i+ 14.  ;

(ŝi − ŝi−1) < ϵ5. 重复执行步骤 2 ~ 4, 直至 norm .

Q Q̂i ûi Dz ×
Du ⊂ Z×R limN1→∞ Q̂i+1(z, u) = Q̃i+1(z, u)

limN1→∞ ûi+1(z) = ũi+1(z), ∀(z, u) ∈Dz×Du

引理 3. 对于在任意一次迭代过程中得到的

 函数   和控制策略  , 总存在一个紧集  

 使得  ,

. 其中Q̃i+1(zk, uk) = Q̂i(zk+1, ûi(zk+1)) + C(yk+d) + u2k

ũi+1(zk) = argmin
uk

Q̃i+1(zk, uk)

(23)

Q̃i+1证明. 令  取如下形式

Q̃i+1(z, u) =

∞∑
j=1

ψi(z, u)s̃i+1, j (24)

Q̃i+1

ei, k = Ψ(zk, uk)Λi + ζi, k

即,   由无数个基函数加权求和组成, 于是有

, 其中

Λi = [s̃i+1, 1, s̃i+1, 2, · · · , s̃i+1, N1
]T −

[ŝi+1, 1, ŝi+1, 2, · · · , ŝi+1, N1
]T

ζi, k =

∞∑
j=N1+1

s̃i+1, jψj(zk, uk)

(25)

因为权重是通过最小二乘得到的, 所以有下式

成立

l∑
k=0

e2i, k ≤
l∑

k=0

ζ2i, k (26)

又因为

l∑
k=0

ΛT
i Ψ

T(zk, uk)Ψ(zk, uk)Λi =

l∑
k=0

(ei, k − ζi, k)2

所以有下式成立

|Λi|2 ≤
4

δ
max
1≤k≤l

ζ2i, k (27)

N1 limN1→∞ ζi, k

= 0

显然, 当  趋于无穷大时, 可得 

. 因此, 可进一步看出

lim
N1→∞

Q̃i+1(z, u)− Q̂i+1(z, u) =

lim
N1→∞

∞∑
j=N1+1

s̃i+1, jψj(z, u) = 0 (28)

limN1→∞ Q̂i+1(z, u) = Q̃i+1(z, u)

limN1→∞ ûi+1(z) = ũi+1(z)

即 ,   .  同样可得

.  □

下面给出数据驱动输出反馈值迭代算法的收敛

性证明的主要结果.

ϵ > 0

i∗ N∗
1 Dz ×Du ⊂ Z ×

R

定理 2. 在假设 3的条件下, 对于任意的 

总存在正整数  与  和一个紧集 

, 使得下式恒成立
∣∣∣∣∣∣
N1∑
j=1

ŝi∗, jψj(z, u)− Q̄∗(z, u)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ϵ
|ûi∗(z)− ū∗(z)| ≤ ϵ

(29)

(z, u) ∈Dz ×Du N1 > N∗
1式中,  ,  .

i ≥ 0 ϵ > 0

N∗
1 N1 > N∗

1

证明. 对于每一个  和给定的 , 总存

在一个足够大的正整数 , 当  时有
∣∣∣Q̂i+1(z, u)− Q̄i+1(z, u)

∣∣∣ ≤ ϵ
|ûi+1(z)− ūi+1(z)| ≤ ϵ

(30)

i = 0 Q̃0(z, u) = Q̄0(z, u) ũ0(z)

= ū0(z)

当   时, 总有   与  

.

i = j ≥ 1假设对于  有
lim

N1→∞
Q̂j(z, u) = Q̄j(z, u)

lim
N1→∞

ûj(z) = ūj(z)
(31)

定义
Rj+1, k = Q̂j(zk+1, ûj+1(zk+1)) −

Q̃j(zk+1, ũj+1(zk+1)) (32)

通过基于模型的输出反馈值迭代的算法 3的步骤 2

与式 (23), 可得

Rj+1, k = Q̃j+1(zk, uk)− Q̄j+1(zk, uk) (33)

limN1→∞Rj+1, k = 0基于引理 3,  , 于是可得{
0 = Q̃j+1(z, u)− Q̄j+1(z, u)

0 = ũj+1(z)− ūj+1(z)

在引理 3的基础上, 可以进一步得到:
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
lim

N1→∞
Q̂j+1(z, u) = Q̄j+1(z, u)

lim
N1→∞

ûj+1(z) = ūj+1(z)
(34)

N1

ϵ > 0 N∗
1 > 0 N1 > N∗

1

即, 当  趋于无穷大时, 计算得到的结果与基于模

型的算法得到的结果完全一样的. 所以对于任意的

, 存在 , 当  时, 有∣∣∣∣∣
N1∑
j=1

ŝi, jψj(z, u)− Q̄i(z, u)

∣∣∣∣∣ ≤ ϵ (35)

基于引理 2可知, 数据驱动的算法同样可以收

敛到最优解, 即
∣∣∣∣∣∣
N1∑
j=1

ŝi∗, jψj(z, u)− Q̄∗(z, u)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ϵ
|ûi∗(z)− ū∗(z)| ≤ ϵ

(36)

□

 3.2　数据驱动的输出反馈策略迭代

Q将  函数的近似值代入策略迭代中, 可得

C(yk+d) + û2i (zk) =[
ΨT(zk, uk)−ΨT(zk+1, ûi(zk+1))

]
ŝi (37)

ûi+1(zk) = argmin
uk

Q̂i(zk, uk) (38)

每一代的权重可以通过最小二乘法计算, 具体

形式为

ŝi = [ΩT
pΩp]

−1ΩT
pRp (39)

其中

Ωp =


ΨT(zk, uk)−ΨT(zk+1, ûi(zk+1))

ΨT(zk+1, uk+1)−ΨT(zk+2, ûi(zk+2))

...

ΨT(zk+l, uk+l)−ΨT(zk+l+1, ûi(zk+l+1))



Rp =


C(yk+d) + û2i (zk)

C(yk+d+1) + û2i (zk+1)

...

C(yk+d+l) + û2i (zk+l)


l ∈ N l > N1其中,   并且 . 假设 4确保式 (39)有唯一解.

l∗ > 0 l > l∗假设 4. 存在 , 当  时恒有下式成立

rank(Ωp) = N1 (40)

　  算法 4. 数据驱动策略迭代算法

ϵ > 0

1. 使用一个初始的控制输入来采集在线数据, 选择一

　　　个充分小的终止界限 , 选取一个初始可接受的

ū0 i← 0　　　控制策略 , 并且令 ;

ŝi2. 从式 (39)求解 ;

3. 通过式 (38)更新控制策略;

i← i+ 14.  ;

(ŝi − ŝi−1) < ϵ5. 重复执行步骤 2 ~ 4, 直至 norm .

注 3. 在数据驱动的输出反馈值迭代算法的收

敛证明中, 已证明当基函数的数量足够多时, 数据

驱动方法所得到的解与基于模型的方法一致. 即,

数据驱动的输出反馈策略迭代同样能够收敛到最

优解.

O(N1l)

注 4. 本文提出的输出反馈策略迭代和值迭代

的算法复杂度为 .

注 5. 本文提出的输出反馈策略迭代本质上是

一种“认知−决策−行动”一体化的方法. 具体而言,

先通过动态的输入输出数据认知系统的实时状态和

存在的时滞, 然后决策当前控制策略的价值, 并基

于价值进行策略更新改进, 最后在系统中执行更新

的控制策略.

 4　仿真结果

在本节中, 以经典的非线性系统, 即范德波尔

振荡器为例来验证所提出控制方法的有效性. 系统

由如下的方程描述:
ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 + τx2 − x32 + u

y = x1

τ ∈ [−0.5, −0.3]其中, 参数 . 使用欧拉方法将该系

统离散化为离散时间系统, 同时引入一步输入时滞
x1, k+1 = x1, k + Tx2, k

x2, k+1 = x2, k + T (−x1, k + τx2, k − x32, k + uk−1)

yk = x1, k

T = 0.1其中,   为采样周期.

τ = −0.4 x0 = [0, 0.1]T

J =
∑∞

k=1(2y
2
k + u2k−1) zk [yk−1, yk−2,

uk−1, uk−2, uk−3]
T yk−1 = y1

yk−2 = y2 uk−i = ui, ∀i ∈ {1, 2, 3} uk = u0

Q

通过使用在线的输入输出数据, 采用数据驱

动的输出反馈值迭代方法来计算最优的控制策略.

设置  并且初始状态为 . 初始

的控制策略选取为一系列不同频率的正弦信号 .

输入输出数据从第 1步采样到第 150步. 代价函数

选取为 .   定义为 

. 为方便起见 , 定义  ,

,   及  . 总

共选取 43个  函数的光滑基函数, 其具体形式如

式 (41)所示.
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Ψ = [y21 , y1y2, y
2
2 , u

2
3, y

3
1 , y

2
1y2, y1y

2
2 , y

3
2 ,

y41 , y
3
1y2, y

2
1y

2
2 , y1y

3
2 , y

4
2 , y

5
1 , y

4
1y2,

y31y
2
2 , y

2
1y

3
2 , y1y

4
2 , y

5
2 , y

6
1 , y

5
1y2, y

4
1y

2
2 ,

y31y
3
2 , y

2
1y

4
2 , y1y

5
2 , y

6
2 , u

2
0, u0y1, u0y2,

u0u1, u0u2, u0u3, u0y
2
1 , u0y

2
2 , u0u

2
1,

u0u
2
2, u0u

2
3, u0y

3
1 , u0y

3
2 , u0y

4
1 , u0y

4
2 ,

u0y
5
1 , u0y

5
2 ]

T (41)

ϵ选取  为 0.1. 在迭代 348次后算法完成收敛.

在第 151步应用所学到的最优控制策略. 最优的输

出反馈控制策略如下:

uk = −9.375 2yk−1 + 9.412 2yk−2 − 0.016 4uk−1 +

0.124 8uk−2 − 0.111 3uk−3 + 2.731 7y2k−1 −

0.220 3y2k−2 − 0.051 7u2k−1 − 0.084 3u2k−2 −

0.061 1u2k−3 + 17.419 0y3k−1 − 19.837 6y3k−2 −

2.290 4y4k−1 − 7.467 6y4k−2 + 8.188 5y5k−1 +

4.047 0y2k−2

u3

Q

Q

另外, 将本文提出的输出反馈值迭代算法与文

献 [2]所提出的算法进行仿真对比. 为公平起见, 设

置完全相同的学习参数, 仅删除有关  的基函数

项 .  图 2 展示了   函数中权重范数的收敛情况 .

图 3展示了使用本文方法所学到的控制策略后闭环

系统的输入输出轨迹. 图 4展示了使用文献 [2]中

方法所学到的控制策略下闭环系统的输入输出轨

迹. 由于文献 [2]并未考虑时滞的存在, 导致闭环系

统状态持续震荡. 图 5 ~ 8描述输出反馈值迭代算

法迭代前后  函数的变化.
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图 2    权重范数随迭代的变化情况

Fig. 2    Variation of weighting paradigm with iteration
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图 3    考虑时滞的输出反馈下闭环系统的输入输出轨迹

Fig. 3    The input-output trajectories of the closed-loop
system under output feedback with time-delay
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图 4    不考虑时滞的输出反馈下闭环系统的输入输出轨迹

Fig. 4    The input-output trajectories of
the closed-loop system under output

feedback without time-delay
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Q uk, uk−1图 5      函数迭代前后对比 (除  外
其他参数为 0)

Q
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Fig. 5    Comparison of the   function before and after
iteration (with other parameters set to

0 except for   and  )
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 5　结束语

针对具有输入时滞的非线性系统直接自适应最

Q

优控制问题, 本文提出一种新的数据驱动输出反馈

控制方法. 通过利用输出和带有时滞的输入数据构

建系统状态, 并将其作为反馈, 成功克服了含有输

入时滞的输出反馈自适应最优控制策略设计这一挑

战. 同时, 将  学习与两种自适应动态规划方法相

结合, 使得算法学习过程中无需依赖系统动力学信

息. 仿真结果验证了该方法的有效性.
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