
 

 

基于广义最大相关熵准则的几何滤波方法
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摘    要   几何滤波是一种利用观测数据对流形上几何状态进行最优估计的方法, 对刚体位姿估计具有重要作用和意义.
针对非高斯条件下几何滤波性能下降的问题, 提出一种基于广义最大相关熵准则 (GMCC)的几何滤波方法. 首先, 根据流

形上几何状态演化关系, 采用流形无迹变换进行状态预测. 其次, 为抑制非高斯噪声引起的不利影响, 将广义最大相关熵

准则推广到流形上, 实现对预测状态的修正来提高滤波的鲁棒性. 然后, 针对由 GMCC引出的流形非线性优化问题, 设
计流形上的统计线性化方法, 以及采用黎曼流形优化和定点迭代法求解优化问题. 特别地, 设计一种广义高斯核参数自适

应调整策略, 用于在线调整广义相关熵的超参数. 最后, 仿真结果表明, 相较于现有方法, 所提方法具有更高的精度和鲁

棒性.

关键词   几何滤波, 卡尔曼滤波, 广义相关熵, 矩阵李群

引用格式   杨旭升, 夏晓翠, 金宇强, 顾欣星, 张文安. 基于广义最大相关熵准则的几何滤波方法. 自动化学报, 2025, 51(7):
1612−1625
DOI   10.16383/j.aas.c240497        CSTR   32138.14.j.aas.c240497

Geometric Filtering Method Based on Generalized Maximum Correntropy Criterion

YANG Xu-Sheng1, 2    XIA Xiao-Cui1, 2    JIN Yu-Qiang1, 2    GU Xin-Xing1, 2    ZHANG Wen-An1, 2

Abstract   Geometric filtering is a method that uses observed data to optimally estimate the geometric state on a
manifold, and it plays a significant role in rigid body pose estimation. Aiming at the problem of the performance de-

gradation of geometric filtering under non-Gaussian conditions, a geometric filtering method based on the general-

ized maximum correntropy criterion (GMCC) is proposed. Firstly, according to the evolution relationship of the

geometric state on the manifold, the state prediction is performed using the unscented transformation on the mani-

fold. Secondly, in order to suppress the adverse effects of non-Gaussian noise, the GMCC is extended to the mani-

fold to correct the predicted state, thereby improving the robustness of the filtering. Then, for the manifold nonlin-

ear optimization problem induced by GMCC, a statistical linearization method on the manifold is designed, and the

optimization problem is solved by Riemannian manifold optimization and fixed-point iteration method. In particu-

lar, an adaptive adjustment strategy for the generalized Gaussian kernel parameters is designed to adjust the hyper-

parameters of the generalized correntropy online. Finally, simulation results demonstrate that, compared to existing

methods, the proposed method has higher accuracy and robustness.
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作为机器人、自动驾驶、无人机、航空航天等领

域的基础任务, 刚体位姿估计问题受到广泛关注和

研究[1−3]. 对于位姿动态系统而言, 其状态可在流形

空间中完整表示, 以便自然地描述和处理位姿的非

线性特性, 以及避免状态表示的奇异性问题. 然而,
由于流形空间在全局范围内具有强非线性结构, 且
无法进行如加法和数值乘法等线性运算, 使得欧几

里得空间的滤波方法难以直接应用于流形上的滤波

问题, 尤其是向量结构的状态空间表示法, 难以适

配位姿估计中的几何特性[4−5]. 为此, 针对刚体位姿

估计问题, 已形成一系列几何滤波方法以提高几何

结构约束下的滤波性能[6−7]. 然而, 当前几何滤波方
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法大多遵循基于最小均方误差 (Minimum mean
square error, MMSE)准则构建的高斯型滤波框架.
因而, 在非高斯噪声条件下, MMSE的二阶统计量

无法描述非高斯信号的高阶统计信息, 导致滤波性

能显著下降甚至发散[8].

S3

S3

针对流形上的状态估计问题, 最早由扩展卡尔

曼滤波器 (Extended Kalman filter, EKF)推广至

流行空间, 形成相应的几何滤波方法. 文献 [9]基于

单位四元数  提出乘性扩展卡尔曼滤波器 (Multi-
plicative EKF, MEKF), 通过  的群乘运算来定

义误差状态方程, 解决传统 EKF的线性运算在流

形空间上不封闭的问题. 然而, MEKF是一类状态−
轨迹相关系统, 其误差正反馈特性可能导致滤波器

发散. 考虑特定的辅助航姿参考系统, 文献 [10]提
出广义MEKF, 通过定义不变输出误差和不变状态

误差来调整增益矩阵和协方差矩阵, 使其在大量状

态轨迹上表现出更好的收敛性, 但难以适用于其他

应用场景. 根据对称动力学的不变性, 文献 [11]
定义不变估计误差, 使得误差动态方程满足自治系

统条件, 进而提出不变 EKF (Invariant EKF, In-
EKF), 从而提高姿态估计的准确性. 文献 [12]将上

述结果推广到具有群仿射性的李群 (Lie group,
LG)系统, 并证明在线性情况下, InEKF对任何轨

迹均具有局部稳定性, 可保证算法的收敛性和一致

性 [13]. 但是, 受限于 EKF的一阶线性化操作, In-
EKF等几何滤波方法同样对线性化误差具有敏感

性. 相比之下, 无迹卡尔曼滤波器 (Unscented Kal-
man filter, UKF)通过无迹变换来预测状态均值和

误差协方差, 确保至少二阶的泰勒展开近似精度,
且无需计算雅克比矩阵[14]. 然而, 当前几何滤波方

法大多是基于高斯噪声假设而设计的, 在非高斯条

件下精度显著下降.
针对非高斯条件下的状态估计问题, 大多在欧

几里得空间中设计滤波方法. 文献 [15] 提出最大

相关熵准则 (Maximum correntropy criterion,
MCC), 其中, 相关熵作为一种鲁棒的局部相似性度

量, 可从数据中捕获更多高阶信息. 不同于MMSE
准则, MCC对远离误差分布均值的样本以负指数

形式衰减, 能够有效抑制异常值, 从而获得更准确

的估计结果[16]. 相比于现有的鲁棒滤波方法, 如粒

子滤波、高斯和滤波、M-估计方法等[17−20], MCC因

其计算简单且易于实现, 已广泛应用于自适应滤波

场景. 文献 [21]首次将 MCC引入滤波框架中, 但
缺乏对系统不确定性的描述. 结合MCC和卡尔曼

滤波器的优势, 文献 [22]提出最大相关熵卡尔曼滤

波器 (Maximum correntropy Kalman filter,
MCKF), 其考虑了估计协方差. 为将文献 [22]的结

果推广到非线性的情况, 文献 [23−24]提出最大相

关熵扩展卡尔曼滤波器 (Maximum correntropy
EKF, MCCEKF)和最大相关熵无迹卡尔曼滤波

器 (Maximum correntropy UKF, MCCUKF), 以
适用于非线性非高斯系统. 但是, 上述 MCC类方

法中使用的高斯核函数在性能上高度依赖于核带宽

的选择, 限制算法在复杂场景中的准确性和适应性.
文献 [25]扩展相似度量的基本定义, 提出广义相关

熵的概念, 将广义高斯密度函数作为相关熵的核函

数, 不仅包含数据的高阶绝对矩信息, 还引入形状

参数, 能够处理更多类型的数据分布. 通过将广义

相关熵作为目标函数, 文献 [26−28]提出一系列基

于 GMCC的自适应滤波算法, 既保留目标函数中

的负指数项和核参数的阈值效应, 也能够调整相关

熵的形状, 以更好地拟合非高斯噪声的分布[16]. 然
而, 当前这些非高斯滤波方法难以直接应用于如位

姿估计等状态演化在非线性流形上的系统.
为此, 本文提出基于最大广义相关熵的几何滤

波方法 (Generalized maximum correntropy geo-
metric filtering, GMCGF). 在 GMCGF中, 首先基

于流形无迹变换来设计状态预测. 其次, 将 GMCC
推广到流形空间构建由 GMCC引出的流形非线性

优化问题, 进而设计流形上的统计线性化方法以处

理非线性函数. 同时, 利用黎曼流形优化将流形约

束的优化问题转换为无约束优化问题, 再根据定点

迭代法获得优化结果. 特别地, 针对广义相关熵中

的核参数在实际中难以确定的问题, 设计核参数在

线优化方法来提高方法的泛化性. 此外, 证明了本

文方法具有可控的计算复杂度. 最后, 通过 INS/
GNSS (Inertial navigation system/Global naviga-
tion satelite system)组合导航系统的仿真结果验

证了所提方法的有效性. 

1    问题描述

考虑一类受非高斯噪声影响下的刚体位姿估计

问题, 其中刚体的几何状态在矩阵李群上演化. 具
体地, 系统的状态方程和观测方程描述如下:

Xk = f (Xk−1, uk, wk) (1)

yk = h(Xk) + nk (2)

Xk ∈ G uk ∈ Rd yk ∈ Rr k

G ∈ Rd×d

wk ∈ Rd nk ∈ Rr

Qk Rk wk nk

f(·) h(·)

其中,  ,   和  分别表示  时刻

的系统状态, 输入信号和观测值;   表示矩

阵李群, 是一种光滑可微流形, 其元素为可逆方阵.
过程噪声  和加性观测噪声  为零均

值白噪声, 协方差矩阵分别为  和 , 且  和 

互不相关.   和  为群上的光滑非线性映射, 分
别表示状态转移函数和观测函数.

对于三维空间中的位姿估计问题, 刚体的姿
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SO(3) SO(3) ={
R ∈ R3×3

∣∣RRT = I, det(R) = 1
}

R

SE2(3)

态可由特殊正交群   描述 ,  定义为  

, 其中   表示将

刚体坐标系转换到全局坐标系的旋转矩阵. 在此

基础上, 位姿估计系统的完整状态可由矩阵李群

 描述, 定义为

SE2(3) =

{
X =

[
R v p

02×3 I2

]∣∣∣∣∣ X = (R, v, p)
R ∈ SO(3), v, p ∈ R3

}
(3)

v p

SE2(3) se2(3)

其中,  ,   分别表示刚体的速度和位置. 矩阵李

群在群单位元处的切空间称为李代数空间. 具体地,
 的李代数  可定义为

se2(3) =

{
ς∧ =

[
(ϕ)× ηv ηp

02×5

]∣∣∣∣ ς = [ϕ, ηv, ηp]
T

ϕ, ηv, ηp ∈ R3

}
(4)

ϕ (·)∧ (·)×

(·)∧ : R9 → se2(3) (·)∨ : se2(3)→
R9 exp(·) :
R9 → SE2(3) log(·) : SE2(3)→ R9

其中,   表示旋转向量,   和  分别表示线性

运算和斜对称矩阵. 李代数及其关联的向量空间之

间的线性同构为  和 

; 矩阵李群及其李代数之间的映射关系为 

 和 .

X ∈ G X
X ∼ NL(X̂ , P )

由于矩阵李群为非欧氏空间, 对加法运算不封

闭, 因此无法使用加性噪声的方式定义随机变量

 的概率分布. 现有研究通常将  的概率分布

 定义为

X = X̂ exp(ξ) = φL(X̂ , ξ), ξ ∼ N(0, P) (5)

X̂ ∈ G P ∈ Rd×d

ξ ∈ Rd N(·, ·)
NL(·, ·)

X ∼
NR(X̂ , P )

其中,   表示无噪声均值;   表示协方

差矩阵;   表示不确定性扰动;   为欧氏

空间上的高斯分布 ;    为矩阵李群上的集

中高斯分布, 通过均值左乘高斯随机变量的指数

定义. 类似地, 通过右乘定义集中高斯分布  

 为

X = exp(ξ)X̂ = φR(X̂ , ξ), ξ ∼ N(0, P) (6)

X ∼ Nφ(X̂ , P ) X = φ(X̂ , ξ) ξ ∼ N(0, P)

φ(·, ·) φ(·, ·)

针对不同系统, 左乘和右乘运算的效果不同, 由
系统模型决定. 为表示简便, 将式 (5)和式 (6)统一表

示为   或  ,  ,
 表示收缩映射. 此外, 定义  的逆映射为

ξ = φ−1(X , X̂ ) =

{
log(X̂−1X ), 左乘

log(XX̂−1), 右乘
(7)

eL =

exp(ξ) = X̂−1X eR = X−1X̂ X X̂

针对系统 (1)和 (2), 根据系统的不确定性定义

左不变估计误差和右不变估计误差, 分别为  

 和  ,    和   分别表示

状态真实值和估计值. 此外, 还要求系统的运动学

具有群仿射性质, 使得系统的误差传播具有对数线

性性质, 保证系统的局部收敛性[12].

x y

然而, 在实际应用中通常存在一些不可预测的

扰动或异常值, 导致系统的噪声没有服从高斯分布,
从而引起滤波性能下降. 为提高方法的鲁棒性, 引
入广义最大相关熵准则, 利用其中的局部相似性度

量, 来有效抑制异常值. 对于任意两个标量随机变

量  和 , 广义相关熵的定义为

Vα, β(x, y) = E
[
Gα, β(x, y)

]
(8)

Gα, β(x, y)其中,   为广义核函数, 默认采用广义高

斯函数, 定义为

Gα, β(x, y) =
α

2βΓ(1/α)
exp

(
−
∣∣∣∣e− µ

β

∣∣∣∣α) =

τα, β exp
(
− γ|e− µ|α

)
(9)

e = x− y Γ(·)
α > 0 β > 0 µ

µ = 0m×1 τα, β =

α/[2βΓ(1/α)] γ = 1/βα

其中,   表示误差变量,   表示伽马函数,
,    分别表示形状参数和带宽参数 ,  

表示误差均值向量 ,  本文考虑  ,  
 表示归一化常数,   表示核

参数.
e ∈ Rm Pe ∈

Rm×m

考虑误差向量  , 其协方差矩阵为  

, 对广义相关熵加权后作为系统目标函数, 定
义为

JGMCC = ωGα, β(e) = ωτα, β exp
(
−γ

∣∣∥e∥Pe

∣∣α) =

ωτα, β exp
(
−γ

∣∣eTP−1
e e

∣∣α
2

)
(10)

ω ∥e∥Pe

∥e∥2Pe
= eTP−1

e e

其中 ,    为可调参数 ,    表示马氏距离 ,  且
.

e G

注 1. 在引入最大广义相关熵准则后, 为获取状

态估计值, 需要根据目标函数 (10)求解非线性优化

问题. 然而, 状态与误差变量  相关且在李群  上

演化, 使该优化问题受流形约束的限制, 表现为非

凸优化. 直接使用欧氏空间上的优化方法通常无法

保证收敛性, 且迭代点无法保持流形约束. 因此, 本
文通过流形优化方法, 利用李群上的几何性质, 将
流形约束的一般优化问题转换为流形上的无约束优

化问题. 

2    所提方法

针对非高斯噪声条件下滤波精度下降的问题,
本节首先设计广义最大相关熵准则下的矩阵李群后

验分布的求解方法, 然后结合流形无迹变换形成一

种基于广义最大相关熵准则的几何滤波方法. 

2.1    广义最大相关熵准则的后验分布求解

y p(X ) =
φ
(
X̂ , ξ̂

)
ξ̂ ∼ N(0, P )

假设观测   和状态先验概率分布  
,   已知, 根据式 (10)定义目标函

数, 以同时处理非高斯过程噪声和观测噪声, 即

1614 自       动       化       学       报 51 卷



J(X ) = ωGα, β

(
∥ξ̂∥P

)
+ ωGα, β

(
∥ỹ∥R

)
(11)

ξ̂ = φ−1
(
X , X̂

)
ỹ = y − h(X )

∥ξ̂∥P
k

其中,   和   分别表示预

测误差和新息,   表示马氏距离. 为表示简洁,

本节省略下标 . 通过最大化损失函数来求解状态

均值的后验估计, 即求解

X̂+ = arg max
X∈SE2(3)

J(X ) (12)

SE2(3) SE2(3)

M
l + 1

显然, 问题 (12) 为非线性优化问题, 其搜索

空间为矩阵李群 . 由于  是一种黎曼

流形 , 对于问题 (12), 可采用黎曼流形梯度法求

解[29−30]. 定义第  次迭代时的状态更新式为

X l+1 = φ
(
X l, ξl+

1
l

)
(13)

X l+1 X l l + 1 l

ξl+
1
l ∈ Rd

其中,   和  分别表示第  次和第  次迭代

的状态,   表示李代数增量. 此外, 定义状

态误差为

ξl+1 = φ−1
(
X̂ , X l+1

)
(14)

那么, 问题 (12)可进一步描述为

X l+1 = arg max
X∈SE2(3)

[
ωGα, β

(∥∥φ−1
(
X̂ , X

)∥∥
P

)
+

ωGα, β

(∥∥y − h(X )
∥∥
R

) ]
(15)

ω = 1/(τα, βγα)为便于后续化简, 令权重参数 .
受流形约束和非线性函数影响, 问题 (15)难以直接

求解, 将由命题 1引入统计线性化方法来处理非线

性观测模型.

y = g(X ) y ∈ Rr X ∈ SE2(3)

X ∼ Nφ

(
X̄ , P

)
X̄

P y = g(X )

命题 1 (矩阵李群上的统计线性化方法). 给定

非线性方程 ,  , 若  服从

集中高斯分布, 即  ,   为无噪声均

值,   为协方差矩阵, 则  的线性化方程为

ŷ = ȳ +Aξ (16)

其中,

ξ = φ−1
(
X , X̄

)
∼ N(0, P ) (17)

ȳ = E(y) (18)

A = E
(
ξyT

)T
P−1 (19)

此外, 线性化误差的方差阵为

Pe = Pyy +APAT −APξy −
(
APξy

)T (20)

其中,

Pyy = E
[
(y − ȳ)(y − ȳ)T

]
(21)

Pξy = E
[
ξ(y − ȳ)T

]
(22)

证明过程见附录 A.

l + 1

根据命题 1 对非线性观测模型 (2) 进行线性

化, 可得第  次迭代时, 式 (2)的线性化模型为

y ≈ ŷl +H lξ + nl (23)

H l =
(
P̄ l
ξy

)T
P−1 (24)

nl ∼ N
(
0, Rl

)
(25)

Rl = P l
yy −H lP

(
H l

)T −H lP l
ξy −

(
H lP l

ξy

)T (26)

ŷl H l

nl Rl

P l
yy P l

ξy P̄ l
ξy

P l

2d+ 1

其中,   表示观测均值向量,   表示伪测量矩阵,
 和   分别表示修正观测噪声及其协方差矩阵.

式 (24)和式 (26)中的矩阵参数 、  和  由

流形上的无迹变换生成. 具体来说, 先根据  生成

 个 sigma点

ξlj =


0, j = 0

col
(√

(d+ λ)P l
)
j
, j = 1, · · · , d

−col
(√

(d+ λ)P l
)
j
, j = d+ 1, · · · , 2d

(27)

(·)j j其中,   表示第  列元素. 然后, 生成测量 sigma点

yl0 = h
(
φ
(
X l, 0

))
(28)

ylj = h
(
φ
(
X l, ξlj

))
, j = 1, · · · , 2d (29)

由此可得

ŷl = Wm
0 yl0 +

2d∑
j=1

Wm
j ylj (30)

P l
yy =

2d∑
j=1

W c
j

(
ylj − ŷl

) (
ylj − ŷl

)T
+R (31)

P l
ξy =

2d∑
j=1

W c
j ξ

l
j

(
ylj − ŷl

)T
(32)

P̄ l
ξy =

2d∑
j=1

W c
j ξ

l
j

(
ylj
)T

(33)

Wm
j W c

j

Wm
0 = λ/ (d+ λ) Wm

j =W c
j = 1/(2(d+ λ)) j ̸= 0

λ

其中,   和  分别表示均值权重和协方差权重,
且 ,  ,  ,

 表示比例校正因子.

H l

X l P l

注 2. 相较于传统的线性化技术, 统计线性化方

法可避免计算雅克比矩阵, 减少线性化误差. 由式

(27) ~ (29)可知, 伪测量矩阵  将根据当前估计

 和  进行调整, 以提高估计精度[31].
根据线性化模型 (23)可简化优化问题 (15), 然
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X l+1

X l+1

ξl+
1
l

而, 由于优化变量  为矩阵, 增加了优化问题的

复杂性 .  由式 (13) 可知 ,  状态   与迭代增量

 之间存在指数关系, 通过调整优化变量以进一

步简化问题 (15), 进而引入定理 1.

ξl+
1
l ξl+1

H l Rl

ξl+
1
l

定理 1. 考虑由式 (1)和式 (2)给定的系统, 假
如  和  分别满足式 (13)和式 (14), 且伪测

量矩阵  和修正协方差矩阵  由式 (24) ~ (26)
给出,   为微元小量, 那么问题 (15)的替代目标

函数为

ξl+
1
l = argmax

ξ∈Rd

[
ωGα, β

(∥∥ξl + J−1
l ξ

∥∥
P

)
+

ωGα, β

(∥∥ỹl −H lξ
∥∥
Rl

) ]
(34)

且式 (34)的解为

ξl+
1
l =

(
J−T
l Gl

preP
−1J−1

l +
(
H l

)T ×
Gl
mea

(
Rl

)−1
H l

)−1

×(
−J−T

l Gl
preP

−1ξl+
(
H l

)T
Gl
mea

(
Rl

)−1
ỹl
)
(35)

其中,

ỹl = y − ŷl (36)

Gl
pre = exp

(
−γ

∣∣∥∥ξ̄l∥∥
P

∣∣α) ∣∣∣∥∥ξ̄l∥∥2
P

∣∣∣α
2 −2 ∥∥ξ̄l∥∥2

P
(37)

Gl
mea = exp

(
−γ

∣∣∥∥ȳl∥∥
Rl

∣∣α) ∣∣∣∥∥ȳl∥∥2
Rl

∣∣∣α
2 −2 ∥∥ȳl∥∥2

Rl
(38)

ξ̄l = ξl + J−1
l ξ (39)

ȳl = ỹl −H lξ (40)

J−1
l =


ad(ξl)∧

exp
(
ad(ξl)∧

)
− I

, 左乘

ad(ξl)∧

− exp
(
− ad(ξl)∧

)
+ I

, 右乘

(41)

Jl SE2(3) ad(·)
I

式中,   表示  的雅克比矩阵,   表示伴

随映射,   表示单位矩阵.
证明过程见附录 B.

X l+1 ∈ SE2(3)

ξl+
1
l ∈ Rd

由式 (34)可知, 定理 1将式 (15)中目标函数

的优化变量由矩阵李群状态  转化为

李代数增量 , 在简化优化问题的同时也

减小计算负担.
ξ

Gl
pre

Gl
mea ξ

根据定理 1的结果, 式 (35)是关于  的定点方

程, 进一步引入定点迭代方法来求解问题 (34). 

和  作为关于  的变量, 在每次迭代过程中进行

更新, 用式 (42)替代式 (39)和式 (40), 即

ξ̄l = φ−1
(
X̂ , X l

)
(42)

ȳl = ỹl −H lξl (43)

采用定点迭代方法并结合式 (13)、(14)和 (35),
可得后验均值更新式, 由此引出命题 2.

X̂ P ỹl H l

Rl

命题 2. 对于式 (1)和式 (2), 假设系统的状态

预测值 、预测协方差矩阵  和误差  均已知, 
和  由式 (24) ~ (26)给出, 则广义最大相关熵准

则下状态的次优估计为

X l+1 = φ
(
X̂ , Kl

(
ỹl +H lξl

))
(44)

其中,

ξl = φ−1
(
X̂ , X l

)
(45)

Kl = J−1
l

(
J−T
l Gl

preP
−1J−1

l +Gl
mea

(
H l

)T×
(
Rl

)−1
H l

)−1

Gl
mea

(
H l

)T(
Rl

)−1
(46)

Kl式中,   表示卡尔曼增益矩阵, 其等价形式为

Kl = P
(
Gl
pre

)−1J−T
l Gl

mea

(
H l

)T(
Rl +

H lJ−1
l × P

(
Gl
pre

)−1J−T
l Gl

mea

(
H l

)T)−1

(47)

[ξl, ξl+
1
l ] = 0

[·, ·] J−1
l = I

l∗ + 1

当   时, 式 (44) 为最优状态估计

值, 其中,   表示李括号, 且 . 假设在第

 次迭代后收敛, 根据式 (44), 状态后验均值可

更新为

X̂+ = φ
(
X̂ , Kl∗

(
ỹl

∗
+H l∗ξl

∗
))

(48)

证明过程见附录 C.
由式 (48)可得状态均值的后验估计, 为求解后

验误差协方差矩阵, 根据定理 1的结果, 结合高斯−
拉普拉斯近似方法[32], 可得

P l+1 =
(
J−T
l Gl

preP
−1J−1

l +

(
H l

)T
Gl
mea

(
Rl

)−1
H l

)−1

=

JlP
(
Gl
pre

)−1J T
l − JlJ−1

l

(
J−T
l Gl

preP
−1 ×

J−1
l +

(
H l

)T
Gl
mea

(
Rl

)−1
H l

)−1(
H l

)T ×
Gl
mea

(
Rl

)−1 ×H lJlP
(
Gl
pre

)−1J T
l =

Jl
(
I −KlH lJl

)
P
(
Gl
pre

)−1J T
l (49)

注 3. 虽然基于广义相关熵设计的滤波器能够

有效抑制非高斯噪声产生的不利影响, 但是此类方

法缺乏估计误差协方差矩阵建立的理论基础, 导致

估计精度下降[33]. 为此, 与卡尔曼滤波的后验分布

求解方法不同, 本文根据高斯−拉普拉斯近似方法,
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用集中高斯分布来拟合后验分布, 以得到协方差矩

阵的近似值.∥∥φ−1
(
X l, X l+1

)∥∥ / ∥∥φ−1
(
I, X l

)∥∥ ≤ ε

ε ε→ 0+

γ

当   成 立

时中止迭代, 其中,   为预设的阈值参数, 且 .
为提高算法的灵活性和鲁棒性, 针对式 (37)和式

(38)中的固定核参数 , 设计一种核参数在线优化

方法, 优化模型为

γl = argmax
γ∈R

[
ωτα, β exp

(
−γ

∣∣eld∣∣α
2

)
+

ωτα, β exp
(
−γ

∣∣elr∣∣α
2

) ]
(50)

R γ eld =
∥∥ξ̄l∥∥2

P
elr =

∥∥ȳl∥∥2
Rl其中,   表示  的可行集,  ,  .

为提高方法的可行性, 采用梯度下降法求解问

题 (50), 可得

γl+1 = γl + ηγ

[∣∣eld∣∣α
2 exp

(
−γl

∣∣eld∣∣α
2

)
+∣∣elr∣∣α

2 exp
(
−γl

∣∣elr∣∣α
2

) ]
(51)

µγ ∈ R ηγ = µγωτα, β其中,  ,   表示步长参数.

γ

注 4. 作为自由参数, 核带宽控制着评估相似性

的观察窗口, 对滤波方法的收敛速度和稳态误差有

显著影响[34]. 通常情况下, 式 (37)和式 (38)中预设

的核参数  需要进行多次调整, 在一定程度上限制

了算法的性能[23, 35]. 不同于文献 [26−28], 本文通过

式 (51)自动更新核参数, 从而更好地权衡算法的收

敛速度和稳态误差.
G

Rd G
综上 , 迭代更新过程如图 1 所示 , 图中   表

示矩阵李群空间,   表示  在各点处的切空间. 广
义最大相关熵准则下的后验分布求解可总结为算

法 1.

　  算法 1. 基于广义最大相关熵准则的后验分布

求解

X̂ P y R1)  输入:  ,  ,  ,  ;

l← 02)   ;
∥φ−1(X l, X l+1)∥

∥φ−1(I, X l)∥ ≤ ε3)   while   do

H l Rl4)   　由式 (23) ~ (33)计算  和 ;

Kl5)   　由式 (36) ~ (43)和式 (47)计算 ;

X l+1 P l+16)   　由式 (44)和式 (49)计算  和 ;

γl+17)   　由式 (51)计算 ;

l← l + 18)   　 ;

9)   end while

X̂+ ← X l+110)  ;

P+ ← P l+111)  ;

X̂+ P+12) 输出:  ,  . 

2.2    基于广义最大相关熵准则的几何滤波算法

X̂0 = E(X0)

P0 k − 1 Xk−1 =

φ(X̂+
k−1, ξ

+
k−1) ξ+k−1 ∼ N(0, P+

k−1)

k

将上述最大广义相关熵准则下的后验分布求解

方法应用于矩阵李群系统. 考虑式 (1)和式 (2), 首
先, 初始化状态和协方差矩阵分别为  和

. 然后, 根据  时刻状态的后验分布 

,  , 基于状态传播

方程传播状态, 得到  时刻状态均值的先验估计, 即

X̂k = f
(
X̂+

k−1, uk, 0
)

(52)

Pk−1 Qk同时对  和  进行确定性采样来获得 sigma点

ξk−1, j =


col

(√
(d+ λ)P+

k−1

)
j
, j = 1, · · · , d

−col
(√

(d+ λ)P+
k−1

)
j
, j = d+1, · · · , 2d

(53)

wk, j =


col

(√
(d+ λ)Qk

)
j
, j = 1, · · · , d

−col
(√

(d+ λ)Qk

)
j
, j = d+ 1, · · · , 2d

(54)

然后, 根据式 (55)和式 (56)计算先验协方差

矩阵

{Xk, j}2dj=1 = f
(
φ
(
X̂+

k−1, ξk−1, j

)
, uk, 0

)
(55){

X k, j

}2d

j=1
= f

(
X̂+

k−1, uk, wk, j

)
(56)

Pk =

2d∑
j=1

[
W c

j φ
−1

(
X̂k, Xk, j

)
φ−T

(
X̂k, Xk, j

)
+

W c
j φ

−1
(
X̂k, X̄k, j

)
φ−T

(
X̂k, X̄k, j

)]
(57)

由式 (52)和式 (57)可得状态的先验分布为

p(Xk|Xk−1) ∼ Nφ(X̂k, Pk) (58)

 

N(Xk, Rk)^

j(Xk, xk
1/0)^

Xk̂

^

N(X1
k, R1

k)

j(X1
k, xk

2/1)X1
k

X2
k

N(X+
k, R+

k)

X̂+
k

M

xk
1/0 xk

2/1

Rd
Rd

Rd

…

j(X1
k, xk

l    )
1+
l

 

图 1    迭代更新过程示意图

Fig. 1    Illustration of the iterative updating process
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上述过程与标准 UKF的预测步具有相同的功

能, 同时保留状态的几何约束. 当接收到新的测量

值时, 通过算法 1来更新预测状态, 从而获得状态

均值和协方差矩阵的后验估计. 所提方法的完整步

骤如算法 2所示, 所提方法的框图如图 2所示.

　  算法 2. 基于广义最大相关熵的几何滤波方法

X̂0 P0 γ0 ε1)   输入: 初始化 ,  ,  ,  ;

2)   预测步

X̂k3)   　由式 (52)计算 ;

{ξk−1, j}2dj=1 {wk, j}2dj=14)   　由式 (53)和式 (54)计算  和 ;

Pk5)   　由式 (55) ~ (57)计算 ;

6)   更新步

X̂k Pk7)   　如果接收到测量值, 将  和  输入算法 1, 并

   执行算法 1;

X̂+
k P+

k8)   输出:  ,  .

Rd

φ(·, ·)
ξk−1 wk

注 5. 利用 UKF-M (UKF on manifold)[36] 框架

进行状态预测具有以下优势: 1)由式 (52)可知, 所
提方法直接使用无噪声模型预测状态均值, 相较于

文献 [37]通过求解矩阵李群上的优化问题来获得

预测值, 显然所提方法的实现更简单; 2)由式 (53)
可知, sigma点位于向量空间 , 可通过收缩映射

 回到矩阵李群空间上, 使该方法便于使用欧

氏空间中的数学工具; 3)基于  和  不相关的

假设, 式 (55)和式 (56)分别传播状态不确定度和

输入变量, 解决了预测噪声协方差矩阵难以计算的

问题, 本质上消除了矩阵超参数[38], 使算法更加鲁棒. 

2.3    计算复杂度分析

O(12d3) d

通过分析浮点操作数的数量可知, 所提GMCGF
中每个操作的计算复杂度上界为 ,   表示状

态的维度. 本文方法与 UKF-M在渐近意义下的计

O(d3)

L

算复杂度相同, 均为 . 特别地, 当平均迭代次

数为  时, 算法 2表明 GMCGF相较于 UKF-M的

额外计算成本主要产生于更新步骤, 所提方法的计

算负担增量为

Cadd = CHl
k
+ CRl

k
+ CX l+1

k
+ CP l+1

k
+ CKl

k
−

CUKF-M
Kk

− CUKF-M
X̂+

k

− CUKF-M
P+

k

=

L
(
9d3 + 12d2r + 2dr2 + r3 + d2 +

dr + 3r2 + d+ r − 2 + 2Cexp +

Ch + Cφ

)
(59)

d r Cexp

Ch Cφ

其中,   和  分别表示状态维度和观测维度,  、

 和  分别表示指数函数作用于标量、观测函数

作用于自变量以及收缩映射的计算复杂度.
r ≪

d

考虑到测量维度通常远小于状态维度, 即 

, 式 (59)可简化为

Cadd ≈ L
(
9d3 + 12d2r + 2dr2 + d2 + dr +

d+ 2Cexp + Ch + Cφ

)
(60)

值得注意的是, 虽然 GMCGF 引入额外计算

项, 但仍与 UKF-M具有相同的渐近复杂度. 并且,
当系统受到显著干扰时, 算法稳定性和估计精度的

提升通常优先于计算成本的考量, 此时 GMCGF可

作为 UKF-M的有效替代方案.

L

注 6. 尽管使用迭代方法求解优化问题会增加

计算负担, 但实际应用中定点迭代次数  通常较小,
文献 [24, 39]表明, 通常只需 1次迭代即可满足性

能需求. 因此, 所提方法的计算复杂度是可控的. 

3    仿真验证

本节采用基于惯性导航系统 (Inertial naviga-
tion system, INS)和全球导航卫星系统 (Global
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图 2    方法框图

Fig. 2    Method block diagram
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navigation satelite system, GNSS)的 3D车辆导航

系统进行仿真. 

3.1    场景限制

考虑车辆离散非线性运动学模型[40] 为

Rk = Rk−1 exp ((ωk − wω
k − bωk ) dt) (61)

vk = vk−1 + (g +Rk−1 (ak − wa
k − bak)) dt (62)

pk = pk−1 + vk−1dt (63)

bωk = bωk−1 + wbω
k (64)

bak = bak−1 + wba
k (65)

观测数据由 GNSS接收器提供, 且测量模型为

yk = pk + nk (66)

Rk ∈ SO(3) k

vk ∈ R3

pk ∈ R3

ωk, ak ∈ R3

bωk , b
a
k ∈ R

3

wω
k , w

a
k ∈ R

3

wbω
k , wba

k ∈ R
3

dt

yk ∈ R3 nk ∈ R3

g = [0; 0;−9.81] m/s2

xk = (Xk, bk) Xk = (Rk, vk,

pk) ∈ SE2(3) bk = [bωk ; b
a
k] ∈ R

6

其中,   表示  时刻车辆的方向 (将车身

坐标系映射到导航坐标系的旋转矩阵);   和

 分别表示车辆在导航坐标系中的速度和位

置; 输入向量   分别表示角速度和加速

度;   表示惯性测量单元 (Inertial meas-
urement unit, IMU)偏置;   分别表示

相互独立的 IMU传感器噪声;   表示

偏置噪声, 它们都是零均值的高斯白噪声;   表示

采样周期;   表示观测值;   表示观测

噪声;   为重力加速度向量. 将
IMU状态表示为 , 其中, 

,  .

(π/180) I3×1 rad 0.1I3×1 m

0.1I3×1 m/s bk = 06×1

wω
k ∼

N(0, 10−2I3 (rad/s)2) wa
k ∼ N(0, 10−2I3

(
m/s2

)2
)

nk Rk ∈ R3×3

nk = (1− qk)Ak + qkBk

qk P (qk = 1) = c P (qk = 0) =

1− c 0 < c < 1

Ak Bk

qk Bk

Ak

P0 =

05×5 ε = 10−8

在以下仿真中 , 假设车辆在半径 15 m 的圆

上持续运行 60 s. 令车辆方向、位置和速度的初

始误差标准差分别为  ,  
和 , IMU偏置恒为 . 除非特殊

说明, IMU传感器噪声为高斯白噪声, 服从 

,     .

观测噪声  为非高斯噪声,   表示其主体

部分的协方差, 并假设过程噪声和观测噪声不相关. 定
义观测噪声的模型为 , 其中,

 遵循概率质量函数为 , 
 的伯努利分布,   表示事件发生的概

率.   和  表示两个独立的噪声分布, 且都独立

于  .   为具有较大协方差的高斯白噪声, 并考

虑 3种不同分布的 : 高斯分布、拉普拉斯分布和

伯努利分布 [ 2 1 ] .  令初始状态协方差矩阵为  

, 迭代终止阈值为 . 为确保结论的全

面性, 在不同噪声场景下对 EKF、InEKF[10]、UKF-
M [ 3 0 ]、不同核带宽下的 MCEKF-LG [ 1 9 ] 以及

GMCGF进行测试和比较. 所有测试结果都是在相

同初始条件下运行 500次独立的蒙特卡洛模拟获得

的, 以保证对比实验的公平性和数据的可靠性.
k采用每个时刻   处位置和方向的均方根误差

(Root mean square error, RMSE)和所有时刻的平

均均方根误差 (Average root mean square error,
ARMSE)作为性能指标评估测试结果, 定义为

RMSEpos
k =

√√√√ 1

M

M∑
i=1

∥∥pik − p̂ik
∥∥2 (67)

ARMSEpos
k =

1

K

K∑
k=1

RMSEpos
k (68)

M K i

i ∥·∥
pk = (pk, x, pk, y, pk, z) p̂k = (p̂k, x, p̂k, y, p̂k, z)

其中,   表示蒙特卡洛模拟总数,   表示样本总数, 
表示第  次独立蒙特卡洛模拟,   表示欧几里得范数,

 和  分

别表示位置的真实值和估计值 .  方向 RMSE 和

ARMSE的定义与位置的定义类似. 

3.2    结果与分析

Ak情况 1.   服从高斯分布

nS
k ∼ 0.8N(0, Wk) + 0.2N(0, 100Wk)

Wk = 0.22I3 m2

1)首先考虑观测噪声服从高斯噪声混合的情

况 ,  令  ,  其中

. 车辆的三维运动轨迹如图 3所示,
且位置和方向上的 RMSE如图 4所示, 表 1列出了

不同方法的 ARMSE. 根据仿真结果, GMCGF相

比于 UKF-M方法在位置和方向的 ARMSE上分

别减少 35.4% 和 19.0%, 并且基于MCC或 GMCC
的滤波器抗干扰能力优于基于MMSE准则的滤波

器. 从表 1可以看出, 由于应用自适应核参数并考

虑李群结构, 所提方法可以将 ARMSE保持在较低

的范围内, 具有最小的估计误差. 此外, 如文献 [28]
所述, 基于 MCC的方法对核带宽高度敏感, 过大

或过小的值都无法满足精度或稳定性要求.
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nS
k图 3    混合高斯噪声  下的运动轨迹

nS
k

Fig. 3    Motion trajectory under mixture
Gaussian noise 
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nL
k ∼ 0.5N(0, Wk) + 0.5N(0, 100Wk)

Wk = 0.52I3 m2

2)为进一步证明所提方法的鲁棒性, 假设观测

系统受到较大脉冲噪声的干扰, 将混合高斯测量噪

声描述为  ,  其
中,  . 图 5和图 6分别给出不同方法

下的车辆运动轨迹和 RMSE, 可以看出所提方法仍

具有最佳估计性能. 此外, 表 2给出 ARMSE结果,
相比于 UKF-M, GMCGF在位置和方向上的估计

σ

精度分别提高 81.1% 和 69.4%, 表明所提方法能够

有效减少定位误差. 值得注意的是, 当观测噪声变

大时, 基于MCC的滤波器在较小核带宽下对异常

值更敏感, 因此不得不增加核带宽  以保持滤波器

收敛, 但会导致估计精度下降, 相比之下, 所提方法

通过自适应核参数以保持鲁棒.
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nS
k图 4    混合高斯噪声  下位姿估计的 RMSE
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k

Fig. 4    RMSE of pose estimation under mixture
Gaussian noise 
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nL
k图 5    混合高斯噪声  下的运动轨迹
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k

Fig. 5    Motion trajectory under mixture
Gaussian noise 

 

nS
k表 1    混合高斯噪声  下位姿估计的 ARMSE

nS
k

Table 1    ARMSE for pose estimation under mixture
Gaussian noise 

方法 核参数 位置 ARMSE (m) 方向 ARMSE (°)

EKF − 0.323 8 1.822 0

InEKF − 0.317 6 1.787 6

UKF-M − 0.163 1 0.452 6

MCEKF-LG

σ = 1.0 0.128 5 0.475 6

σ = 2.0 0.147 8 0.653 1

σ = 2.5 0.233 7 0.842 2

σ = 4.0 0.398 0 1.283 4

GMCGF 自适应 0.105 3 0.366 7

注: 加粗字体表示各误差指标的最优值.
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nL
k图 6    混合高斯噪声  下位姿估计的 RMSE

nL
k

Fig. 6    RMSE of pose estimation under mixture
Gaussian noise 
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Ak情况 2.   服从拉普拉斯分布

nk ∼ 0.9N(0, 0.22I3 m2) + 0.1Laplace(0, 1)

Laplace(0, 1)

考虑测量噪声遵循带有异常值的拉普拉斯分

布 ,  即  ,
其中,   表示从零均值和标度 1的拉普

拉斯分布中提取的噪声. 从图 7 可以看出, 所提

GMCGF获得的结果优于其他方法. 这可以归因于

广义相关熵抑制异常值的能力以及可变核参数的自

适应能力.

Ak情况 3.   服从伯努利分布

{−1, 1}
nk ∼ 0.9N(0, 0.12I3 m2) + 0.1B(0.5) B(0.5)

{−1, 1}

考虑测量噪声遵循   上的伯努利分布,
即 , 其中, 
表示在  上的伯努利分布. 图 8 表明, 基于

MMSE准则的滤波方法表现出较大的估计误差, 特
别就位置 RMSE而言. 相比之下, 基于相关熵的方

法表现出较低且波动较小的误差曲线. 可以看出,
所提方法具有最高的滤波精度.
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图 8    伯努利分布非高斯噪声下位姿估计的 RMSE
Fig. 8    RMSE of pose estimation under Bernoulli

distribution non-Gaussian noise
 

nk情况 4.   服从高斯分布

nk nk ∼
N(0, 0.12I3 m2)

最后 ,  考虑测量噪声   服从高斯分布  

. 图 9展示了各算法的位姿 RMSE,
可以看出, GMCGF的性能总体上与 UKF-M相似,
且位姿估计的准确度仍优于其他方法.

此外, 表 3给出了 5种滤波算法的单步执行时

间. 正如第 2.3节所分析, 由于 GMCGF在更新步

骤中需要迭代求解, 相比于 UKF-M需要更长的执

行时间, 然而, 增加的时间在合理范围内, 表明所提

方法保证了高精度要求下计算成本的可控性. 所有

实验均在 Intel Core i5-9300H (2.40 GHz)处理器

 

nL
k表 2    混合高斯噪声  下位姿估计的 ARMSE

nL
k

Table 2    ARMSE for pose estimation under mixture
Gaussian noise 

方法 核参数 位置 ARMSE (m) 方向 ARMSE (°)

EKF − 2.036 1 3.615 4

InEKF − 2.017 4 3.529 4

UKF-M − 1.091 3 1.707 4

MCEKF-LG

σ = 1.0 0.431 1 0.956 8

σ = 2.0 0.609 9 1.283 4

σ = 2.5 0.829 6 1.506 9

σ = 4.0 1.104 2 1.724 6

GMCGF 自适应 0.206 0 0.521 4
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图 7    拉普拉斯分布非高斯噪声下位姿估计的 RMSE

Fig. 7    RMSE of pose estimation under Laplace
distributed non-Gaussian noise
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和 MATLAB R2023b环境下运行, 以保证实验结

果的稳定性和可靠性.
综上 ,  相较于 UKF -M 和 MCEKF - LG ,

GMCGF实现了较高的滤波精度, 特别是在观测条

件较差的情况下, 无需手动调整核参数也能表现出

良好的估计性能, 表明 GMCGF的优势源于广义相

关熵以及自适应核参数在各种非高斯噪声分布下的

适用性, 使其更加适用于现实环境中噪声统计特性

未知的情况. 

4    结束语

针对矩阵李群上的非线性非高斯系统, 本文提

出一种自适应的几何滤波方法. 该方法充分利用广

义相关熵能够抑制非高斯噪声的优势, 同时兼顾矩

阵李群的几何结构. 此外, 本文分析了所提方法的

计算复杂度, 并与 UKF-M进行比较. 多组仿真结

果验证了所提方法在不同噪声场景下的鲁棒性, 即
使在观测数据质量较差的情况下, 仍可获得理想的

估计结果. 

附录 A    命题 1 的证明

y = h(X )证明. 给定 , 对方程进行线性化得到

ŷ = Aξ + b (A1)

A b

min J

为获取线性化系数  和 , 定义统计意义下的

最小化均方误差, 即 , 其中

J = MSE (A, b) = E
(
eeT

)
=

E
[
(y −Aξ − b)

T
(y −Aξ − b)

]
(A2)

e = y − ŷ

A b

式中,  , 表示线性化误差. 对式 (A2)中的

 和  分别求导并令结果为 0, 可得

∂J

∂A
= E

∂

∂A
tr
[
(y −Aξ − b) (y −Aξ − b)

T
]
=

− 2
[
E
(
yξT

)
−AE

(
ξξT

)
− bE

(
ξT

)]
= 0
(A3)

∂J

∂b
= E

∂

∂b

[
(y −Aξ − b)

T
(y −Aξ − b)

]
=

− 2 [E (y)−AE (ξ)− b] = 0 (A4)

E (ξ) = 0 E
(
ξξT

)
= P

A = E
(
yξT

)
E
(
ξξT

)−1
=

E
(
ξyT

)T
P−1 b = E(y)

ȳ = E(y)

由于  ,  , 联立式 (A3) 和

(A4), 可得线性化系数为  

 和  . 将上式代入式 (A1) 中,

记 , 有

ŷ = Aξ + b = ȳ + E
(
ξyT

)T
P−1ξ (A5)

E(ŷ) = E(y)

y = h(X )
P̄ξy = E

[
ξyT

]
A = P̄T

ξyP
−1 Pyy = E[(y − ȳ)(y − ȳ)T]

Pξy = E[ξ(y − ȳ)T]

由式 (A5)可知,  , 所以式 (A5)为
 在统计意义下的最优线性化 . 此外 , 记
,  , 

和 , 则线性化误差的方差阵为

Pe = E
[(
y − ȳ − P̄T

ξyP
−1ξ

) (
y − ȳ − P̄T

ξyP
−1ξ

)T]
=

Pyy +APAT −APξy − (APξy)
T

(A6)

□ 

附录 B    定理 1 的证明

l + 1证明. 在第  次迭代时, 根据式 (23) ~ (26),
可得∥∥y − h

(
X l+1

)∥∥
R
≈

∥∥y − ŷl −H lξl+
1
l

∥∥
Rl

(B1)
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图 9    高斯噪声下位姿估计的 RMSE

Fig. 9    RMSE of pose estimation under Gaussian noise

 

表 3    滤波方法的单步执行时间

Table 3    Single step execution time of filtering methods

方法 执行时间 (ms)

EKF 0.191 7

InEKF 0.240 7

UKF-M 0.504 3

MCEKF-LG 0.899 4

GMCGF 1.017 8
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另外, 根据式 (14), 在左乘和右乘形式下分别

可得

φ−1
(
X̂ , X l+1

)
= log

(
X̂−1X l+1

)
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log
(
exp

(
ξl
)
exp
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1
l

))
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ξl +
(
J L
l

)−1
ξl+

1
l (B2)
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(
X̂ , X l+1

)
= log

(
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)
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(
exp

(
ξl+

1
l

)
exp

(
ξl
))
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(
J R
l

)−1
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1
l (B3)

其中,

(
J L
l

)−1
=

ad
(
ξl
)∧

exp
(
ad(ξl)∧

)
− I

(B4)

(
J R
l

)−1
=

ad
(
ξl
)∧

− exp
(
−ad(ξl)∧

)
+ I

(B5)

J L
l J R

l ad(·)
I

式中,   和  分别表示左、右雅克比矩阵, 
表示伴随映射,   表示单位矩阵. 综上, 式 (B2)和
式 (B3)可统一表达为

φ−1
(
X̂ , X l+1

)
≈ ξl + J−1

l ξl+
1
l (B6)

J(ξ) ξ̄l = ξl + J−1
l ξ ỹl = y −

ŷl ȳl = ỹl −H lξ

由此, 可得替代损失函数式 (34). 对式 (34)中
的损失函数  求偏导, 记 , 

,  , 可得
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□ 

附录 C    命题 2 的证明

证明. 根据式 (14)和式 (B6), 可得

X l+1 = φ
(
X̂ , ξl+1

)
≈ φ
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X̂ , ξl + J−1
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1
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)
(C1)
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根据式 (13), 记  ,  ,

, 则有
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其中,   表示卡尔曼增益矩阵. 根据伴随映射的性

质, 有 , 可得
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根据式 (C3)和式 (C4), 式 (C2)可进一步表示为

ξl + J−1
l ξl+

1
l = Kl

(
ỹl +H lξl
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(C5)

将式 (C5)代入式 (C1)中, 可得均值更新表达

式为
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(C6)
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= 0另外 , 由  , 根据 BCH (Baker-

Campbell-Hausdorff)公式, 可得
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[
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1
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= −

[
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]
= 0

根据李括号的反对易性 (Skew-commutativity)
性质, 有 . 同理可得
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因此, 不同于式 (B6),   的等价

形式为
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□
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