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摘    要   本文研究了严格反馈多智能体系统的最优一致性问题, 旨在局部信息交互的条件下, 使所有智能体收敛至全局代

价函数的最优解. 首先, 针对权重非平衡有向图, 提出一种新的分布式比例积分 (Proportional-integral, PI)变量, 将最优

一致性问题转化为 PI调节问题, 使得经典的控制技术能够通过调节 PI变量的方式来处理更加复杂的多智能体系统. 然后,
结合所提出的分布式 PI变量和预设性能控制, 设计一类基于 PI调节的分布式控制算法, 使得带有死区输入非线性和有界

扰动的严格反馈多智能体系统实现近似最优一致性. 最后, 通过仿真实验验证了所设计算法的有效性.
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Optimal Consensus for Strict-feedback Multi-agent Systems Based on
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Abstract   In this paper, the optimal consensus problem for strict-feedback multi-agent systems is investigated. The
goal is to ensure that all agents converge to the optimal solution of the global cost function using only local ex-
changed information. First, a new type of distributed proportional-integral (PI) variables is proposed for weight-un-
balanced directed graphs, transforming the optimal consensus problem into a PI regulation problem. This trans-
formation allows classical control techniques to handle more complicated multi-agent systems by regulating the PI
variables. Subsequently, combining the proposed distributed PI variables with prescribed performance control, we
design a class of distributed control algorithms based on PI regulation. These algorithms are used to achieve ap-
proximate optimal consensus for strict-feedback multi-agent systems with dead-zone input nonlinearity and bounded
disturbances. Finally, the effectiveness of the designed algorithms is verified through a simulation experiment.
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在过去的十几年内, 随着传感器网络[1]、智能电

网[2]、机器人集群[3] 等多智能体系统的广泛应用, 各
种分布式优化算法[4−5] 应运而生. 其中, 最优一致性

算法[6−7] 因其能够同时满足一致性和最优性的特点

而备受关注. 具体而言, 在最优一致性问题的场景

下, 所有智能体都拥有一个局部代价函数, 通过使

用自身信息以及与邻居的交互信息来设计一类分布

式算法, 使每个智能体的状态都能够收敛到全局代

价函数的最优解.
在早期的研究中, 针对最优一致性问题, 无论

是离散时间算法[8−9] 还是连续时间算法[10−11], 大多基

于线性系统. 例如, 文献 [8−9]针对一阶系统分别提

出基于消失步长的次梯度下降算法和基于固定步长

的 EXTRA算法. 文献 [10]针对有向图下的一阶系

统提出一种基于分布式比例积分 (Proportional-in-
tegral, PI)的最优一致性算法; 文献 [11]在文献 [10]
的基础上进一步优化, 消除了对辅助变量通信的需

求. 然而, 大多数实际系统 (如无人机集群)的动力

学模型都是非线性的. 因此, 近年来, 越来越多的学

者致力于非线性多智能体系统[12−18] 的最优一致性研

究. 例如, 文献 [12]通过内模法实现了受扰非线性

多智能体系统的最优一致性. 进一步地, 文献 [13]
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提出一种自适应内模法, 解决了一类最小相位多智

能体系统的最优一致性问题. 文献 [14]提出一类小

增益方法来处理非线性多智能体系统. 在嵌入式的

框架下, 文献 [15−17]分别研究了具有静态不确定

性、动态不确定性以及复杂动力学模型的多智能体

系统的最优一致性. 此外, 文献 [18]将内模法和嵌

入式框架相结合, 解决了二阶非线性多智能体系统

的最优一致性问题. 需要注意的是, 上述研究均依

赖额外的参考信息才能实现非线性多智能体系统的

最优一致性. 例如, 在文献 [15−18]中, 由于采用了

嵌入式框架, 必须依赖由一阶参考系统生成的最优

信号, 才能达到最优一致性. 然而, 在某些只能使用

相对状态信息的应用场景中, 获取额外的参考信息

并不现实, 如仅配备相对位置传感器的多无人机系

统. 因此, 对于非线性多智能体系统而言, 设计一类

仅使用相对状态信息的最优一致性算法仍是一项具

有挑战性的任务.
最近, 通过采用 PI调节的方式, 文献 [19]解决

了无向图下带有状态时延和扰动的纯反馈多智能体

系统的最优一致性问题. 文献 [19]引入一类分布式

变量, 将最优一致性问题转化为 PI调节问题, 并在

仅使用相对状态信息的情况下, 实现了近似最优一

致性. 值得指出的是, 文献 [19]所提出的分布式变

量是基于无向图的, 但在实际应用中, 由于通信带

宽的限制, 网络链接通常为单链路, 这表明研究适

用于权重非平衡有向图的分布式变量具有重要的实

际意义. 此外, 死区输入是实际控制系统中最常见

的非线性源之一, 如单连杆机械臂、液压伺服阀、压

电转换器等系统. 死区非线性的存在常与闭环系统

的性能下降、严重振荡甚至更糟的不稳定现象直接

相关. 因此, 设计合适的死区输入非线性补偿, 已成

为解决上述控制系统最优一致性问题的当务之急.
在上述讨论的启发下, 本文研究了有向图下一

类带有死区输入非线性和有界扰动的严格反馈多智

能体系统的最优一致性问题. 首先, 我们提出一种

新的分布式 PI变量, 将最优一致性问题转化为 PI
调节问题. 然后, 针对权重非平衡有向图下的严格

反馈多智能体系统, 结合所提出的分布式 PI变量

和预设性能控制, 设计一类基于 PI调节的近似最

优一致性算法. 本文的主要创新点总结如下:
1)提出一种新的分布式 PI变量, 将最优一致

性问题转化为 PI调节问题, 使得经典的控制技术

能够通过调节 PI变量的方式来处理更加复杂的非

线性多智能体系统. 相较于文献 [19]中基于无向图

的分布式变量, 本文提出的分布式 PI变量形式更

加简洁, 且适用于更一般的权重非平衡有向图. 此
外, 与采用嵌入式框架的文献 [18]相比, 本文无需

依赖额外的参考信息, 仅使用相对状态信息即可实

现最优一致性.
2)研究了权重非平衡有向图下带有死区输入

非线性和有界扰动的严格反馈多智能体系统的最优

一致性问题, 并基于 PI调节提出一类新的近似最

优一致性算法. 与文献 [19]中的理想控制输入相比,
本文对控制输入施加了死区约束, 所考虑的情况更

加复杂.
本文其余部分安排如下: 第 1节介绍基础知识

和研究问题. 第 2节引入新的分布式 PI变量并构

建基于 PI调节的重要引理. 第 3节设计基于 PI调
节的严格反馈多智能体系统的近似最优一致性算

法. 第 4节进行仿真实验. 第 5节对全文工作进行

总结与展望.
R R≥0 RN

Rn N n RN×n N

n 0N 1N ∈ RN

0 In n

λi(A) A ∈ RN×N i

i = 1, 2, · · · , N di

diag{d1, d2, · · · , dN} col(d1, d2, · · · ,
dN ) L∞ ∥ · ∥

符号说明: 令  为实数集;   为非负实数集; 
和  分别为  维和  维列向量空间;   为 

行  列的矩阵空间;  ,   分别表示元素全

为  和元素全为 1的列向量;   表示维度为  的单

位矩阵;   表示矩阵   的第   个特征

值,  ; 由元素  构成的对角阵和列向

量分别记为  , 
;   表示一致有界集;   表示欧几里德范数. 

1    基础知识和问题描述
 

1.1    图论

G = (V, E , A) N

V = 1, 2, · · · , N
E ⊆ V × V

(j, i) j, i

i j

j i A = [aij ] ∈ RN×N

(j, i) ∈ E aij > 0

aij 0 i di =
∑N

j=1 aij L =

D −A G D =

diag{d1, d2, · · · , dN}

定义  为包含  个智能体的有向

图[20−22], 其中,   表示所有智能体的

集合;   表示智能体之间的有向边集. 边
 表示不同智能体  之间存在有向链路, 且智

能体  能收到智能体  发送的信息. 换言之, 智能体

 是智能体  的入邻居.   表示邻接

矩阵, 当且仅当  时,  ; 其他情况下,

 均为 . 智能体  的入度记为 . 

 为有向图   的 Laplacian 矩阵, 其中, 
. 此外, 如果一个有向图中任

意两个不同智能体之间都存在一条有向路径, 则该

图是强连通的.
G引理 1. 假设有向图  是强连通的[23−24], 则具有

如下性质:

r = (r1, r2, · · · , rN )T ri > 0

rTL = 0TN
∑N

i=1ri = 1

1)存在一个属于 Laplacian矩阵零特征值的左

特征向量  ,  , 使得等式

 和   成立;

L̃ = (RL+ LTR)/2

R = diag{r1, r2, · · · , rN} L̃
0 = λ1(L̃) < λ2(L̃) ≤ λ3(L̃) ≤ · · · ≤

λN (L̃)

2) 存在一个半正定矩阵  ,

其中,  , 且  的特征值可

以按序排列为: 

;
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0

exp(−Lt) t > 0 t → ∞ exp(−Lt) → 1NrT
3)存在一个对角线元素均大于  的半正定矩阵

,  , 且当  时,  . 

1.2    近似最优一致性问题

N近似最优一致性问题旨在为包含  个智能体

的多智能体系统设计一个恰当的控制算法, 使得:

lim
t→∞

∥si(t)− s∗∥ ≤ κϵ, ∀i ∈ V (1)

si(t) : R≥0 → Rn

s∗ ∈ Rn f(s(t)) =
∑N

i=1 fi(si(t)) ∈
R fi(si(t)) : Rn → R

ϵ > 0

κ ϵ

其中,   表示每个智能体的状态变量;
 表示全局代价函数 

 的最小值点, 即最优状态,   表示

每个智能体的局部代价函数;   为设计参数, 其
取值可以为任意小;   表示大于零的常数且独立于 . 

2    基于 PI 调节的最优一致性
 

2.1    分布式 PI 变量

qi(t) : R≥0 →
Rn i ∈ V

本节提出一种新的分布式 PI变量 

,  , 将最优一致性问题转化为调节问题, 其
定义如下:

qi(t) = si(t) + a

∫ t

0

r̂−1
i (τ)(∇fi(si(τ))⊗ 1n)dτ +

b

∫ t

0

N∑
j=1

aij(si(τ)− sj(τ))dτ +

∫ t

0

vi(τ)dτ

(2)

并且

v̇i(t) = ab

N∑
j=1

aij(si(t)− sj(t)) (3)

żi(t) = −
N∑
j=1

aij(zi(t)− zj(t)) (4)

a, b > 0 zi(t) ∈ RN r̂i(t) = zii(t)

zi(t) i si(0) ∈ Rn vi(0) =

0n r̂i(0) = zii(0) = 1 zi(t) 0

其中,   为调节参数;  ; 
表示  的第   个元素. 此外,  ; 
;  ,   的其他元素初值均为 .

s∗

s∗

注 1. 由文献 [23]的定理 1可知, 在权重非平

衡有向图下, 式 (2)右侧的微分形式能够渐近收敛

至最优状态 . 此外, 从式 (2)的结构可以看出, 所
提出的分布式变量是由状态变量与状态变量的积分

项相加而成, 故命名为 PI变量. 因此, 当时间趋于

无穷大时, 若 PI变量收敛至零, 则系统的所有状态

变量将收敛至最优状态 , 即实现最优一致性.
qi(t)注 2. 分布式 PI变量  的设计灵感来源于

PI一致性误差变量[25]. 然而, 与文献 [25]研究的一

致性不同, 本文提出的分布式 PI变量解决的是最

优一致性问题. 此外, 相较于文献 [19]中的分布式

变量, 式 (2)不包含二重积分, 形式更加简洁, 并且

通过构造 Laplacian矩阵的零左特征向量估计器,
使得所提出的分布式 PI变量能够在不依赖图的全

局信息的情况下, 实现权重非平衡有向图下的最优

一致性. 

2.2    收敛性分析

本节将对多智能体系统的收敛性进行分析证

明. 在此背景下, 多智能体系统的网络拓扑和代价

函数的假设如下:
G假设 1. 有向图  是强连通的.

fi : Rn →
R i ∈ V ci > 0

(X − Y )T[∇fi(X)−∇fi(Y )] ≥ ci∥X − Y ∥2

X, Y ∈ Rn fi

Ci > 0 ∥∇fi(X)−∇fi(Y )∥ ≤ Ci∥X−
Y ∥

假设 2. 每个智能体的局部代价函数 

,   是连续可微且强凸的, 即存在 , 使得

, 其中,
. 此外, 每个函数  都具有 Lipschitz梯度,

即存在  , 使得  

.
qi(t)为了进一步明确分布式 PI变量  与多智能

体系统最优一致性之间的关系, 本文提出以下定理:
N

∥qi(t)∥ ≤ ϵ, i ∈
V

si(t), vi(t), v̇i(t), zi(t), żi(t) ∈ L∞, i ∈ V
t → ∞ qi(t) →

0n limt→∞ si(t) = s∗, i ∈ V

定理 1. 考虑一个包含  个智能体的多智能体

系统, 在满足假设 1和假设 2的前提下, 当时间趋

于无穷大时, 若所有的 PI变量满足 

, 则该系统能够实现如式 (1)所述的近似最优一

致性. 此外, 式 (2) ~ (4)中的所有信号有界. 换言之,
. 进一步地,

如果 PI变量趋向于零, 即当  时, 若 

, 则 .
证明. 将式 (2) ~ (4)中的变量统一改写为向量

和矩阵的形式, 具体如下:

q(t) = col(q1(t), q2(t), · · · , qN (t))

s(t) = col(s1(t), s2(t), · · · , sN (t))

v(t) = col(v1(t), v2(t), · · · , vN (t))

z(t) = col(z1(t), z2(t), · · · , zN (t))

R̂(t) = diag{r̂1(t), r̂2(t), · · · , r̂N (t)}

∇f(s(t)) = col(∇f1(s1(t)) ⊗
1n, ∇f2(s2(t))⊗ 1n, · · · , ∇fN (sN (t))⊗ 1n)

进一步地, 定义向量 

,  则 PI
变量可改写为:

q(t) = s(t) + a

∫ t

0

(R̂−1(τ)⊗ In)∇f(s(τ))dτ +

b

∫ t

0

(L ⊗ In)s(τ)dτ +

∫ t

0

v(τ)dτ (5)

并且

v̇(t) = ab(L ⊗ In)s(t) (6)

ż(t) = −(L ⊗ In)z(t) (7)

q(t)首先, 为了简化 PI 变量  , 定义辅助变量
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η(t) 为:

η(t) = − a

∫ t

0

(R̂−1(τ)⊗ In)∇f(s(τ))dτ −

b

∫ t

0

(L ⊗ In)s(τ)dτ −
∫ t

0

v(τ)dτ (8)

q(t) = s(t)− η(t)

t

结合式 (5), 可知 . 为了便于表

示, 下文将时间变量  省略. 根据式 (6)和 (8), 可得:(
˙̃η

˙̃v

)
=

(
−a(R̂−1 ⊗ In)∇f(s)− b(L ⊗ In)s− v

ab(L ⊗ In)s

)
(9)

ηe=1N ⊗ s∗ ve=−a(R̂−1 ⊗
In)∇f(ηe) η̃ = η − ηe ṽ =

v − ve q = s− η s = q + η̃ + ηe v =

ṽ + ve s = q + η̃ + ηe (L ⊗
In)ηe = (L ⊗ In)(1N ⊗ s∗) = 0

η̃ ṽ

然后, 定义最优变量 , 

. 进一步地, 令误差变量 , 
, 联立  可知,  . 将 

 和   代入式 (9) ,  并结合  

, 则可求得误差变量

 和  的动力学方程为:(
˙̃η

˙̃v

)
=

(
−a(R̂−1 ⊗ In)∇f(q + η̃ + ηe)

ab(L ⊗ In)η̃

)
+

(
a(R̂−1 ⊗ In)∇f(ηe)− b(L ⊗ In)η̃

ab(L ⊗ In)q

)
+

(
−ṽ − b(L ⊗ In)q

0Nn

)
(10)

ξ = col(η̃, ṽ)

∇f(η) = ∇f(η̃ + ηe)

最后, 为了便于统一表示, 定义  ,
并利用 . 于是, 式 (10)可改写为:(

˙̃η

˙̃v

)
︸︷︷ ︸

ξ̇

=

(
−a(R−1 ⊗ In)g − b(L ⊗ In)η̃ − ṽ

ab(L ⊗ In)η̃

)
︸ ︷︷ ︸

f(t, ξ)

+

(
a((R−1 − R̂−1)⊗ In)k

ab(L ⊗ In)q

)
︸ ︷︷ ︸

g(t, ξ)

+

(
−a(R−1 ⊗ In)h− b(L ⊗ In)q

0Nn

)
︸ ︷︷ ︸

g(t, ξ)

(11)

g = ∇f(η)−∇f(ηe) k = ∇f(q + η̃ + ηe) −
∇f(ηe) h = ∇f(q + η̃ + ηe)−∇f(η̃ + ηe) R

其中,  ; 
;  ;   的定义

见引理 1. 因此, 本定理的证明将分为如下两步: 标
称系统的收敛性证明和受扰系统的收敛性证明.

ξ̇ = f(t, ξ)步骤 1. 标称系统  的收敛性.

ξ̇ = f(t, ξ)由式 (11)可知, 标称系统  可以表示为:(
˙̃η

˙̃v

)
=

(
−a(R−1 ⊗ In)g − b(L ⊗ In)η̃ − ṽ

ab(L ⊗ In)η̃

)
(12)

设 Lyapunov函数为:

V (η̃, ṽ) =
1

2

(
η̃TṽT

)
P

(
η̃

ṽ

)
(13)

其中,

P =

a(ϕ+ 1) 1

1
1

a

⊗ (R⊗ In) (14)

ϕ > 0 V  是设计参数, 具体范围将在下文给出. 求 

关于时间的导数, 可得:

V̇ = − a2(ϕ+ 1)η̃Tg − abϕη̃T(RL ⊗ In)η̃ −

a(ϕ+ 1)η̃T(R⊗ In)ṽ − aṽTg − ṽT(R⊗ In)ṽ
(15)

−abϕη̃T(RL ⊗ In)η̃ = −abϕη̃T(L̃ ⊗ In)η̃

L̃
由于 ,

其中,   的定义见引理 1, 所以有:

V̇ = − a2(ϕ+ 1)η̃Tg − abϕη̃T(L̃ ⊗ In)η̃ −

a(ϕ+ 1)η̃T(R⊗ In)ṽ − aṽTg − ṽT(R⊗ In)ṽ
(16)

V̇下面对  进行放缩处理. 首先, 根据假设 2中
局部代价函数的强凸性, 可得:

−a2(ϕ+ 1)η̃Tg ≤ −a2(ϕ+ 1)c∥η̃∥2 (17)

c = min{c1, c2, · · · , cN} > 0其中 ,    是最小的强凸

常数.
其次, 使用 Rayleigh quotient不等式, 可得:

−abϕη̃T(L̃ ⊗ In)η̃ ≤ −abϕλ2(L̃)∥η̃∥2 (18)

−ṽT(R⊗ In)ṽ ≤ −rmin∥ṽ∥2 (19)

λ2(L̃) L̃ rmin

R

其中,   是矩阵  的第二小特征值;   是矩阵

 的最小特征值. 基于上述放缩结果, 使用 Young
不等式继续处理式 (16)的剩余项, 则有:

−a(ϕ+ 1)η̃T(R⊗ In)ṽ ≤ rmin

3
∥ṽ∥2 +

3a2(ϕ+ 1)2r2max

4rmin
∥η̃∥2 (20)

−aṽTg ≤ 3a2C2

4rmin
∥η̃∥2 + rmin

3
∥ṽ∥2 (21)

rmax R C = max{C1,

C2, · · · , CN} > 0

其中,   是矩阵  的最大特征值; 
 是最大的 Lipschitz常数.

然后, 将式 (17) ~ (21)代入式 (16)得:

V̇ ≤ −
(
a2(ϕ+ 1)c− 3a2C2

4rmin

)
∥η̃∥2 −(

abϕλ2(L̃)−
3a2(ϕ+ 1)2r2max

4rmin

)
∥η̃∥2 − rmin

3
∥ṽ∥2

(22)
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令
a2(ϕ+ 1)c− 3a2C2

4rmin
> 0

abϕλ2(L̃)−
3a2(ϕ+ 1)2r2max

4rmin
> 0

(23)

解得: 
ϕ+ 1 >

3C2

4crmin

ϕ >
3a(ϕ+ 1)2r2max

4bλ2(L̃)rmin

(24)

ϕ, a, b V̇ ≤ 0

V̇

显然, 当  满足上述条件时,  . 进一

步地,   可表示为:

V̇ ≤ −α
(
∥η̃∥2 + ∥ṽ∥2

)
(25)

α = min{ rmin
3 , a2(ϕ+ 1)c− 3a2C2

4rmin
+ abϕλ2(L̃) −

3a2(ϕ + 1)2r2max
4rmin

}
其中, 

.

V ≤ β(∥η̃∥2 +

∥ṽ∥2) β P

V̇ ≤ −(α/β)× V ξ̇ = f(t, ξ)

t → ∞ η̃ → 0Nn, ṽ → 0Nn

α/β

最后, 由式 (13)和 (14)可得, 
, 其中,   是矩阵  的最大特征值. 综上所述,

可推得 . 因此, 标称系统  指

数收敛于原点, 即当  时,  ,
且收敛速率不低于 .

ξ̇ = f(t, ξ) + g(t, ξ)步骤 2. 受扰系统  的收敛性.

g(t, ξ)下面对扰动项  进行放缩处理, 可得:

g(t, ξ) ≤

(
aC∥(R−1 − R̂−1)⊗ In∥(∥η̃∥+ ∥q∥)

ab∥L ⊗ In∥∥q∥

)
+

(
aC∥R−1 ⊗ In∥∥q∥+ b∥L ⊗ In∥∥q∥

0Nn

)
(26)

limt→∞ exp(−Lt) = 1NrT

limt→∞ z(t) = limt→∞ exp(− (L ⊗ IN ) t)z(0) =

(1NrT ⊗ IN )z(0) = 1N ⊗ r t → ∞ R̂−1

→ R−1

由引理 1可知,  , 所以

有  

. 因此, 当  时, 
.

t → ∞ q(t) g(t, ξ)
9.4 9.1 9.5

ξ(t) (η̃(t), ṽ(t))

t → ∞ q(t) → 0Nn g(t, ξ) →
02Nn t → ∞

(η̃(t), ṽ(t)) → 02Nn

此外, 当  时, 若  有界, 则  有界.
由文献 [26]的引理  、推论  以及引理  的证

明和结论可知, 变量  也有界, 即  有

界. 相似地, 当  时, 若 , 则 

, 那么受扰系统指数收敛于原点, 即当 

时,  .
t q(t)

limt→∞ ||q(t)|| ≤ ϵ η̃(t) ṽ(t)

limt→∞ ||η̃(t)|| ≤ κ1ϵ, κ1 > 0 η̃(t)

ṽ(t) η(t) v(t) q(t) =

s(t)− η(t) s(t) limt→∞ ||s(t) −
1N ⊗ s∗|| = limt→∞ ||s(t) − ηe|| = limt→∞ ||s(t) −

综上所述, 当时间  趋于无穷大时, 如果  有

界, 即 , 那么  和  也有界, 相
应地,  . 再根据   和

 的定义, 可知  和  有界. 进一步地, 由 

 可知,   有界, 故可推得 

   

η(t) + η̃(t)|| = limt→∞ ||q(t) + η̃(t)|| ≤ limt→∞ ||q(t)||
+ limt→∞ ||η̃(t)|| ≤ κϵ κ = 1 + κ1

v̇(t) t

R̂−1 R−1 z(t)

ż(t)

t

q(t) 0Nn (η̃(t), ṽ(t)) 02Nn

η̃(t) ṽ(t) limt→∞ η (t) = ηe = 1N ⊗
s∗ limt→∞ v (t) = ve q (t) = s (t)− η (t)

limt→∞ q(t) = limt → ∞(s(t) − η(t)) = 0

limt→∞ s(t) = limt→∞ η(t) = 1N ⊗ s∗

   
, 其中,  . 再结合式

(6), 可推得  有界. 此外, 从上述证明可知, 当 

趋于无穷大时,   趋于 , 说明  有界, 从而

根据式 (7), 可得  有界. 因此, 式 (2) ~ (4)中的

所有信号有界. 再者, 当时间  趋于无穷大时, 如果

 趋于  , 那么   趋于  . 再通过

 和   的定义, 可知  

,   ,  又因为  ,
所以 , 即

. □

qi(t)

注 3. 由定理 1的证明可知, 所提出的分布式

PI变量  独立于图的全局信息, 且所需的交互

信息量更少, 仅需相对状态信息即可解决最优一致

性问题. 相比之下, 文献 [18]中所提的方法需要依

赖最优信号发生器生成的参考信息. 因此, 本文提

出的分布式 PI变量在减少信息量方面具有显著的

优势. 

3    基于 PI 调节的严格反馈多智能体系统

最优一致性

为了验证所提出分布式 PI变量的适用性, 本
节针对 N个智能体组成的多智能体系统, 提出一种

基于 PI调节的近似最优一致性算法, 其中, 每个智

能体的动力学模型具有严格反馈的形式, 且带有死

区输入和有界扰动. 

3.1    严格反馈多智能体系统

考虑具有如下动力学的多智能体系统[27]:{
ẋil=fil(t, x̄il) + gil(t, x̄il)xi, l+1

ẋim=fim(t, x̄im) + gim(t, x̄im)Di

(
ui + di(t, x̄im)

)
(27)

t ≥ 0; i ∈ V; l = 1, 2, · · · , m− 1 m ≥ 2

xil : R≥0 → R i l

x̄il = [xi1, xi2, · · · , xil]
T ∈ Rl ui ∈

R i fil, gil :

R≥0 ×Rl → R t x̄il

l = 1, 2, · · · , m di : R≥0 ×
Rm → R t x̄im

Di : R→ R

其中,  ;   表示

阶数;   表示第  个智能体的第   阶状态;
 表示状态向量; 

 表示第    个智能体的控制输入 ;  函数  

 在  上是分段连续的, 且对  是 Li-

pschitz 的,  ; 有界扰动  

 在  上是分段连续的, 且对  是 Lipschitz
的. 此外, 死区函数  定义如下:

Di(ui) =


h1
i (ui), ui ≤ −b1i

0, −b1i ≤ ui ≤ b2i

h2
i (ui), ui ≥ b2i

(28)

b1i , b
2
i ≥ 0 |b2i − b1i |其中,   表示死区断点,   表示死区
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h1
i : (−∞, −b1i ] → R h2

i : [b2i , +∞) → R
h1
i h2

i

h1
i (−b1i ) = 0, h2

i (b
2
i ) = 0

带大小.  ,   表

示死区空间的非线性函数,   和  都是局部 Lip-
schitz的. 再者,  , 且满足以

下性质:

lim
ui→−∞

h1
i (ui) = −∞ (29)

lim
ui→+∞

h2
i (ui) = +∞ (30)

Di因此, 死区函数  也是局部 Lipschitz的.
接下来, 本文将为系统 (27)设计一个分布式控

制器, 以实现如下控制目标:

lim
t→∞

||xi1(t)− x∗|| ≤ κϵ (31)

i ∈ V x∗ ∈ R f(x(t)) =∑N
i=1 fi(xi1(t)) ∈ R κ, ϵ

其中,  ;   表示全局代价函数 

 的最小值点 ;   的定义参考

式 (1).
Di

Di

h1
i h2

i

h1
i h2

i

b1i b2i

注 4. 上述关于  的定义代表一类相当一般的

死区函数, 即  既是非对称的, 也是非线性的. 其
中, 函数  和  无需是线性的、严格增的, 甚至不

需要是可微的. 此外, 函数  和  未知其具体表

达式, 且断点  和  不必相同, 亦未必已知. 

3.2    分布式控制器设计

为了设计一个能够调节 PI变量的分布式控制

器, 本文基于预设性能控制[28−29], 提出如下控制方案:
Af : (−1, 1) → R

Af (△) = ln ((1 +△)/(1−△))

首先, 定义辅助函数 , 其表达

式为:  .
ρi1(t), t ≥ 0其次, 构造严格正的性能函数 , 使

其满足以下两点特征:
ρi1(0) > |qi(0)|1)  ;

ρi1(t) = (ρi1(0)− ρi1(∞))e−βi1t + ρi1(∞)

βi1 ρi1(∞) = ϵi1 > 0

2) 包含动态和静态性能指标, 如收敛速度、稳态

误差等, 即 ,
其中,   表示最小指数收敛速度; 
表示最大稳态误差.

φi1再次, 设置中间控制信号  为:

φi1(t, xi1) = −sgn(gi1)ki1Af

(
qi(t)

ρi1(t)

)
(32)

sgn gi1

ki1 > 0

其中,   表示符号函数, 用来获取函数  的正负;
 表示控制增益.

φil, l = 2, · · · , m −
1

然后, 设置中间控制信号 

 为:
φil(t, xil) = − sgn(gil)kil ×

Af

(
xil − φi, l−1(t, xi, l−1)

ρil(t)

)
(33)

kil > 0 ρil

ρi1 ρil (0) > |xil(0)− φi, l−1(0,

xi, l−1(0))|

其中 ,   ;  性能函数   的构造除初值外与

 相同, 其初值满足 
.

ui最后, 控制输入  设置为:

ui(t, xim) = − sgn(gim)kim ×

Af

(
xim − φi, m−1(t, xi, m−1)

ρim(t)

)
(34)

kim > 0 ρim ρil

ρim(0) > |xim(0) − φi, m−1(0,

xi, m−1(0))|

其中,  ; 性能函数  的构造除初值外与 

相同 ,  其初值满足  

.
xil gil 和 fil

di, t ∈ [0, ∞), i ∈ V, l = 1, 2, · · · , m
对于智能体的状态  、函数  以及扰动

, 本文作出如

下假设:
i xi1, xi2, · · · , xim假设 3. 智能体  的各阶状态 

均可通过测量获得.
gil假设 4. 函数  严格为正或者严格为负, 且符

号已知.
d̄i : Rm → R≥0

f̄il : Rl → R≥0

假设 5. 存在连续的非负函数  

和  使得:

|di(t, x̄im)| ≤ d̄i(x̄im) (35)

|fil(t, x̄il)| ≤ f̄il(x̄il) (36)

g
il
, gil : R

l →
R≥0

此外, 存在连续且严格正的函数 

, 使得:
g
il
(x̄il) ≤ |gil(t, x̄il)| ≤ gil(x̄il) (37)

下面, 为了实现严格反馈多智能体系统 (27)的
近似最优一致性, 提出本文的第二个定理:

fi, i ∈ V
定理 2. 假设严格反馈多智能体系统 (27)的通

信拓扑满足假设 1, 局部代价函数  满足假

设 2, 并且假设 3 ~ 5均成立, 则使用所设计的分布

式控制器 (32) ~ (34), 可以使得系统 (27)按照预先

设定的性能指标实现控制目标 (31).
证明. 见附录 A.

ζil

|ζil(0)| < 1 l = 1, 2, · · · , m
kil ρil ζil

(−ρil ρil

注 5. 所提出的分布式控制器 (32) ~ (34)不需

要依赖任何系统非线性的先验知识, 也没有采用近

似结构去估计系统中的非线性因素, 如神经网络、

模糊系统等, 从而降低了算法设计的复杂度. 此外, 由
定理 2的证明可知, 分布式控制器 (32) ~ (34)的主

要限制在于归一化误差变量  的初值大小, 即要求

,  . 因此, 需选择适当的

控制增益   和性能函数  , 以确保   的初值在

(−1, 1)之内, 即控制目标的初值在 ,  )之内,
从而可以保证系统按照预设的性能指标收敛.

qi(t)注 6. 由定理 2可知, 基于 PI变量  所设计

的分布式控制器 (32) ~ (34)能够实现有向非平衡

图下带有死区输入非线性和有界扰动的严格反馈多

智能体系统的近似最优一致性. 此外, 鉴于文献 [19]
的定理 2, 通过使用类似的假设和处理方式, 所提出
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的基于 PI调节的分布式控制器也能适用于含有状

态时延的情况. 

4    仿真实验

N = 5

i,

i ∈ V

本节通过仿真案例验证了所提出的基于 PI调
节的严格反馈多智能体系统近似最优一致性算法的

有效性. 具体而言, 考虑一个由  个智能体 (单
连杆机械臂) 组成的多智能体系统 ,  其中 ,  第  

 个智能体的动力学模型[30] 描述如下:Eip̈i +Hiṗi +Gisin(pi) = Ji

MiJ̇i +AiJi = ui −Kiṗi
(38)

pi, ṗi, p̈i

Ei Hi

Gi Ji

Mi Ai

Ki ui

xi1 = pi xi2 =

ṗi xi3 = Ji

其中,   分别表示连杆位置, 速度, 加速度;
 表示机械惯性;   表示接头处的粘性摩擦系数;
 表示与负载质量和重力系数相关的正常数; 

表示电气子系统产生的扭矩;   表示电枢电感; 
表示电枢电阻;   表示反电动势系数;   表示控制

输入, 其物理含义为机电转矩. 令  , 
,  , 则系统 (38)可改写为:
ẋi1 = xi2

ẋi2 = −Gi

Ei
sin(xi1)−

Hi

Ei
xi2 +

1

Ei
xi3

ẋi3 = −Ki

Mi
xi2 −

Ai

Mi
xi3 +

1

Mi
Di(ui + di)

(39)

Di di ui其中,   和  分别是施加到   上的死区函数和有

界扰动, 具体定义见式 (27)和 (28).
x11(0) =

1.5 x21(0) = 2 x31(0) = −3.7 x41(0) = 5.5 x51(0) =

−1 xi2 xi3 0

Ei = 1 kg ·m2 Hi =

1 Nm · s/rad Gi = 10 Mi = 0.05 H Ai = 0.5 Ω Ki =

10 Nm/A di = 0.2cos(t) + 2xi2 + xi3

Di(ui)

首先, 给定上述系统的仿真参数. 令  

,  ,  ,  , 
.  ,   的初值均为 , 这表明在初始时刻, 所有

机械臂呈静止状态且扭矩为零.  , 
,  ,  ,  , 

. 此外, 有界扰动 ,
死区函数  的表达式如下所示:

Di(ui) =



0.8ui + 0.6sin(0.9π) + 2.346 4,

ui > 6.4

0.12u2
i + 0.54ui + 0.6sin(0.9π)− 0.904 8,

1.3 < ui ≤ 6.4

0.6sin((ui − 0.4)π), 0.4 < ui ≤ 1.3

0, −0.2 ≤ ui ≤ 0.4

sin(2(ui + 0.2)π), −0.8 ≤ u < −0.2

− 0.28u2
i + 0.6ui + 0.659 2− sin(1.2π),

− 3.6 ≤ ui < −0.8

2ui + 2.070 4− sin(1.2π),

ui < −3.6
(40)

ki1 = 60 ki2 = 600 ki3 = 1 600

ρi1 = ρi2 = ρi3 = 69.95e−0.1t + 0.05

qi(t) a = 1, b = 2

其次, 分布式控制器 (32) ~ (34)的参数分别设

置为 :   ,   ,   ,  性能函数

, 分布式 PI变量

 的调节参数设置为 .
f1 = ln(2

+ ex11) + 0.5x2
11 f2 = (x21 + 2)2 f3 = ln(1 + ex31) +

x2
31 f4 = 0.5x2

41 f5 = (x51 + 2.5)2

然后, 每个智能体的代价函数设置为 

,  , 
,  ,  . 显然, 所有代价

函数均满足假设 2.
最后, 给出各智能体之间的通信拓扑图, 即图 1

所示的权重非平衡有向图.

x∗ = −1.17

从图 2(b)可以看出所有智能体的状态变量都

能够收敛到最优状态   的邻域. 进一步
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图 1    权重非平衡有向图

Fig. 1    The weight-unbalanced directed graph
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xi1(t)图 2    不同算法下状态变量  的轨迹

xi1(t)Fig. 2    The trajectories of the state variables 
under different algorithms
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地, 为了突出所提出基于 PI变量调节的近似最优

一致性算法的优势, 在相同的动力学模型、假设条

件、调节参数以及控制方式下, 将文献 [18] 采用嵌

入式框架的最优一致性算法与本文算法进行对比,
实验结果如图 2所示. 从图 2(a)和图 2(b)可以看出,
本文所提出的算法响应速度更快、收敛时间更短.

xi2

xi1

xi3 −9.22

∑5
i=1 ∇fi(xi1(t))

本文算法的其他仿真结果如图 3 ~ 图 7所示.
由图 3可知, 状态变量  能够收敛至零, 并结合状

态变量  的收敛情况, 可以发现所提出的近似最

优一致性算法能够满足控制目标 (31). 图 4显示,
状态变量  最终收敛至 , 这表明系统 (38)
的收敛使所有智能体维持相同的扭矩. 从图 5可以

看出, 全局代价函数的梯度   收敛

至零的邻域, 验证了所提出的基于 PI调节的控制

算法能够实现严格反馈多智能体系统 (27)的近似

最优一致性问题.
qi(t)从图 6可以发现, PI变量  按照指数衰减

的趋势收敛至零的邻域, 表明了所设计的控制器

(32) ~ (34)以及选择的性能函数能够将 PI变量控

制在预设性能范围内. 进一步地, 结合图 2 ~ 图 5

xi1, xi2, xi3∑5
i=1 ∇fi(xi1(t))

qi(t)

r̂i(t)

r̂i(t)

可以发现, 状态变量  以及全局代价函

数的梯度  的收敛趋势和收敛时间

均与 PI变量  类似, 这表明 PI变量不仅决定系

统能否收敛, 而且还影响其收敛性能. 由图 7可知,
变量  收敛至 Laplacian矩阵零特征值对应的左

特征向量, 且收敛后的  满足引理 1中的性质,
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证明了本文设计的 Laplacian矩阵零左特征向量估

计器 (4)的有效性. 

5    结束语

本文通过 PI调节的方式, 解决了有向图下严

格反馈多智能体系统的最优一致性问题. 首先, 提

出一种新的分布式 PI变量, 该变量独立于图的全

局信息和系统的动力学模型, 并将最优一致性问题

转化为 PI调节问题, 使得经典的控制技术能够通

过 PI调节来实现复杂系统的最优一致性. 然后, 本

文将所提出的分布式 PI变量与预设性能控制相结

合, 设计一类新的分布式控制算法, 有效实现了权

重非平衡有向图下带有死区输入非线性和有界扰动

的严格反馈多智能体系统的近似最优一致性. 最后,

对所提出的算法进行仿真验证, 证明了该算法的有

效性. 未来的研究将考虑更一般的切换拓扑和时变

代价函数. 

附录 A    定理 2 的证明

证明. 首先, 定义归一化误差变量:

ζi1 =
qi(t)

ρi1(t)
(A1)

ζil =
xil − φi, l−1(t, x̄i, l−1)

ρil(t)
(A2)

t ≥ 0; i ∈ V; l = 2, · · · , m
φil ui

其中,  . 于是, 中间控制

信号  和控制输入  可重新表述为:

φil(ζil) = −sgn(gil)kilAf (ζil) (A3)

ui(ζim) = −sgn(gim)kimAf (ζim) (A4)

i ∈ V; l = 1, 2, · · · , m− 1其中,  . 结合式 (2)、(8)、
(A1)以及 (A2), 状态变量可改写为:

xi1 = ζi1ρi1(t) + ηi (A5)

xil = ζilρil(t) + φi, l−1(ζi, l−1) (A6)

ζi1 t

然后, 联立式 (2)、(8)、(27)、(A1)、(A5)以及

(A6)对  关于时间  求导, 可得:

ζ̇i1 = ϕi1(t, ζi1, ζi2) =
1

ρi1(t)
×[

fi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi) + gi1(t, ζi1ρi1(t) +

ηi)(ζi2ρi2(t) + φi1(ζi1))− η̇i − ζi1ρ̇i1(t)
]
(A7)

同理可得:

ζ̇i2 = ϕi2(t, ζi1, ζi2, ζi3) =
1

ρi2(t)

[
fi2(t, ζi1ρi1(t) +

ηi, ζi2ρi2(t) + φi1(ζi1)) + gi2(t, ζi1ρi1(t) +

ηi, ζi2ρi2(t) + φi1(ζi1))(ζi3ρi3(t) + φi2(ζi2)) −

dφi1

dζi1
× ϕi1(t, ζi1, ζi2)− ζi2ρ̇i2(t)

]
(A8)

ζ̇il = ϕil(t, ζi1, ζi2, · · · , ζi, l+1) =
1

ρil(t)
×

[
fil(t, ζi1ρi1(t) + ηi, · · · , ζilρil(t) + φi, l−1(ζi, l−1)) +

gil(t, ζi1ρi1(t) + ηi, · · · , ζilρil(t) + φi, l−1(ζi, l−1)) ×

(ζi, l+1ρi, l+1(t) + φil(ζil))−
dφi, l−1

dζi, l−1
×

ϕi, l−1(t, ζi1, · · · , ζil)− ζilρ̇il(t)
]

(A9)

l = 3, · · · , m− 1其中,  .

ζ̇im = ϕim(t, ζi1, ζi2, · · · , ζim) =
1

ρim(t)

[
fim(t,

ζi1ρi1(t) + ηi, · · · , ζimρim(t) + φi, m−1(ζi, m−1)) +

gim(t, ζi1ρi1(t) + ηi, · · · , ζilρil(t) +

φi, m−1(ζi, m−1))×Di(ui(ζim) + di(ζi1ρi1(t) +

ηi, · · · , ζimρim(t) + φi, m−1(ζi, m−1))) −

dφi, m−1

dζi, m−1
ϕi, m−1(t, ζi1, · · · , ζim)− ζimρ̇im(t)

]
(A10)

ζi = col(ζi1, · · · , ζim), i ∈ V
ζ = col(ζ1, · · · , ζN )

最后, 令 . 进一步地,
令 . 于是, 联立式 (A7) ~ (A10),
建立如下的初值问题:

ζ̇ = ϕ (t, ζ) =

 ϕ11 (t, ζ11, ζ12)
...

ϕNm (t, ζN1, · · · , ζNm)

 (A11)

ζ(0) ∈ Ωζ Ωζ此外,  , 其中, 开集  为:

Ωζ = (−1, 1)× · · · × (−1, 1)︸ ︷︷ ︸
N×m

(A12)

ρil, l = 1,

2, · · · , m ζ(0) ∈ Ωζ

显然, 由式 (32) ~ (34)中性能函数 

 的初值设置可知,   恒成立.

τmax

因此, 定理 2的证明可分为如下两个阶段: 初
值问题 (A11)解的有界性证明和  大小的确定.

阶段 1. 初值问题 (A11)解的有界性.
ϕil ρil根据式 (A7) ~ (A10)可知,   的性质与 ,
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fil gil ui di φil η̇i i ∈ V, l = 1, 2, · · · ,
m ρil t

fil, gil di t

ζil

φil ui φil ui ζil

η̇i ζil

ϕil t

ζil

t ∈ [0, τmax) ζ(t) ∈
Ωζ τmax > 0

,  ,  ,  ,  , 以及  有关, 
. 由性能函数的特征可知,   在  上是连续可微

且有界的. 动力学模型 (27)表明  以及  在 

上是连续可微的, 且对  是 Lipschitz的. 由式 (A3)
和 (A4)可知,   和  是光滑的, 即  和  对  是

Lipschitz的. 此外, 式 (10)表明  对  也是 Lips-
chitz的. 综上所述,   在  上是连续可微的, 并对

 是 Lipschitz的. 因此, 由文献 [28]中的定理 1可
知, 对于初值问题 (A11), 在  上, 
, 其中 .

τmax阶段 2.   大小的确定.
ζ(t) ∈ Ωζ ∀t ∈ [0, τmax)

ζil(t) ∈ (−1, 1), i ∈ V, l = 1, 2, · · · , m ζil(t)

t ∈ [0, τmax) εil(t) = Af (ζil)

∀t ∈ [0, τmax) ζil(t) ∈ (−1, 1)

由   和式 (A12) 可知 ,   ,
, 即  在

 上是有界的. 此外, 令  ,
即 ,   有:

εil(t) = ln
(
1 + ζil(t)

1− ζil(t)

)
(A13)

i ∈ V; l = 1, 2, · · · , m其中,  .
εil(t) t ∈ [0, τmax)下面, 对  在  上的有界性进行

分析.
l = 1 Vi1 = 1

2ε
2
i1(t) t当  时, 令 , 并对时间  求导,

联立式 (A7)和 (A13)可得:

V̇i1 =
2εi1(t)

(1− ζ2i1)ρi1(t)

[
fi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi) +

gi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi)(ζi2ρi2(t) +

φi1(ζi1))− η̇i − ζi1ρ̇i1(t)
]

(A14)

Fi1(t) = fi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi)− η̇i − ζi1ρ̇i1(t)

ρi1(t) ζi1

ηi f̄i1

令  ,
由上述分析可知,   和  是有界的, 再根据式 (A1)
和定理 1可推得  有界. 结合假设 5中函数  的

连续性、极值定理以及式 (36), 可进一步推导出:

|fi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi)| ≤ f̄i1(ζi1ρi1(t) + ηi) ≤ fU
i1

(A15)

fU
i1 > 0 fi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi) t ∈ [0,

τmax) η̇i

ρ̇i1(t)

Fi1(t) t ∈ [0, τmax)

F̄i1 > 0 |Fi1(t)| ≤ F̄i1, ∀t ∈ [0, τmax)

其中 ,   .  所以   在  

 上是有界的. 相似地, 由式 (10)可推得  是

有界的. 此外, 由性能函数的表达式可知,   也

是有界的. 因此,   在   上是有界的,
即存在  ,  使得  .
所以有:

V̇i1 ≤ 2|εi1(t)|
(1− ζ2i1)ρi1(t)

[
F̄i1 + sgn(εi1) ×

gi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi)× (ζi2ρi2(t) + φi1(ζi1))
]

(A16)

进一步地, 由式 (A3)和 (A13)可得:

V̇i1 ≤ 2|εi1(t)|
(1− ζ2i1)ρi1(t)

[
F̄i1 + |gi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi)| ×

(
sgn(εi1)sgn(gi1)ζi2ρi2(t)− ki1|εi1(t)|

)]
(A17)

ζil ∈ (−1, 1), l = 1, 2, · · · , m
ζi2 ρi2(t) t ∈ [0, τmax)

B̄i2 > 0 | sgn(εi1)sgn(gi1)ζi2ρi2(t)| ≤
Bi2, ∀t ∈ [0, τmax)

由  和性能函数的

表达式可知,   和  在  上是有界的,

即存在  , 使得  

, 则有:

V̇i1 ≤ 2|εi1(t)||gi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi)|
(1− ζ2i1)ρi1(t)

×

[
F̄i1

|gi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi)|
+ B̄i2 − ki1|εi1(t)|

]
(A18)

g
il
, l = 1, 2, · · · , m

ζi1 ρi1(t)

g
il

t ∈ [0, τmax)

gLi1 > 0 0 < gLi1 ≤ g
i1
(ζi1ρi1(t) + ηi) ≤

|gi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi)|, ∀t ∈ [0, τmax)

由假设 5可知, 函数  是连

续且严格正的. 再结合 ,   的有界性和极值

定理, 可推得函数  在  上也是有界的,

即存在  , 使得  

. 所以有:

V̇i1 ≤ 2|εi1(t)||gi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi)|
(1− ζ2i1)ρi1(t)

×

[
F̄i1

gLi1
+ B̄i2 − ki1|εi1(t)|

]
(A19)

ζi1 ∈ (−1, 1) 1− ζ2i1(t) > 0

ρi1(t) > 0 t ∈ [0, τmax) F̄i1/g
L
i1 + B̄i2 −

ki1|εi1(t)| < 0 |εi1(t)| > F̄i1/(g
L
i1ki1) + B̄i2/ki1,

∀t ∈ [0, τmax) V̇i1 < 0.

因为 , 所以 . 此外, 由

于 , 则在  上, 当 

,  即  

 时, 

εi1 t ∈ [0, τmax)

∀t ∈ [0, τmax)

因此, 经上述分析可知,   在  上是

有界的, 即 ,

|εi1(t)| ≤ ε̄i1 = max
{
|εi1(0)|,

F̄i1

gLi1ki1
+

B̄i2

ki1

}
(A20)

εi1

εi1

进一步地, 根据 (A13)可求得  的反函数, 并

结合  的有界性可推得:

−1 < ζ
i1

≤ ζi1(t) ≤ ζi1 < 1, ∀t ∈ [0, τmax) (A21)

ζ
i1

= (e−εi1 − 1)/(e−εi1 + 1) ζi1 = (eεi1 − 1)/

(eεi1 + 1)

其中,  , 

.

φi1 t ∈ [0,

τmax) |φi1| ≤ ki1ε̄i1, ∀t ∈ [0, τmax)

φi1 t

此外, 由式 (A3)和 (A13)可知,   在 

 上是有界的, 即 . 对

 求关于时间  的导数, 则有:
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φ̇i1 =
dφi1

dζi1
ϕi1(t, ζi1, ζi2) =

−2sgn(gi1)ki1
(1− ζ2i1)ρi1(t)

×[
fi1(t, ζi1ρi1(t) + ηi) + gi1(t, ζi1ρi1(t) +

ηi)(ζi2ρi2(t) + φi1(ζi1))− η̇i − ζi1ρ̇i1(t)
]
(A22)

φ̇i1 t ∈
[0, τmax)

采用与之前相同的分析方式可推得  在 

 上也是有界的.
l = 2, 3, · · · , m− 1 Vil =

1
2ε

2
il(t), ∀t ∈

[0, τmax) Vi1 εil(t)

t ∈ [0, τmax) ∀t ∈ [0, τmax)

当  时, 令 

, 采用与   相同的分析可推得,   在

 上也是有界的, 即 ,

|εil(t)| ≤ ε̄il = max
{
|εil(0)|,

F̄il

gLilkil
+

B̄i, l+1

kil

}
(A23)

同样, 可得到:

−1 < ζ
il
≤ ζil(t) ≤ ζil < 1, ∀t ∈ [0, τmax) (A24)

ζ
il
= (e−εil − 1)/(e−εil + 1) ζil = (eεil − 1)/

(eεil + 1) φil, φ̇il t ∈ [0, τmax)

其中 ,   ,  

, 以及  在  上是有界的.

l = m Vim = 1
2ε

2
im(t), ∀t ∈ [0, τmax)

t

当   时 ,  令  ,

并对时间  求导, 可得:

V̇im =
2εim(t)

(1− ζ2im)ρim(t)

[
fim(t, µ̄im) + gim(t, µ̄im) ×

Di

(
ui(ζim) + di(t, µ̄im)

)
− dφi, m−1

dζi, m−1
×

ϕi, m−1(t, ζi1, · · · , ζim)− ζimρ̇im(t)
]

(A25)

µ̄im = ζi1ρi1(t) + ηi, · · · , ζimρim(t) +

φi, m−1(ζi, m−1)

其 中 ,  
. 同样地, 令

Fim(t) = fim(t, µ̄im)− dφi, m−1

dζi, m−1
×

ϕi, m−1(t, ζi1, · · · , ζim)− ζimρ̇im(t)

(A26)

l = m− 1 φ̇i, m−1
dφi, m−1

dζi, m−1
× ϕi, m−1 ( t, ζi1, · · · , ζim )

|Fim(t)| ≤ F̄im,

∀t ∈ [0, τmax)

由  的分析结果可知,   有界, 即

 有界, 剩余部分

采用与之前相同的证明 ,  可推得  

, 则有:

V̇im ≤ 2|εim(t)||gim(t, µ̄im)|
(1− ζ2im)ρim(t)

[
F̄im

|gim(t, µ̄im)|
+

sgn(εim)sgn(gim)Di

(
ui(ζim) + di(t, µ̄im)

)]
(A27)

gLim > 0 0 < gLim ≤ g
im

(µ̄im)相似地, 存在 , 使得 

≤ |gim(t, µ̄im)|, ∀t ∈ [0, τmax), 再结合式 (A4)和 (A13)

可推得:

V̇im ≤ 2|εim(t)||gim(t, µ̄im)|
(1− ζ2im)ρim(t)

[
F̄im

gLim
+ sgn(εim) ×

sgn(gim)Di

(
di(t, µ̄im)− sgn(gim)× kimεim(t)

)]
(A28)

εim(t) t ∈ [0, τmax)

V̇im < 0 εim(t)

为了证明  在  上的有界性, 需

要先找出  的条件, 即找出合适的 , 使得:

F̄im

gLim
+ sgn(εim)sgn(gim)Di

(
di(t, µ̄im) −

sgn(gim)kimεim(t)
)
< 0 (A29)

sgn(gim)接下来, 根据  取值, 分两种情况讨论.

sgn(gim) = 1情况 1.  .

sgn(gim) = 1由于 , 所以式 (A29)左侧可改写为:

F̄im

gLim
+ sgn(εim)Di

(
di(t, µ̄im)− kimεim(t)

)
(A30)

ci1 ∈ R ∀ui < ci1由式 (29)可知, 存在 ,  , 使得:

lim
ui→−∞

Di(ui) = −∞ ⇒ Di(ui) < − F̄im

gLim
(A31)

Di(di(t, µ̄im)− kimεim(t)) < −F̄im/gLim

εim(t) di(t, µim)− kim ×
εim(t) < ci1 d̄i

l = 2, · · · , m− 1 φil

ηi, ζil, ρil, l = 1, · · · , m
d̄i t ∈ [0, τmax)

dUi > 0 |di(t, µ̄im)| ≤ d̄i(µ̄im) ≤
dUi , ∀t ∈ [0, τmax) εim(t) > (dUi − ci1)/kim

因此, 令 ,

即要求存在合适的 , 使得 

. 此外, 由假设 5 可知, 函数  是非负

且连续的. 通过  的分析可知, 

是有界的. 结合  的有界性

以及极值定理, 可推得函数  在  上是

有界的, 即存在 , 使得 

. 所以, 解得 .

进一步地, 上式还可表达为:

εim(t) >
|dUi − ci1|

kim
, ∀t ∈ [0, τmax) (A32)

ci2 ∈ R ∀ui > ci2同理, 由式 (30)可知, 存在 ,  ,

使得:

lim
ui→+∞

Di(ui) = +∞ ⇒ Di(ui) >
F̄im

gLim
(A33)

Di(di(t, µ̄im)− kimεim(t)) > F̄im/gLim

εim(t) < (−dUi − ci2)/kim

令 , 并能

推得  . 进一步地, 上式还

可表达为:

εim(t) < −| − dUi − ci2|
kim

, ∀t ∈ [0, τmax) (A34)

t ∈ [0, τmax)联合式 (A30) ~ (A34)可知, 在  上有
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sgn(εim)Di(di(t, µ̄im)− kimεim(t)) < − F̄im

gLim
(A35)

εim(t) |εim(t)| > σi/kim σi =

max
{
|dUi − ci1|, | − dUi − ci2|

}其中,   的取值范围为  , 
.

sgn(gim) = −1情况 2.  .
sgn(gim) = −1由于 , 所以式 (A29)左侧可写为:

F̄im

gLim
− sgn(εim)Di

(
di(t, µ̄im) + kimεim(t)

)
(A36)

t ∈ [0, τmax)

εim(t) < −|ci1 − dUi |/kim
采用与情况 1相同的分析可知, 在 

上, 当  时, 有:

Di

(
di(t, µ̄im) + kimεim(t)

)
< − F̄im

gLim
(A37)

εim(t) > | − ci2 − dUi |/kim当  时, 有:

Di

(
di(t, µ̄im) + kimεim(t)

)
>

F̄im

gLim
(A38)

联合式 (A36) ~ (A38)可得:

sgn(εim)Di(di(t, µ̄im) + kimεim(t)) >
F̄im

gLim
(A39)

εim(t) |εim(t)| > σi/kim σi =

max
{
|ci1 − dUi |, | − ci2 − dUi |

}其中,   的取值范围为  , 
.

|εim(t)| > σi/kim

V̇im < 0 εim t ∈ [0, τmax)

∀t ∈ [0, τmax)

综上所述, 当  时, 式 (A29)成立,
进而 . 因此,   在  上是有界的,
即 ,

|εim(t)| ≤ ε̄im = max
{
|εim(0)|, σi

kim

}
(A40)

εim

εim

进一步地, 根据 (A13) 可求得   的反函数,
并结合  的有界性推得:

−1 < ζ
im

≤ ζim(t) ≤ ζim < 1, ∀t ∈ [0, τmax)
(A41)

ζ
i1

= (e−εi1 − 1)/(e−εi1 + 1) ζi1 = (eεi1 − 1)/

(eεi1 + 1)

其中,  , 

.
τmax = +∞ t ∈

[0, τmax) ζil(t) ∈ Ωζ′ , l = 1, · · · , m Ωζ′ ⊂ Ωζ

下面证明 . 经上述分析可知, 在 

 上 ,   ,   ,
其中,

Ωζ′ = (−ζ
i1
, ζi1)× · · · × (−ζ

im
, ζim)︸ ︷︷ ︸

N×m

(A42)

t′ ∈ [0, τmax) ζil(t
′) /∈ Ωζ′

τmax =

+∞ ∀t ∈ [0, +∞)

即不存在  使得 . 显然,
这与文献 [28] 中提议 1 的结论相矛盾, 故  

. 因此,  ,

ζil(t) ∈ Ωζ′ ⊂ Ωζ , i ∈ V, l = 1, · · · , m (A43)

t ∈ [0, +∞)所以, 在  上, 有:{
−ρi1(t) ≤ qi(t) ≤ ρi1(t)

−ρil(t) ≤ xil − φi, l−1(t, x̄i, l−1) ≤ ρil(t)
(A44)

l = 2, 3, · · · , m ρi1(t)

limt→+∞ ρi1(t) = ϵi1 > 0 −ρi1(t) ≤ qi(t)

≤ ρi1(t) limt→+∞ |qi(t)| ≤ ϵi1

limt→+∞ ||q(t)|| ≤ ϵ ϵ = max{ϵ11, ϵ21,
· · · , ϵN1} si(t) = xi1(t)

limt→+∞ ||xi1(t)− x∗|| ≤ κϵ

其中,  . 由性能函数  的表达式

可知,  , 结合 

 可知 ,   .  进一步可推

得  ,  其中 ,  
.  令   ,  根据定理 1 可知 ,

. 由此可见, 系统 (27)能
按照预先设定的性能指标实现控制目标 (31), 定理

2成立. □
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