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摘    要   针对线性同质多智能体系统, 提出一种新的降阶输出反馈一致性协议. 该协议仅依赖智能体间相对输出信息, 当
相对输出信息可直接测量时, 该协议无需在邻居智能体间共享控制器的状态, 降低系统对通讯媒介的依赖. 本文首先给出该

协议存在的充要条件, 然后证明闭环系统的一致性并计算一致性状态. 理论分析表明, 该协议仍然具有类似分离原理的性

质, 因此其参数构造过程非常简便. 最后, 通过数值仿真对比实验, 验证了该控制协议的有效性.
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Abstract   A new reduced-order output feedback consensus protocol is proposed for linear homogeneous multi-agent
systems. An excellent property of the protocol is that only relative output information is needed, helping to reduce
the system dependence on communication media, since agents do not need to exchange protocol state information
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近二十年来, 多智能体系统的分布式协同控制

由于在编队控制、集群控制、传感器网络等领域展

现了巨大应用潜力[1–5], 引起了研究者们的广泛关注.
一致性问题作为多智能体协同控制中的基本问题之

一, 其目的在于通过各智能体间信息的交互与共享,
实现某个或多个状态的趋同. 各智能体状态趋向一

致时遵守的信息交互规则, 被称为一致性协议, 是

解决一致性问题的关键.
依照协议所依赖的信息, 一致性协议大致分为

状态反馈和输出反馈两大类. 文献 [6–10]研究了基

于状态反馈的一致性协议. 然而, 在实际工程中, 智
能体状态信息往往难以直接测量, 导致上述协议的

应用场景受到很大限制. 因此, 如何消除一致性协

议对智能体状态信息的依赖成为了研究者们关注的

热点之一. 在文献 [11–15]中, 通过额外获取邻接智

能体的控制器状态信息, 所设计的控制协议在使用

智能体绝对输出或相对输出信息的情况下, 有效解

决了一致性问题. 在仅依靠智能体间相对输出信息

的前提下, 文献 [16–24]深入地研究了一致性协议

的存在性和设计方法, 揭示了该类协议重要优势:
第一, 该类协议相比于文献 [6–10]中的基于状态反

馈的一致性协议, 无需交互控制器或观测器的状态

信息, 可以减轻多智能体系统在协同控制过程中的

通信负担 (为方便, 后文统称该类协议为无控制器

间通信的一致性协议). 第二, 在深空探测、室内协
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同导航等应用领域, 智能体的绝对输出信息较难获

取. 例如深空中的绝对位置测量困难且测量误差都

以千米为计量单位, 而飞行器间的相对位置测量则

较为简单且精度更高. 因而, 相比于文献 [25–26]需
要绝对输出信息, 无控制器间通信的一致性协议在

该类领域更具有应用前景. 第三, 当智能体间相对

输出信息可直接测量时 (例如文献 [27]考虑了可直

接测量相对姿态和间距的无人车系统), 无控制器间

通信的一致性协议所需的相对输出信息由智能体自

身测量可得, 无需与相邻智能体进行数据通信, 因
而避免了数据通信中的数据包丢失、数据内容篡改

等网络安全威胁, 对于保障多智能体系统的信息安

全具有重要意义[18].
输出反馈协议的具体设计方法与所依赖的信息

紧密相关. 文献 [15]利用相对输出信息构造了全阶

一致性协议, 尽管该协议需要额外的控制器相对状

态信息, 但是其设计条件满足类似线性系统理论中

“分离原理”, 计算简便. 文献 [20]研究了无控制器

通信的全阶一致性协议, 并在智能体开环极点位于

左半复平面的前提下, 提出了该类协议的低增益设

计方法. 文献 [16]首先构造了基于智能体间相对输

出信息和相对输入信息的降阶一致性协议, 进一步

以约束智能体开环极点位于闭左半复平面为代价,
通过对相对输入信息项的截断, 构造了无控制器间

通信的降阶一致性协议. 在类似智能体约束前提下,
文献 [19]构造了阶次不同于文献 [16]的无控制器

间通信的降阶一致性协议. 需要指出的是, 为了保

证无控制器间通信的一致性协议存在性, 前述设计

方法均需要确定一个低增益参数, 而该参数的取值

范围不仅依赖于协议增益矩阵, 还依赖于智能体之

间的耦合强度. 因而, 这些设计方法并不完全具备

类似文献 [15]中 “分离原理” 的良好计算特性. 此
后, 文献 [21]和文献 [24]更加系统地讨论了无控制

器间通信的全阶一致性协议的存在性, 然而从设计

的角度, 所提方法仍然具有上述弊端. 最近, 受未知

输入观测器[28] 启发, 文献 [18, 23]通过设计邻居智

能体的未知输入观测器, 引入了巧妙的控制器增益

矩阵参数化方法, 为无控制器间通信的一致性协议

提供了新的设计思路. 需要注意的是, 文献 [18, 23]
的参数设计的存在性暗含智能体输出维数不小于输

入维数的前提, 使得该设计方法仍有一定的理论和

应用局限性.
基于上述讨论, 本文在文献 [18, 23]参数设计

方法的启发下, 提出一种新型的无控制器间通信的

一致性协议. 相比于文献 [16, 19–22], 本文提出的

协议参数设计方法具有类似文献 [15]中 “分离原

理” 的属性, 使得协议设计过程更加简便. 相比于文

献 [18, 23], 本协议具有与其相斥的存在性条件, 因
而拓展了文献 [18, 23]中设计方法的适用范围. 另
外, 不同于文献 [18, 23]以构造智能体相对状态观

测器为前提, 本文提出的协议不符合未知输入观测

器[28] 的适用条件, 协议状态并不具有智能体相对状

态的估计意义, 因而该协议在一定程度上也是对文

献 [18, 23]中设计思想的理论延伸. 在本文中, 首先

给出该协议的构造方法; 然后通过对智能体动力学

进行适当约束, 建立协议存在的等价条件; 进一步

在通信图具有有向生成树的前提下, 证明闭环系统

的一致性.
Rm×n m× n

C̄+ I 1
1 P > 0 P

Re(·) Im(·)
A⊗B A B

diag {A1, A2, · · · , An} A1, A2, · · · , An

col {x1, x2, · · · , xn}
x1, x2, · · · , xn rank(·)

Image(·) ∥·∥
2

符号说明.   表示  维实矩阵的集合,
 表示具有非负实部的复数集.   表示单位矩阵,  

表示内部元素均为  的列向量.   表示  是一

个对称、正定矩阵.   和  分别表示复数的

实部和虚部.   表示矩阵  和  的 Kroneck-
er积.   是以  为

对角块的分块对角矩阵.    是以

 为列元素组合成的列向量.   代

表矩阵的秩,   表示矩阵的像空间.   表示

向量的  范数. 

1    图论知识及问题描述
 

1.1    图论知识

G(V, E)
V = {1, 2, · · · , n} E ⊆ V × V

i ∈ V j ∈ V
(i, j) ∈ E i j Ni = {j ∈

V|(j, i) ∈ E} i ∈ V A =

[aij ]N×N (j, i) ∈ E
aij > 0 aij = 0 aii = 0

i ∈ V L = [lij ]N×N

lii =
∑

k∈Ni
aik (j, i) ∈ E lij = −aij

多智能体系统的有向通信图可用  表示,
其中  表示节点集,   代表

图的连边集合. 若节点  和节点  相邻, 则
用  表示从节点    到节点    的边.  

 表示节点  的邻接节点集合.  
 称为通信图的邻接矩阵, 其中当 

时,   成立, 否则 . 本文假设   对
于任意    成立. 拉普拉斯矩阵  , 其
中 , 而当  时,  . 若

通信图中至少有一个节点可以通向图中任一节点,
则称该图存在有向生成树.

G
0 L L

L G

引理 1[29]. 当且仅当图  具有一个有向生成树

时,   是  的一个简单特征值, 且  的其余特征值

均具有正实部, 其中  是  的拉普拉斯矩阵. 

1.2    问题描述

N考虑一个含有  个线性同构智能体的多智能

体系统, 智能体的动力学方程为{
ẋi(t) = Axi(t) +Bui(t)

yi(t) = Cxi(t), i = 1, 2, · · · , N
(1)
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xi(t) ∈ Rnx ui(t) ∈ Rnu yi(t) ∈ Rny

i

A ∈ Rnx×nx

B ∈ Rnx×nu C ∈ Rny×nx

其中,  ,   和  分别代

表智能体  的状态、控制输入和绝对输出. 由于本文

考虑的是线性时不变多智能体系统, 故 ,
 和  均为常数矩阵.

G(V, E) (1) N

i G
在本文中,   表示由式  中  个智能体

构成的有向通信图, 并假定智能体  可以根据  测

量以下与邻居智能体有关的相对输出信息

ȳi(t) =
∑
j∈Ni

aij(yi(t)− yj(t)) =

N∑
j=1

lijyj(t)

lij L (i, j)其中,   是拉普拉斯矩阵  的第  个元素. 本文

拟研究的一致性问题概括如下.
(1)问题 1. 针对由式  构成的多智能体系统, 设

计降阶输出反馈一致性协议{
ṙi(t) = Hrri(t) + Frȳi(t)

ui(t) = Huri(t) + Fuȳi(t)
(2)

ri(t) ∈ Rnx−ny , i = 1, 2, · · · , N i

Hr Fr Hu Fu

limt→∞∥xi(t) −
xj(t)∥ = 0 ∀i, j = 1, 2, · · · , N

其中,   表示智能体 

对应的降阶控制器状态向量,  ,  ,   和  为

具有适当维数的待定的常值矩阵, 使 

,   成立.
注  1. 另一种常用的输出反馈协议具有如下

形式 {
ṙi(t) = Hrri(t) + Frȳi(t) +Gr r̄i(t)

ui(t) = Huri(t) + Fuȳi(t) +Gur̄i(t)
(3)

Hr Fr Gr Hu Fu Gu其中,  ,  ,  ,  ,   和  为具有适当维数

的常数矩阵, 且

r̄i(t) =
∑
j∈Ni

aij(ri(t)− rj(t)) =

N∑
j=1

lijrj(t)

(2) (3)

(3)

(2) ȳi(t)

r̄i(t) ȳi(t)

(2)

(2)

1

(2)

(2)

式  和式  刻画了线性多智能体系统输出反

馈一致性协议的两种一般形式. 相比于协议 , 协
议  仅需相对输出信息  , 而无需邻接智能体

的控制器状态信息 . 因此, 在  可以直接测

量的前提下, 协议  并不依赖于额外的通信媒介.
这也是本文称协议   无需控制器间通信的原因.
事实上, 文献 [17–24]均对类似问题  的一致性问题

展开了研究, 但对形如式  的一致性协议采用了

不同的叫法. 例如, 文献 [20]称其为动态输出补偿

器一致性协议, 文献 [16]称其为基于截断降阶观测

器的输出反馈一致性协议, 文献 [19, 21]称其为无

控制器交互的输出反馈一致性协议, 文献 [18]称其

为免受攻击的纯相对输出一致性协议. 这些叫法都

在一定程度上概括了这类协议的主要特征. 类似于

文献 [18], 本文考虑的协议  的阶次仍然小于智能

体的阶次, 因此相较于文献 [20–22]中的全阶一致

(2)

(2)

nx − ny

nx − nu

性协议, 协议  也具有更低的实现复杂度. 另一方

面, 不同于文献 [18], 本文考虑的协议  的单个控

制器阶次为 , 而文献 [18]的降阶控制协议

的相应阶次为   (在不考虑自适应参数的前

提下). 

2    主要结果
 

2.1    一致性协议设计

(2)

1

本节给出协议  明确的参数设计方法, 以解

决问题  所定义的一致性问题. 在给出具体设计之

前, 需做如下假设.
G(V, E)假设 1. 图  存在有向生成树.

rank (CB) = rank (C) = ny.假设 2.  

rank

[
A− sInx B

C 0

]
= nx + ny, ∀s ∈ C̄

+
假设 3.  .

T =

[
C⊥

C

]
U =

[
CB

(CB)
⊥

]
C⊥ (CB)

⊥
C CB

T U

T−1 =
[
T1 T2

]
U−1 =

[
U1 U2

]
(2) Hu Fu Hr Fr

定义矩阵    和   , 其中,

 和  的行空间分别是  和  的行空间的

补空间. 显然,   和  为可逆矩阵, 所以可以写出

,  . 依据以上定义的

符号, 协议   的增益矩阵  ,   ,    和   设计

如下 
Fu = −µU1CPC

T

Hu = U1CAT1 − U2L

Fr = −µC⊥(I−BU1C)PC
T

Hr = C⊥(I−BU1C)AT1 + C⊥BU2L

(4)

C⊥ ∈ R(nx−ny)×nx T1 ∈ Rnx×(nx−ny) U1 ∈
Rnu×ny U2 ∈ Rnu×(nu−ny)

L ∈ R(nu−ny)×(nx−ny) Hr

µ

其中 ,    ,    ,    

 和  均为常数矩阵. 参数矩

阵  的选取需要使矩阵  是赫

尔维兹的,   为满足下列不等式的任一常数

µ ≥ 1

2× min
i=2, ···, N

(Re(λi))
(5)

(5) λi, i = 2, · · · , N L
P ∈ Rnx×nx

式  中的  是拉普拉斯矩阵  的特

征值. 对称正定矩阵   是下列代数 Ric-
cati方程的解

PAT +AP − PCTCP +Q = 0 (6)

(6) Q ∈ Rnx×nx式  中的  是任意给定的对称正定矩阵. 

2.2    协议存在性条件

(1) (2) (4)

(2)

(4) (4)

(2)

在分析多智能体系统  基于协议  和式 

构成的闭环系统一致性之前, 本节将讨论协议 

和式  的存在性条件. 显然, 针对式  中给出的

参数设计, 协议  的可行性取决于是否存在正定
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P (6) L Hr矩阵  满足式 , 以及是否存在矩阵  使  为赫

尔维兹的.
(1) 2

3 (A, C) G 1

(2) (4)

定理 1. 当且仅当多智能体系统  满足假设 

和假设  ,    可检测, 且有向图   满足假设  ,
则协议  和式  存在.

2 T U

T U

(A, C) (6) P

1 1 (5)

µ L Hr

(C⊥AT1 − C⊥BU1CAT1, C
⊥BU2)

(C⊥AT1 − C⊥BU1CAT1, C
⊥BU2)

T1 T2 U1 U2

CT1 = 0 CT2 = Iny CBU1 = Iny CBU2 =

0

证明. 当且仅当假设  成立时, 矩阵  和  可

以被定义, 且   和   显然为可逆矩阵. 当且仅当

 可检测时, 式  存在对称正定解 . 根据引

理 , 当且仅当假设  成立, 存在满足式  的常数

.  为证明存在矩阵   使   为赫尔维兹的 ,  即
 可稳 , 还需证明

 可稳与假设 3的
等价性. 首先, 根据矩阵 ,  ,   和  的定义, 需
注意到 ,  ,   和 

. 因此, 经过一系列代数运算, 可以得到如下等式

rank
[
A− sInx B

C 0

]
=

rank
(
S1S2

[
A− sInx

B

C 0

]
S3

)
=

rank


sI− C⊥AT1 +

C⊥BU1CAT1
0 0 C⊥BU2

−CAT1 0 Iny 0

0 Iny
0 0


(7)

其中

S1 =

Inx−ny
−C⊥BU1 0

0 Iny 0

0 0 Iny



S2 =

C
⊥ −C⊥AT2

C −CAT2 + sIny

0 −Iny


S3 =

[
−T1 −T2 0 0

0 0 U1 U2

]
(7) C̄+

s

3 rank[C⊥AT1 + C⊥BU1CAT1 −
sInx−ny 0 0 C⊥BU2] = nx − ny

(C⊥AT1 − C⊥BU1CAT1, C
⊥BU2)

由式  可知, 对于任意属于  的  值, 当且仅

当假设   成立, 则   
    成立, 即矩阵对

 可稳.    □

1 (2) (4)

(A, B, C)

C CB

u y

3

注 2. 由定理  可知, 协议  和式  的可行性

与智能体系统矩阵   有关. 假设 2 要求输

出矩阵  和矩阵  行满秩, 其成立的一个必要条

件是输入  的维数不小于输出  的维数1. 不同于文

献 [16]以及文献 [19−20, 22]要求智能体开环极点

位于闭左半复平面, 本协议中假设  的系统意义为

(A, B) rank

[A− sInx , B] = nx s ∈ C̄+

(A, C)

A = [1, 1; 0, 1] B = I2
C = [0, 1] (A, C)

(A, C)

Riccati (6)

要求智能体在闭右半复平面上无不变零点 (即系统是

最小相位的). 另外, 注意到假设 3 实际上暗含对

 的可镇定性要求 (因为假设 3 意味着   
 对所有   成立). 还需指出

的是, 假设 2和假设 3与  的可观性和可检测

性没有直接关系 (例如, 对于 ,  
和 , 显然假设 2和假设 3成立, 但是 

既不可观也不可检测), 这也是本文明确要求 

可检测以保证  方程  有镇定解的原因.
2

(4)

2 3

2 3

(2) ri

假设 3 在形式上与文献 [18] 中定理   的条件

(ii)类似. 如前所述, 本文的一致性协议设计思想受

到了文献 [18, 23]启发, 为避免控制器间通信, 构造

了如式  所示的协议增益矩阵参数化方法, 由此

引出了存在性条件, 即假设  和假设 . 尽管如此,
与文献 [18, 23]不同的是, 由于假设  和假设  均不

符合未知输入观测器的前提条件, 所以本文给出的

控制协议设计方法并不能直接使用文献 [18]所基

于的未知输入观测器理论. 特别注意到, 一致性协

议  中控制器状态  并非是对智能体相对状态的

估计, 因此其设计思路并不是以设计一个智能体相

对状态的观测器为前提 (文献 [18] 所采用的未知

输入观测器思路实际上对智能体相对状态进行了

估计).
(2) (4)

2 3 (A, C)

(1)

(4) Hr Fr Fu

Hu

P L P > 0 Riccati

(6) L Hr

L = −(C⊥BU2)
T
P1 P1

Riccati

注 3. 就一致性协议  和式  的存在性条件

(即假设  和假设  成立以及  可观)而言, 对
于给定的多智能体系统 , 这些条件是否成立非常

容易验证. 由式  给出的协议增益矩阵 ,  ,  
和  具有良好的解耦设计特性, 即分别由中间参数

矩阵  和  计算可得. 其中, 矩阵  满足 

方程  , 而矩阵   需使得矩阵   是赫尔维兹的.
对于后者, 可以令 , 其中  为以

下  方程的对称正定解

(C⊥(I−BU1C)AT1)
T
P1 +

P1(C
⊥(I−BU1C)AT1) +

I− P1(C
⊥BU2)(C

⊥BU2)
T
P1 = 0 (8)

(A, C)

(4)

2.1

因此, 若假设 2和假设 3成立, 且  可检

测, 则由式  给出的协议参数设计方法满足类似

“分离原理” 的性质, 因而计算过程十分简易. 特别

地, 与文献 [16, 19–22]的设计步骤不同, 第  节所

给出的设计步骤并不需要确定一个与其他协议参数

耦合的低增益参数. 

nu = ny = 1

rank(CB) = rank(B) = nu

1 本文尚不清楚假设 2在一般情形下的直观系统解释. 当 
时, 假设 2等价于要求智能体的相对阶为 1. 若考虑文献 [18]的对应条

件, 即  , 根据未知输入观测器理论[28], 该对

应条件的直观解释为邻居的控制输入信号可以直接通过相对输出获得,
不过这种解释并不适用于假设 2.
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2.3    闭环系统一致性分析

(2) (4)本节将给出基于协议  和式  的多智能体闭

环系统一致性分析.
(1)

1 2 3 (A, C) (2)

(4) 1

定理 2. 对于式  中的多智能体系统, 若假设

 、假设  和假设  成立且  可检测, 则协议 

和式  可以解决问题 .
s := col{s1, · · · , sN} si := col {xi, ri}
(2) (4) 1 t→ ∞

令  ,  其中  .
若协议  和式  可以解决问题 , 则当  时,
闭环系统的一致性状态向量可表征如下{
xi(t) →

(
ηT ⊗

[
eAt

∫ t

0
eA(t−τ)BHueHrτdτ

])
s(0)

ri(t) → 0, i = 1, 2, · · · , N
(9)

η ∈ RN ηTL = 0 ηT1 = 1其中, 向量  满足  和 .
s(t) (1)

(2) (4)

证明. 由  的定义, 可给出智能体  基于协

议  和式  的闭环系统动力学方程如下

ṡ(t) = (I⊗ Â+ L ⊗ B̂)s(t) (10)

其中

Â =

[
A BHu

0 Hr

]
, B̂ =

[
BFuC 0

FrC 0

]
(11)

L
由 [15, 式 (9)]中的矩阵变换可知, 拉普拉斯矩

阵  可转换为如下形式[
ηT

Γ

]
L [1 Λ] =

[
0 0

0 ∆

]
(12)

Γ Λ

[
ηT

Γ

] [
1 Λ

]
= I ∆ ∈

C(N−1)×(N−1)

N − 1 1 1

β ∈ Image(1) Lβ = 0

t→ ∞ (L ⊗ I)s(t) → 0 s(t) →
Image(1⊗ I)

其中 ,  矩阵   和   满足  ,  矩阵  

 为上三角矩阵, 其对角元素即为拉普

拉斯矩阵的  个非零特征值. 由定理  和假设 

可知, 当且仅当   时,    成立. 因
此, 若  时,  , 则等价说明 

, 进而说明智能体状态达到一致. 令

ψ(t) =

([
ηT

Γ

]
⊗ I

)
s(t) (13)

(12) (13)

t→ ∞
由式  和式  可知, 各智能体状态达到一

致的等价条件为: 当  时([
ηT

Γ

]
⊗ I

)
(L ⊗ I)s(t) =

([
0 0

0 ∆

]
⊗ I

)
ψ(t) → 0

(14)

∆

t→ ∞

由于  是对角线上具有非零元素的上三角矩

阵, 所以实现智能体状态一致的等价条件为: 当
 时

ς(t) =
[
0 I(N−1)(2nx−ny)

]
ψ(t) → 0 (15)

(10) (13) (15)

ς(t)

因此, 联合式  、式  和式  可得, 向量

 满足如下微分方程

ς̇(t) = (I⊗ Â+∆⊗ B̂)ς(t) (16)

∆ L
(16)

Â+ λiB̂, i = 2, 3, · · · , N
(16) (10)

Â+ λiB̂, i = 2, 3, · · · , N
Â+ λiB̂, i = 2, 3, · · · , N

由于  是以拉普拉斯矩阵  的非零特征值为

对角元素的上三角矩阵, 所以式  表明: 当且仅

当   为赫尔维兹的 ,  系统

 渐近稳定. 因此, 为证明系统状态  可达到一

致性, 下文需证明  为赫尔

维兹的. 首先, 对矩阵  做

相似性转换[
I T1

0 I

]
(Â+ λiB̂)

[
I −T1
0 I

]
=

[
I T1

0 I

] [
A+ λiBFuC BHu

λiFrC Hr

] [
I −T1
0 I

]
=

[
A+ λi(BFu + T1Fr)C 0

λiFrC Hr

]
(17)

Hr Hu Fu Fr T1 (4)

L Hr

A+ λi(BFu + T1Fr)C, i = 2, 3, · · · , N
(4) Fu Fr

其中, 参数 ,  ,  ,   和  来自于式 . 由于

矩阵  的设计已经确保  为赫尔维兹的, 所以仅

需证明  是赫

尔维兹的. 至此, 通过代入式   中的   和   值,
可以得到

A+ λi(BFu + T1Fr)C =

A− µλi(BU1C + T1C
⊥(I−BU1C))PC

TC

CBU1 = I T1C
⊥ + T2C = I注意到  和 , 则

I−BU1C = (T1C
⊥ + T2C)(I−BU1C) =

T1C
⊥(I−BU1C) + T2C − T2CBU1C =

T1C
⊥(I−BU1C)

A+ λi(BFu + T1Fr)C = A− µλiPC
TC

P (6) µ

(5) Zi = A− µλiPC
TC

因此,   ,
其中  为满足式  的对称正定矩阵,   是满足式

 的正数. 令 , 则有

PZT
i + ZiP + Q = PAT−2µλiPC

TCP + AP + Q
(18)

Q (6) (5) (6) (18)其中,    来自于式  . 整理式   、式   和式  

可得

PZT
i + ZiP +Q =

PCTCP − 2µλiPC
TCP = Q0i (19)

Qi = Q−Q0i令 , 则

PZT
i + ZiP +Qi = 0 (20)

µ (5) Q0i ≤ 0 Qi > 0

P > 0 Qi > 0 (20)

i = 2, · · · , N Zi = A+ λi(BFu + T1Fr)C

(10)

因为  满足式 , 所以 ,  . 因为

 且 , 基于李雅普诺夫方程 , 显然对

于所有 ,   均

为赫尔维兹的, 即说明闭环系统  的状态可达到

一致.
(9) (10) s(t)为证明式 , 对式  中的状态向量  进行
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如下变换

s(t) = e(I ⊗ Â + L ⊗ B̂)ts(0) =

([1 Λ]⊗ I) exp
((

I⊗ Â+

[
0 0

0 ∆

]
⊗ B̂

)
t

)
×([

ηT

Γ

]
⊗ I

)
s(0) =

([1 Λ]⊗ I) diag{eÂt, e(I ⊗ Â + ∆ ⊗ B̂)t} ×([
ηT

Γ

]
⊗ I

)
s(0)

I⊗ Â+∆⊗ B̂

t→ ∞ e(I ⊗ Â + ∆ ⊗ B̂)t → 0

s(t) → (1ηT ⊗ eÂt)s(0) (11)

Â t→ ∞

基于上述讨论, 由于   为赫尔维

兹的, 所以当  时,   成立,
进而可得  . 代入式   中矩

阵  的值, 可知当  时

s(t) →
(
1ηT ⊗ exp

([
A BHu

0 Hr

]
t

))
s(0)

Hr t→ ∞
xi ri

又由于  为赫尔维兹的, 所以, 当 , 向
量  和  满足式 (9).    □

2

Â+ λiB̂

A+ λi(BFu + T1Fr)C

Riccati (6) P

µ Fu Fr

(4) (5) (6)

注 4. 在定理  的证明中, 本文首先受文献 [15]
启发将一致性条件转为矩阵   的稳定性问

题, 进一步经过合适的相似变换将该问题转化为矩

阵   的稳定性问题, 最后通过

引入满足  方程  的矩阵  和满足与拓扑约

束有关的参数 , 有效计算出增益矩阵  和 . 协
议设计式  、式  和式  作为一个整体, 有效保

留了文献 [15]中经典输出反馈协议所满足的类似

“分离原理” 的优良计算特性.
(2)

(4) xi − xj ri − rj

(6) (4)

A+ λi(BFu + T1Fr)C, i = 2,

3, · · · , N Hr −α
α i, j = 1,

2, · · · , N, t ≥ 0

注 5. 通过设计合适的增益矩阵, 协议  和式

 可指定状态误差     以及     的收敛

率. 为此, 根据式  , 只需对式   中增益矩阵的

设计要求修改为: 矩阵 

 和   的所有特征值实部均小于  ,  其
中   为给定的正数. 若满足, 则对于所有  

   , 下列不等式均成立∥∥∥∥[xi(t)− xj(t)

ri(t)− rj(t)

]∥∥∥∥ ≤ γe−αt

∥∥∥∥[xi(0)− xj(0)

ri(0)− rj(0)]

]∥∥∥∥
γ其中,   为某一正数. 

3    仿真结果

下面通过仿真算例验证本文无控制器间通信一

致性协议的有效性, 并通过与文献 [16]的降阶一致

性协议的对比实验来说明本文方法的优势. 

3.1    无控制器间通信一致性协议仿真结果

6本文考虑由  个智能体组成的多智能体系统,

(1)智能体  中的矩阵如下所示

A =

−0.04074 −0.11020 −0.03942

0.06680 0.13992 0.05577

−0.02585 0.01284 −0.13824


B =

[
1 2 3

2 1 5

]T
, C = [2 0 1]

(A, C)

G
容易验证假设 2 和假设 3 成立且   可检

测. 假设有向通信网络  的拉普拉斯矩阵为

L =



3 0 0 −1 −1 −1

−1 1 0 0 0 0

−1 −1 2 0 0 0

−1 0 0 1 0 0

0 0 0 −1 1 0

0 0 0 0 −1 1


0 1 2 3.3247

1.3376± 0.5623i

经计算, 该矩阵的特征值为   、   、   、  

和 , 表明假设 1成立.

C⊥ =

[
1 0 0

0 1 0

]
(CB)

⊥
= [2 3]

T U

构造   和  ,  使矩

阵  和  可逆, 则

T−1 =

 1 0 0

0 1 0

−2 0 1

 , U−1 =

−1 3

2

3
−5

3


T1 =

[
1 0 − 2

0 1 0

]T
T2 = [0 0 1]

T

U1 = [−1 2/3]
T

U2 = [3 − 5/3]
T

L = 0 Hr =

[
− 0.07085 −0.04101

0.39104 −0.13684

]
Hu =[

− 0.32683 0.20757

0.21789 − 0.13838

]
. (5) µ = 4

(6) Q = I

进而可得  ,    ,

,    .  对本例而言 ,

取   便可使   是

赫尔维兹的 ,  同时由式 ( 4 ) 可以得到  

 由式  可选取 , 根据

式 , 令 , 可以得到

P =

 1.7757 −3.4640 −2.2122

−3.4640 35.7398 3.6201

−2.2122 3.6201 4.2302


(4)因此, 由式  可以得出

Fr =

[
−2.04447

−0.01626

]
, Fu =

[
9.9359

−6.6239

]
xi(0)

ri(0)

Hr Hu

Fr Fu

(2) (4)

智能体初始状态  设置为随机数值, 控制器

初始状态  设置为 0, 仿真结果如图 1和图 2所
示. 在参数设计过程中可以看到, 参数  ,    和

,    的设计过程是完全独立的, 即满足类似文

献 [15]中 “分离原理” 的性质. 图 1和图 2显示基

于协议  和式  设计的降阶输出反馈一致性协议

使闭环多智能体系统达到了一致, 验证了该协议的有

效性. 
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3.2    对比一致性协议仿真结果

文献 [16]中一致性协议具有如下形式{
ṙi(t) = Hrri(t) + Frȳi(t) + TBūi(t)

ui(t) = K2ri(t) +K1ȳi(t)
(21)

ri∈ Rnx−ny , i = 1, 2, · · · , N ȳi =
∑N

j=1 lijyj ,

ūi =
∑N

j=1 lijuj Hr A

Fr Hr TA−HrT = FrC

K1 K2

[
K1 K2

]
= K

[
C

T

]−1

K

A+ λiBK, i = 2, 3, · · · , N

其中,  ,  

.   是与系统矩阵  无共同特征值

的赫尔维兹矩阵,  ,   满足 . 矩

阵  和  满足 , 其中  为使

得     为赫尔维兹的增益

矩阵. 注意到该协议与协议 (2)在形式上的不同之

处在于每个智能体需要其邻居的控制输出, 而控制

输入信号的传输必然依赖于某种通信媒介.
(21) Fr Hr

3.1 TA−HrT =

FrC

为使对比尽可能公平, 式  中的参数  和 

将与第  节保持一致. 由此解得满足 

 的矩阵

T =
[−20.3927 −4.3232 3.1011
−75.7328 −33.5522 −58.4760

]
[
CT TT

]T
易验证  可逆. 选取

K =
[
0.8272 −1.6260 −0.7502
−0.8910 0.3311 −1.1645

]
K1 =

[
2.1937

−1.1266

]
K2 =

[
− 0.0103 0.0498

− 0.0578 − 0.0024

]
A+ λiBK i = 2, 3, · · · , N

可得  ,     .

可以验证  ,      是赫尔维兹

稳定的. 智能体和协议各状态量的初始值与第 3.1
节设置相同. 仿真结果如图 3所示.
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(21) xi图 3   一致性协议  下的智能体状态 

xiFig. 3    Agent states    under the protocol (21)
 

ȳi

4 u4 0.1 s

2u4 (2)

(21)

为展示本文协议在抵抗网络攻击方面的优势,
假定相对输出  可直接测量得到, 同时假定智能体

 的输入值  在通信传输中每经过   被篡改一

次, 导致邻接智能体接收的值为 . 协议  下仿

真结果与图 1和图 2一致, 因为该协议并不需要邻

居智能体的输入信号 (或者说该协议不需要控制器

间的通信); 协议  下仿真结果如图 4所示.
一方面, 图 3的仿真结果表明, 在控制器间的

通信网络能够准确传送邻居输入信号的前提下, 协
议 (21)有效地控制多智能体系统 (1)达成一致. 另
一方面, 图 4的仿真结果表明, 当通信网络遭受攻

击导致无法准确传送邻居输入信号时, 协议 (21)则
有可能完全失效. 与之相比, 本文所提协议 (2)在遭

受网络攻击的情况下仍然能够达成一致 (仿真结果

仍如图 1和图 2所示, 因为协议 (2)不依赖于邻居

的输入信号), 从而显示出本文协议 (2)在网络攻击

免疫方面的优势. 

4    结论

本文针对线性同构多智能体系统, 提出了一种
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xi图 1    无控制器通信一致性协议 (2)下的智能体状态 

xiFig. 1    Agent states    under the protocol (2)
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ri图 2    无控制器通信一致性协议 (2)下的控制器状态 

riFig. 2    Controller states    under the protocol (2)
 

1842 自       动       化       学       报 49 卷



xi − xj

新型的无需控制器间通信的降阶一致性协议. 本文

提出的参数设计方法仍然满足类似 “分离原理” 的
性质, 增益参数便于计算. 当智能体非稳定时, 本文

协议中的控制器状态仍能在实现一致性过程中保持

有界, 并且可以通过调整增益矩阵, 指定智能体间

状态误差  的收敛率. 不同于文献 [18, 23]以
构造智能体相对状态观测器为设计前提, 本文协议

中控制器状态向量并非是对智能体相对状态的估

计, 因此本文提出的协议及其设计方法在一定程度

上延伸了文献 [18, 23]中一致性协议设计思想的适

用范围和理论框架.
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