
 

 

基于分数布朗运动过程模型的混合随机退化设备剩余寿命预测
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摘    要   在实际工程中, 设备往往是由多个不同类型元件或部件构成的集合体, 其总体性能退化程度是由内部多种随机退化

过程综合影响下的结果. 不同于现有文献主要采用无记忆效应的单一线性或非线性形式随机过程模型来描述设备的真实退化,
首先建立一种基于分数布朗运动 (Fractional Brownian motion, FBM)的混合随机退化模型, 用以刻画退化过程中的记忆

效应与长期依赖性; 进一步, 在退化模型里同时引入双随机效应, 用以描述不同设备之间的退化差异性, 并基于弱收敛性理

论推导得到首达时间 (First hitting time, FHT)意义下剩余寿命 (Remaining useful life, RUL)概率密度函数 (Probability
density function, PDF)的近似解析表达形式; 然后, 给出一种共性参数离线估计和随机参数实时更新的策略, 进而实现了

剩余寿命的实时预测; 最后, 通过数值仿真例子和陀螺仪的实际退化数据, 验证了该方法的有效性和具有潜在的工程应用价值.
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Abstract   As a result of the interactive influence of a variety of internal random degradation processes, the overall
performance of industrial equipment composed of multiple types of components usually deteriorates with its usage.
Unlike most of the existing methods which describe the actual degradation of equipment via a single linear or non-
linear stochastic process model without memory effect, a new mixed stochastic degradation model based on Frac-
tional Brownian motion (FBM) is proposed in this paper. Firstly, FBM is adopted to reflect the memory effect and
long-term dependence of the degradation process. Then, double random effects are integrated into the degradation
model to depict the variability between different units. Under the concept of the first hitting time (FHT), an ap-
proximate analytical expression of the probability density function (PDF) of the remaining useful life (RUL) is de-
rived based on the weak convergence theory. Besides, a strategy of offline estimation of universal parameters and
online update of random parameters is given to further realize real-time RUL prediction. Finally, numerical simula-
tion examples and a case study of the degradation data of the gyroscope are provided to verify the effectiveness and
potential engineering application value of the proposed method.
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随着科学技术的不断进步与发展, 在实际工程 中, 设备内部结构的复杂性、运行载荷和外部环境

的多变性也随之不断增加, 导致设备的退化过程通

常具有随机性、阶段性、多样性、相关性和混合性等

特征[1−2], 这给设备的健康管理带来了一定的难度和

挑战. 为了避免由于退化失效而造成人员与财产损

失, 有必要研究该类设备的退化建模与剩余寿命

(Remaining useful life, RUL)预测问题, 进而保障

其安全、可靠运行. 但是, 如何准确预测此类随机退

化设备的剩余寿命仍是目前研究的难点与热点问题.
在实际工程中, 常常会遇到混合退化过程的设
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备[1−2], 但现有文献处理方法是将设备的退化过程简

化成单一的线性或非线性Wiener过程[3−9], 可以比

较容易得到设备 RUL的解析解. 例如对于具有线

性扩散项的维纳退化过程, Si等[3] 研究了三层不确

定因素影响下线性随机退化系统的 RUL预测方法;
Huang等[4] 在文献 [3]基础上, 提出一种带自适应

漂移系数的隐线性Wiener模型, 用以描述设备的

退化轨迹, 引入自适应漂移参数及测量噪声, 同时考

虑设备历史数据及测量噪声问题, 进一步提高了设

备 RUL的预测精度; 王玺等[5] 基于线性Wiener过
程, 针对新研发光电产品提出一种剩余寿命自适应

预测方法, 克服了现有 RUL预测方法中, 当前时刻

估计的随机参数与上一时刻随机参数的后验估计完

全相等的潜在假设, 进而提高了 RUL的预测准确性.
对于具有非线性扩散项的Wiener 退化过程,

Si等[6] 使用时空变换方法, 获得了 RUL的近似解

析解. 司小胜等[7] 考虑了退化过程中的测量不确定

性, 然后根据维纳过程的统计性质, 建立一个状态

空间模型预测 RUL, 但是 RUL的分布中未考虑测

量不确定性. 郑建飞等[8] 在文献 [7]基础上, 还考虑

了个体差异的不确定性, 并在 RUL分布的推导中

考虑了测量不确定性和个体差异性, 进一步提高了RUL
的预测精度. Cai等[9] 考虑了退化量与监测量之间

的非线性关系, 推导得到了其RUL的概率密度函数 (Pr-
obability density function, PDF), 且通过激光器数

据验证了该方法能够明显提高预测精度并降低预测

结果的不确定性.
但是, 这些退化过程都有两个潜在的假设: 1)假

设设备的退化过程是一种单一的线性或非线性退化

形式, 忽略了各种退化形式在整个退化过程所占的

比重是不同的, 影响效果是有差别的; 2)假设设备

的退化过程是一种无记忆效应马尔科夫过程, 忽略

了监测数据之间可能存在的长期依赖性和相关性

对 RUL的预测具有一定的影响. 例如在发动机引

擎性能退化数据[10]、高炉的性能退化数据[11−12]、锂电

池的性能退化数据[13] 等数据中发现了记忆效应, 即
未来退化状态受到当前状态与历史状态的共同影

响. 文献 [14]在分数布朗运动 (Fractional Brownian
motion, FBM)的框架下, 建立了设备的退化模型,
使用复杂弱收敛定理将 FBM近似为标准布朗运动

(Brownian motion, BM), 然后推导了 RUL 的

PDF. 文献 [15]建立了考虑退化状态之间存在相关

性的新型退化模型, 并将其应用于高炉与发动机性

能退化数据中, 通过求取 RUL数值 PDF的方式验

证了此方法的有效性和优越性. 文献 [16]在文献 [15]
基础上, 使用更为简单的弱收敛理论推导了 RUL

的近似 PDF, 避免大量的数值积分, 同时考虑随机

效应的影响, 并通过锂电池性能退化数据进行验证,
验证结果表明, 该方法能够有效提高 RUL的预测

精度. 但是, 现有基于 FBM过程模型的设备 RUL
预测方法最大的不足是均未实时更新模型中的相关

参数, 仅利用同批设备的历史退化数据对模型中的

未知参数进行估计. 此外, 文献 [15]从结构组成和

退化机理两个方面分析了惯性导航陀螺仪的随机退

化过程具有混合性特征. 相比于传统单一退化形式

的Wiener过程对设备的随机退化过程建模, 通过

建立混合随机退化模型, 能够进一步提高 RUL预

测精度. 文献 [15]详细论述和证明了考虑退化过程

的混合性, 能够提高设备 RUL的预测精度.
鉴于此, 本文将重点研究在记忆效应影响下同

时包含线性退化过程和非线性退化过程的混合随机

退化设备建模与 RUL预测问题. 主要关注以下 3
个问题: 1)如何建立存在记忆效应的混合退化过程

模型; 2)如何在首达时间 (First hitting time, FHT)
条件下, 推导设备 RUL的解析表达形式; 3)如何

根据监测数据实时更新退化模型参数, 并实现 RUL
分布的自适应更新. 针对以上 3个问题, 本文首先

建立了一种基于分数布朗运动的混合退化模型, 考
虑了记忆效应对未来退化过程的影响; 进一步, 在
弱收敛性理论和 FHT的概念下, 推导了混合退化

设备 RUL的近似解析表达式; 然后, 利用共性参数

离线估计和随机参数自适应更新的策略, 实现 RUL
的自适应预测; 最后, 将本文方法应用于数值仿真

例子和陀螺仪的监测数据上进行验证. 

1    基于 FBM 的混合随机退化模型

X(t) t

t

首先, 令  表示混合退化设备在  时刻的退

化量. 基于上文的具体分析, 受记忆效应影响的混

合退化设备模型由以下 3部分组成[15]: 1)线性退化

元件引起的线性退化过程; 2)非线性退化元件引起

的非线性退化过程; 3)含有记忆效应的随机波动.
因此, 在文献 [11]基础上, 在  时刻, 基于 FBM混

合退化模型可以表示为:

X(t) = λt+ α

∫ t

0

η(γ;β)dγ + σBH(t) (1)

X(0)

X(0) = 0 X(0) ̸=
0 λt∫ t

0
η(γ;β)dγ

λ α

β σ

式中,   表示混合退化设备的初始退化状态, 为
了不失一般性, 假设   (在实际中, 若 

, 可以通过平移手段将其转化为零[16−17]).   代表

混合退化设备的线性趋势,   代表非线性

退化趋势; 令  和  为随机变量, 用于描述由结构

差异、外部环境等差异引起的同批设备中不同个体

差异性.   和  是共性参数, 用于反映同批设备的
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λ α

BH(t)

共同特性[18−19]. 为了刻画线性退化部分与非线性退

化部分之间的相关性, 本文假设  和  服从二维正

态分布. 另外,   为分数布朗运动, 描述了退化

过程中带有记忆效应的随机波动性.
H 0 <

H < 1 H BH (t)

(Ω, F, P )

定义 1[13, 20]. 赫斯特指数  的取值区间满足 

  . 赫斯特指数为   的分数布朗运动,   
是一个定义在概率空间  上, 且协方差函数为:

cov(BH(t)BH(s)) =
σ2
B

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
(2)

的中心化高斯过程[21]:

BH(t)−BH(0) =
1

Γ
(
H + 1

2

) ∫ t

−∞
KH(t− s)dB(s)

(3)

KH(t− s)式中,   定义为:

KH(t− s) =

(t− s)
H− 1

2 , 0 ≤ s ≤ t

(t− s)
H− 1

2 − (−s)H− 1
2 , s < 0

(4)

Γ(·)  为伽马函数, 具体形式为:

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt (5)

由式 (3)可以看出, FBM是 BM增量的非线性

移动平均值[20], 这进一步引入了记忆效应, 其中:

σ2
B = Γ(1− 2H)

cosπH
πH

(6)

σB BH(t)为了简化  的计算, 假设式 (1)中的  为

标准 FBM[13]. 标准 FBM满足[21]:
BH (0) = 0 E (BH (0)) = 01)   且 ;
∀t ≥ 0, E(BH(t)

2
) = t2H2)  ;

3)分数布朗运动具有自相似性和平稳增量;
4)分数布朗运动的样本轨道是连续但几乎不

可微的;
1/2 < H < 1 BH(t)

r (n) = cov(BH (1) , BH (n+ 1) −
BH (n))

∑∞
n=1 r (n) = ∞

5)当  时,   具有长期依赖性、

相关性 ,  即若令    

 则有 .

λ ∈ R α ∈ R σ ∈ R
1/2 < H < 1 X (t)

因此对于任意的 ,  ,   当且仅

当  时,   的增量具有长期相关性.

H

H

0 < H < 0.5

H = 0.5

0.5 < H <

注 1. FBM是一种具有长期依赖性、自相关性

的连续非马尔科夫过程[20], 其增量是固定且相关的,
并且引入了长程相关的结构[22−23]. 赫斯特指数  可

以测量整个退化轨迹之间的长期依赖性. 根据  的

不同, FBM可以分为三种类型, 当  时,
退化轨迹是遵循均值回归的规则; 当  时, 退
化轨迹是无记忆效应的随机游走过程; 当 

1 时, 未来的退化轨迹会沿当前的退化趋势发展.
{St, t ∈ R}

{r(n), n ∈ N∗} ∀n ∈ N∗ r(n) = E(Sn+1Sn)∑
n∈N∗ r(n) = ∞

{St, t ∈ R}

注 2. 令  是一个有平稳增量的随机过

程且  是由 ,  
定义的序列, 当且仅当    时, 就可称

 具有长期相关性[24]. 

2    基于混合随机退化模型的 RUL 预测

ω

tk Lk

基于 FHT的定义[25], 当失效阈值为  时, 目标

设备在任意时间  的剩余寿命  定义如下:

Lk = inf {lk : X (tk + lk) ≥ ω|X (tk)} (7)

基于式 (1)、式 (7)和弱收敛理论[26] 推导得到

目标设备 RUL的近似 PDF, 如定理 1所述. 定理

1考虑了关于 FBM的更简单的弱收敛方案, 提出

了基于 FBM过程的混合退化模型的 RUL分布.
m

tm, k xm(tk)

λ α π0 (λ, α) ∼ N(µλ, µα,

σ2
λ, σ

2
α, ρ)

tm, k lm, k

定理 1. 对于混合退化模型 (1), 若第  个混合

退化设备在  时刻的退化状态为 , 且随机

参数   和   的联合分布满足  

, 在 FHT 的概念和弱收敛定理下, 其在

 时刻估计的剩余寿命  的近似 PDF如下:

fm, k (lm, k) =
gm, k (lm, k)∫∞

0
gm, k (lm, k) dlm, k

(8)

式中,

gm, k =
ωm, kϑm, k − νm, kξm, k

h̃
√

2πϑ3
m, k

h̄

∆l
×

exp

−

[
ωm, k − µλlm, k − µα

∫ tk+lm, k

tk
η (γ;β) dγ

]
2ϑm, k


(9)

ϑm, k = l2m, kσ
2
λ +

(∫ tk+lm, k

tk

η (γ;β) dγ

)2

+

ρ0σλσαlm, k

∫ tk+lm, k

tk

η (γ;β) dγ + σ2h̃ (10)

νm, k = lm, k − ∆lh̃

h̄
+

∫ tk+lm, k

tk

η (γ;β) dγ ×

η (tk + lm, k;β)∆lh̃

h̄
(11)

ξm, k =

[
lm, kσ

2
λ +

∫ tk+lm, k

tk

η (γ;β) dγσ2
α

]
ωm, k +

(µλ + µα)σ
2h̄ (12)

ωm, k = ωm − xm (tk) h̃ = h (tk + lk)− h (tk)

h̄ = h (tk + lk +∆l)− h (tk + lk)

式中,  ,  ,

.
定理 1的证明见附录 A.
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下面对混合退化模型中的未知参数进行实时估

计更新, 从而实现混合退化设备 RUL的自适应预测. 

3    随机混合退化模型的参数估计
 

3.1    共性参数与随机参数的离线估计

{Xm(tm,n), 1 ≤ m ≤ M, 1 ≤ n ≤ Nm}

M Nm

m tm,n

m n

Xm(tm,n) Xm,n

Θ = [µλ0, µα0, σ
2
λ0, σ

2
α0, ρ0, β,

σ2, H] µλ0 σ2
λ0

λ µα0 σ2
α0

α

令  为通

过状态监测的手段获得的同一批次随机退化设备的

历史退化数据, 其中  为随机设备的总个数,  
为第  个随机退化设备监测数据的个数,   为第

 个随机退化设备的第     个观测时刻 .  本文将

 记作 . 采用极大似然估计算法, 利用

同批次随机退化设备的历史退化监测数据, 对随机

退化模型的共性参数和随机参数先验分布中的超参

数进行离线估计. 令 

 为带估计的模型参数, 其中  和  为随机

参数  先验分布中的超参数,   和  为随机参

数  先验分布中的超参数.
m tm,n根据式 (1), 第  个随机退化设备在  时刻

的退化状态可表示为:

Xm,n = λ0tm,n + α0

∫ tm,n

0

η (γ;β)dγ + σBH (tm,n)

(13)

λ0 α0 λ α

π0 ∼ N(µλ0, µα0, σ
2
λ0, σ

2
α0,

ρ0)

式中,   与  分别表示随机参数  和  的先验值,
将其联合先验分布记作    

.
为了方便推导, 令:

Φm,n =

∫ tm,n

0

η (γ;β)dγ

Tm,A = [tm, 1, tm, 2, · · · , tm,Nm
]
T

Tm,B = [Φm, 1, Φm, 2, · · · , Φm,Nm
]
T

Xm = [Xm, 1, Xm, 2, · · · , Xm,Nm ]
T

X̃1:M =
[
XT

1 , X
T
2 , · · · , XT

M

]T
BH = [BH (tm, 1) , BH (tm, 2) , · · · , BH (tm,Nm

)]
T

m

假设同批次不同设备个体之间的历史退化数据

都是互不相关的. 因此, 对第  个随机退化设备的

所有历史监测数据可以进一步写为:

Xm = λ0Tm,A + α0Tm,B + σBH (14)

Xm定理 2.   的联合分布为多元正态分布, 其均

值与方差如下:

µm = µλ0Tm,A + µα0Tm,B (15)

Σ−1
m = σ2

λ0Tm,AT
T
m,A + σ2

α0Tm,BT
T
m,B +

ρ0σλ0σα0Pm + σ2Qm (16)

定理 2证明见附录 B.

Θ根据定理 2 可以得到模型参数  的似然函数

如下:

Pm =


tm, 1Φm, 1 + tm, 1Φm, 1

tm, 2Φm, 1 + tm, 1Φm, 2

...

tm,Nm
Φm, 1 + tm, 1Φm,Nm

tm, 1Φm, 2 + tm, 2Φm, 1 · · ·
tm, 2Φm, 2 + tm, 2Φm, 2 · · ·

...
. . .

tm,NmΦm, 2 + tm, 2Φm,Nm · · ·

tm, 1Φm,Nm
+ tm,Nm

Φm, 1

tm, 2Φm,Nm
+ tm,Nm

Φm, 2

...

tm,Nm
Φm,Nm

+ tm,Nm
Φm,Nm

 (17)

Qm =


E (BH (tm, 1)BH (tm, 1))

E (BH (tm, 1)BH (tm, 2))

...

E (BH (tm, 1)BH (tm,Nm
))

E (BH (tm, 1)BH (tm, 2)) · · ·
E (BH (tm, 2)BH (tm, 2)) · · ·

...
. . .

E (BH (tm, 2)BH (tm,Nm)) · · ·

E (BH (tm, 1)BH (tm,Nm
))

E (BH (tm, 2)BH (tm,Nm
))

...

E (BH(tN )BH (tm,Nm
))

 (18)

L
(
Θ|X̃1:M

)
= −1

2
ln (2π)

M∑
m=1

Nm−1

2

M∑
m=1

ln
∣∣Σ−1

m

∣∣ −
1

2

M∑
m=1

(Xm − µm)
T
Σ−1

m (Xm − µm)

(19)

µλ0 µα0式 (19)对  和  分别求一阶偏导, 可得:
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∂

∂µλ0
L
(
Θ|X̃1:M

)
= −1

2

{
M∑

m=1

(−Tm,A)
T
Σ−1

m (Xm −

µλ0Tm,A + µα0Tm,B) +

M∑
m=1

(Xm −

µλ0Tm,A − µα0Tm,B)
TΣ−1

m (−Tm,A)

}
(20)

∂

∂µα0
L
(
Θ|X̃1:M

)
= −1

2

{
M∑

m=1

(−Tm,B)
T
Σ−1

m (Xm −

µλ0Tm,A + µα0Tm,B) +

M∑
m=1

(Xm −

µλ0Tm,A − µα0Tm,B)
TΣ−1

m (−Tm,B)

}
(21)

令式 (20)、式 (21)分别为零, 可得:

µλ0 =
s2s4 − s1s5
s24 − s3s5

(22)

µα0 =
s1s4 − s2s3
s24 − s3s5

(23)

其中

s1 =

M∑
m=1

(
TT
m,AΣ

−1
m Xm

)
s2 =

M∑
m=1

(
TT
m,BΣ

−1
m Xm

)
s3 =

M∑
m=1

(
TT
m,AΣ

−1
m Tm,A

)
s4 =

M∑
m=1

(
TT
m,AΣ

−1
m Tm,B

)
s5 =

M∑
m=1

(
TT
m,BΣ

−1
m Tm,B

)
将式 (22)、式 (23)代入式 (19), 可得:

L
(
Θ|X̃1:M , µλ0, µα0

)
=

− 1

2
ln (2π)

M∑
m=1

Nm − 1

2

M∑
m=1

ln
∣∣Σ−1

m

∣∣ −
1

2

M∑
m=1

(Xm − µ̂λ0Tm,A − µ̂α0Tm,B)
T ×

Σ−1
m (Xm − µ̂λ0Tm,A − µ̂α0Tm,B) (24)

σ2
λ0 σ2

α0 ρ0 β σ2 H

µλ0 µα0

可以看出, 似然函数 (24)具有高维的特征, 直

接把式 (24)极大似然化很难得到其余参数的极大

估计值. 本文首先利用Matlab中的 fminsearch函数,

求取极大似然估计值 (该函数基于 Nelder-Mead单

纯形法对最小化执行同步多维搜索), 进而得到参数

 、  、  、  、  和  的估计值; 然后, 将其代

入式 (22)、式(23), 得到相应  、  的极大似然

估计值; 最后, 采用贝叶斯推理方法, 利用设备的实

时退化监测数据对随机参数进行实时更新.
 

3.2    随机参数的实时更新

λ α

m tk k

X∗
k

第 3.1节通过参数离线估计的方法得到了随机

参数  和  的联合先验分布, 下面对随机参数进行

实时更新. 假设第  个设备在前  时刻一共获得 

个退化监测数据 , 记作:

X∗
k = [X∗

k (t1) , X
∗
k (t2) , · · · , X∗

k (tk)]
T (25)

ti (i = 1, 2, · · · , k)式中,   表示对应的退化监测时刻.

X∗
k

λ α

基于贝叶斯推理理论, 利用获得的退化数据 

更新  和  的联合后验分布, 即:

p (λ, α|X∗
k) ∝ p (X∗

k |λ, α)π0 (λ, α) (26)

π0 (λ, α) λ α X∗
k

X∗
k ∼ N

(
µk, Σ

−1
k

)
µk Σ−1

k

λ α

X∗
k

式中,   是  和  的联合先验分布,   服从

多元正态分布即 ,   和  的具

体形式参考式 (14)、式 (15). 因此, 在已知  和  情

况下, 退化监测数据  的联合分布为:

p (X∗
k |λ, α) =

1

(2π)
k
2
∣∣Σ−1

k

∣∣ 12 ×

exp
{
−1

2
(X∗

k − µk)
T
Σ−1

k (X∗
k − µk)

}
(27)

π0 (λ, α)

λ α

将估计得到的联合分布  、式 (27)代入

式 (26), 对  和  的联合后验分布进行更新, 具体

更新结果如下:

p(λ, α|X∗
k) ∝

exp
{
−1

2
(X∗

k − µk)
T
Σ−1

k (X∗
k − µk)

}
×

exp

{
− 1

2 (1− ρ20)

[(
λ− µλ0

σλ0

)2

−

2ρ0 (λ− µλ0) (α− µα0)

σλ0σα0
+

(
α− µα0

σα0

)2
]}

∝
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exp

{
− 1

2
[λ2
(
TT
AΣ

−1
k TA +A

)
+

α2
(
TT
BΣ

−1
k TB +B

)
+

λ
(
−X∗T

k Σ−1
k TA − TT

AΣ
−1
k X∗

k + 2C
)
+

α
(
−X∗T

k Σ−1
k TB − TT

BΣ
−1
k X∗

k + 2D
)
+

λα
(
TT
AΣ

−1
k TB + TT

BΣ
−1
k TA − 2E

)
] + Z

}
(28)

其中

A =
1

(1− ρ20)σ
2
λ0

, B =
1

(1− ρ20)σ
2
α0

C =
ρ0µα0σλ0 − µλ0σα0

(1− ρ20)σ
2
λ0σα0

, D =
ρ0µλ0σα0 − µα0σλ0

(1− ρ20)σ
2
α0σλ0

E =
ρ0

(1− ρ20)σλ0σα0

TA = [t1, t2, · · · , tk]T

TB = [Φ1, Φ2, · · · , Φk]
T

Z λ α X∗T
k ×

Σ−1
k TA TT

AΣ
−1
k X∗

k X∗T
k Σ−1

k TB TT
B ×Σ−1

k X∗
k

TT
AΣ

−1
k TB TT

BΣ
−1
k TA

X∗T
k Σ−1

k TA = TT
A ×

Σ−1
k X∗

k X∗T
k Σ−1

k TB = TT
BΣ

−1
k ×X∗

k TT
AΣ

−1
k TB =

TT
BΣ

−1
k TA

  为与  和  无关的常数项. 式 (28)中,  

  和   、   和     、

 和  都是常数值, 并且互为转置

矩阵, 由矩阵的性质可以得到  

 、   、  

.

因此, 式 (28)可以进一步简化为:

p(λ, α|X∗
k) ∝

exp

{
−1

2
[λ2
(
TT
AΣ

−1
k TA +A

)
+

α2
(
TT
BΣ

−1
k TB +B

)
+ 2λ

(
−TT

AΣ
−1
k X∗

k + C
)
+

2α
(
−TT

BΣ
−1
k X∗

k +D
)
+

2λα
(
TT
AΣ

−1
k TB−E

)
] + Z1

}
(29)

Z1 λ α λ

α

λ α

{λ, α|X∗
k} ∼ N(µλk, µαk, σ

2
λk,

σ2
αk, ρk) p (λ, α|X∗

k)

式中,   是与  和  无关的常数项. 本文假设  和

 的联合先验分布是服从二元正态分布的, 根据正

态分布的特性,   和  的联合后验分布也是服从二

元正态分布的, 满足  

, 因此  的具体形式为:

p (λ, α|X∗
k) =

1

2πσλkσαk

√
1− ρ2k

×

exp

{
− 1

2 (1− ρ2k)

[(
λ− µλk

σλk

)2

−

2ρk (λ− µλk) (α− µαk)

σλkσαk
+

(
α− µαk

σαk

)2
]}

(30)

λ α tk基于式 (29)、式 (30),   和  在  时刻联合后

验分布中的相关参数可以由下式得到:

µλk = (F +A)
−1

(C − I) (31)

µαk = (G+B)
−1

(D − J) (32)

σ2
λk =

G+B

(F +A) (G+B)− (H − E)
(33)

σ2
µk =

F +A

(F +A) (G+B)− (H − E)
(34)

ρk =
H − E√

F +A
√
G+B

(35)

F =TT
AΣ

−1
k TA G = TT

BΣ
−1
k TB H = TT

A ×
Σ−1

k TB I = −TT
AΣ

−1
k X∗

k J = −TT
BΣ

−1
k X∗

k

式中 ,    ,    ,    

,  ,  .

tk X∗
k (tk)

λ α

当在  时刻获取到最新的观测数据  后,

可以基于式 (31) ~ (35), 对  和  的超参数进行实

时更新.
将第 3.1节参数的离线估计与第 3.2节参数的

实时更新归结为算法 1. 至此, 完成了模型里面随机

参数的实时更新. 下面将本文方法应用到数值仿真

和陀螺仪实际退化监测数据中.

　  算法 1. 参数的离线估计与实时更新算法

1)参数离线估计阶段

X̃1:M 1 ≤ m ≤ M tm,n 1 ≤ n ≤ Nm输入.  ,  ,  ,  .

tk µλk µαk σ2
λk σ2

µk ρk输出.   时刻  、  、  、  、  的实时更新值.

Θa)初始化模型参数 ;

σ2
λ0 σ2

α0 ρ0 β σ2 Hb)最大化式 (24), 得到参数  、  、  、  、  、 

的极大似然估计值;

µλ0 µα0

c)将 b)中得到的参数极大似然估计值代入式 (22)、式

(23), 得到  和  的估计值;

Θd)输出模型参数  的估计值.

2)随机参数的实时更新

X∗
k =

[
X∗

k (t1) , X∗
k (t2) , · · · , X∗

k (tk)
]T

ti (i = 1,

2, · · · , k) Θ

输入.  ,  

 和参数离线估计阶段获得的离线估计值 .

tka)在任一时刻 , 计算出 A、B、C、D、E、F、G、H、I 、J;

µλk µαk σ2
λk σ2

µk ρk tk

b)将 a)得到的 A、B、C、D、E、F、G、H、I 、J 值代入

式 (31) ~ (35), 可以得到  、  、  、  、  在  时

刻的更新值. 
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4    数值仿真与实例验证

本节将本文所提方法应用到数值例子与实际例

子中, 验证其是否有效. 采用线性退化模型、非线性

退化模型和本文提出的模型来拟合退化数据, 并且

比较在三种模型下设备 RUL的预测结果. 三种模

型为: 1)本文设计的模型; 2)模型 1. 基于带线性漂

移 的Wiener过程模型[5]; 3)模型 2. 基于带非线性

漂移的Wiener过程模型[8, 27]; 4)模型 3. 基于带非

线性漂移的 FBM 过程模型 (单一退化形式) [13−14]

(未考虑随机系数的实时更新). 

4.1    数值仿真

1)仿真数据

X(t) = λt +

α
∫ t

0
η(γ;β)dγ + σBH(t)

η(γ;β) = βγβ−1

X(t) = λt+ αtβ + σBH(t)

(λ, α) ∼ N
(
µλ, µα, σ

2
λ, σ

2
α, ρ

)
µλ = 1 µα = 0.265 σ2

λ = 4.5× 10−4 σ2
α = 3.35 ×

10−4 ρ = −0.468 σ = 0.05 β = 0.2 H = 0.87

τ = 0.1

BH(t)

首先 ,  根据混合随机退化模型  

 产生所需的退化数据, 其中

假设 . 由于使用幂函数来刻画设备

非线性退化部分被广泛应用于退化建模领域, 则该

模型可简化为 . 根据模型

假设 , 设置仿真参数:

,    ,    ,    

,  ,  ,  ,    . 同
时, 设置仿真步长 . 使用小波合成的方法[23] 得

到标准分数布朗运动 . 最后, 利用Matlab生

成 30组退化数据作为同批次设备的历史退化数据.
仿真历史退化数据如图 1所示.

  
15

10

5

0
151050

仿
真
退
化
量

仿真时间 /s 

图 1   30组仿真历史退化数据

Fig. 1    30 sets of simulated history degradation data
 

X(15) = 13.1 ω =

13.1

图 1是 30组仿真退化轨迹, 仿真监测时间为

0 ~ 15 s, 采样间隔为 0.1 s, 每条轨迹共 150个采样

点. 图 2为其中任意一条退化轨迹. 作为带预测设

备的实时监测数据, 为了简单化, 将该轨迹的最后

一个监测数据   作为失效阈值, 即  

. 则该设备的剩余寿命可近似为 14.8 s.
下面利用图 2的仿真退化数据对本文所提模型

和 RUL预测的有效性进行验证.
2)结果对比

为了比较的公平性, 模型 2、模型 3中的非线性

部分也采用幂函数的形式. 首先, 基于历史退化数

据, 采用极大似然估计算法得到共性参数与随机参

数的先验估计值. 为了对比度量四种模型之间的拟

合的精准度与估计的准确度, 使用赤池信息准则

(Akashi information criterion, AIC)[28]、贝叶斯信

息准则 (Bayesian information criterion, BIC)[29] 测
量预测模型的拟合程度. AIC、BIC的值越小, 则
拟合程度越高; 反之, 则拟合越差. AIC的具体公

式为:

AIC = 2p− 2 lnL (Θ) (36)

L (Θ) p式中,    表示似然函数值,    是未知参数的总

个数.
BIC引入了改进惩罚项, 惩罚项大于 AIC的, 可

以有效避免大样本的过拟合问题, 其具体表达式为:

BIC = p ln(n)− 2 lnL (Θ) (37)

L (Θ) p

n

式中,   表示似然函数值,   是未知参数的总个

数,   为样本数据量.
表 1为四种模型参数 (本文方法、模型 1、模型

2、模型 3)的先验估计值.
由表 1可知, 本文方法的 AIC与 BIC值最小,

并且其中的 3个方差参数总体也比较小, 这说明本

文模型参数估计的准确性更高. 主要原因是本文所

提模型既考虑退化过程的混合性, 还考虑了退化状

态之间可能存在的相关性.

λ

α

λ α

得到参数的离线估计值后, 基于待预测设备的

实时监测退化数据, 采用贝叶斯更新的方法实现 

和  的实时更新, 进而实现 RUL的实时预测. 图 3
是本文模型中  和  的实时更新过程.

由图 3可以看出: 1)随着仿真退化数据的不断

 

15

10

5

0
151050

仿
真
退
化
量

仿真时间 /s 

图 2    待预测设备实时监测退化数据

Fig. 2    Real-time monitoring degradation data of
the equipment for prediction
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ρ

λ α

获取, 随机参数不断实时更新; 2)   的实时更新值

为负, 表明  和  是负相关, 进一步表明混合随机

退化设备的线性退化部分与非线性退化部分是相互

抑制的.

下面对比在四种方法下得到的 RUL实时预测

结果. 预测时间点共取 10个, 从第 5个时间点 (第
50个采样点)到第 14个时间点 (第 140个采样点),
间隔为 10个采样点, 具体 RUL对比见图 4. 同时

选取第 5、8、11、13个时间点的 RUL预测结果, 通
过二维平面图形式做进一步对比, 对比图如图 5
所示.

在图 4 和图 5 中, 蓝色曲线为本文方法 RUL
的 PDF, 红色曲线为模型 1得到的 PDF, 黑色曲线

为模型 2得到的 PDF, 绿色曲线为模型 3得到的

PDF. 可以看出: 1) 四种模型随着获取的退化数据

增多, RUL预测的精度越来越高; 2)本文方法得到

的 RUL的 PDF能够更好地覆盖真实的 RUL, 其
预测均值更接近真实的 RUL, 较模型 1、模型 2、模
型 3得到的 PDF精度更高; 3)本文方法预测得到

的 RUL的 PDF更为尖锐和紧凑, 这说明本文方法

预测的不确定性比其他三种方法预测的不确定性更

小. 由图 4、图 5可以直观地看出, 本文方法优于其

他三种方法.

 

m l
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图 3    随机参数的实时更新过程

Fig. 3    Real-time updating process of random parameters
 

 
表 1    四种模型参数的先验估计值

Table 1    The parameters＇ prior estimates of
the four models

参数 本文方法 模型 1 模型 2 模型 3

µλ 1.0754 2.0251 — —

µα 0.2547 — 3.1547 3.3643

σ2
λ 4.56 × 10−4 0.1618 — —

σ2
α 3.47 × 10−4 — 0.0176 0.0103

ρ −0.4793 — — —

σ2 0.53362 0.51362 0.58362 0.54112

β 0.1547 — 0.6035 0.6101

H 0.8472 — — 0.8130

lnL (Θ) 57.462 46.328 48.633 51.278

AIC −98.924 −86.656 −89.266 −92.556

BIC −87.724 −82.456 −83.666 −85.556
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tk

下面从定量的角度分析四种方法的优劣. 使用

均方误差 (Mean squared error, MSE)指标来评价

四种方法预测 RUL的精度, 其既可以表征 RUL预

测结果的准确性, 还可以表征 RUL预测的不确定

性, 是常用的误差评定指标, 可以较好地对比不同

预测方法的优劣. 待测设备在  的 RUL的MSE可

以表示为:

MSEk =

∫ ∞

0

(
lk − l̃k

)2
fk (lk) dlk (38)

×102 ×103 1.1007× 103

×102

所有预测时间点处的均方误差之和为总体均方

误差 (Total mean squared error, TMSE). 很明显,
TMSE值越小, 则该方法的RUL预测精度就越高. 通
过计算得到四种方法在第 10个时间点处的 TMSE
分别为 1.0051   、5.1308   、   、

1.5041 . 通过对比可知, 本文方法的 RUL预测

精度高于传统模型 1、模型 2、模型 3的 RUL预测

精度; 相比于模型 1和模型 2, 精度约提高了一个数

量级. 定量分析结果与图 4、图 5直观得到的结论是

一致的. 

4.2    实例验证

陀螺仪是惯性导航系统、导弹制导与控制系统

的关键设备, 决定着导弹导航与命中的精度. 但是,
随着陀螺仪工作年限的增加, 在外部复杂环境与内

部随机应力的影响下, 陀螺仪的性能可能会随之发

生退化, 主要表现在其漂移系数的不断增大, 如果

漂移系数值增大到一定程度, 陀螺仪就无法正常工
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图 4    4种方法在各个时间点处 RUL预测的对比

Fig. 4    Comparison of RUL prediction by
four methods at each time

 

 

本文方法 RUL 的 PDF
模型 1 RUL 的 PDF
模型 2 RUL 的 PDF
模型 3 RUL 的 PDF
真实的剩余寿命

P
D

F

1.0

0

0.8

5

0.6

10

0.4

15

0.2

0

剩余寿命 /s

(a) 四种方法在第 5 个时间点 RUL 预测结果的对比
(a) Comparison of RUL prediction by

four methods at 5th time

P
D

F

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0 5 10 15

剩余寿命 /s

(b) 四种方法在第 8 个时间点 RUL 预测结果的对比
(b) Comparison of RUL prediction by

four methods at 8th time

P
D

F

1.5

1.0

0.5

0
0 5 10 15

剩余寿命 /s

(c) 四种方法在第 11 个时间点 RUL 预测结果的对比
(c) Comparison of RUL prediction by

four methods at 11th time

P
D

F

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0
0 5 10 15

剩余寿命 /s

(d) 四种方法在第 13 个时间点 RUL 预测结果的对比
(d) Comparison of RUL prediction by

four methods at 13th time

本文方法 RUL 的 PDF
模型 1 RUL 的 PDF
模型 2 RUL 的 PDF
模型 3 RUL 的 PDF
真实的剩余寿命

本文方法 RUL 的 PDF
模型 1 RUL 的 PDF
模型 2 RUL 的 PDF
模型 3 RUL 的 PDF
真实的剩余寿命

本文方法 RUL 的 PDF
模型 1 RUL 的 PDF
模型 2 RUL 的 PDF
模型 3 RUL 的 PDF
真实的剩余寿命

 

图 5    四种方法在第 5、8、11、13个时间点 RUL预测结果的对比

Fig. 5    Comparison of RUL prediction by four methods at 5, 8, 11, 13th time
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作, 即陀螺仪发生失效.
本文获取的 5组某型号陀螺仪的退化监测数据[30],

每组 73个数据, 采样间隔为 2.5 h, 陀螺仪失效阈

值设定为 0.37 (°/h), 陀螺仪寿命约为 180.5 h. 首
先, 基于极大似然估计算法, 利用其中 4组退化数

据[30] 对模型参数进行离线估计, 得到其先验估计值;
其次, 利用剩下一组数据为待预测的陀螺仪的实时

监测数据, 采用贝叶斯更新的方法, 对模型随机参

数进行实时更新; 最后, 进行设备 RUL的实时预

测, 并且将模型 1、模型 2、模型 3得到的 RUL进行

比较. 图 6为待预测陀螺仪的实时监测数据.
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图 6   待预测陀螺仪漂移数据

Fig. 6    Drift data of the gyroscope for prediction
 

为了比较公平, 模型 2、模型 3中的非线性形式

和本文模型的非线性部分都采用幂函数形式. 调用

算法 1中的离线估计阶段得到模型参数的先验估计

值, 如表 2所示.
  

表 2    陀螺仪退化模型参数的先验估计值

Table 2    A parameters＇ prior estimate of
the gyroscope degradation model

参数 本文方法 模型 1 模型 2 模型 3

µλ 0.0151 0.1348 — —

µα 0.0373 — 0.1503 0.1671

σ2
λ 2.34 × 10−6 0.0028 — —

σ2
α 7.82 × 10−6 — 5.76 × 10−4 4.76 × 10−4 

ρ −0.4503 — — —

σ2 0.00192 0.00582 0.00422 0.00272

β 0.2114 — 0.1342 0.1742

H 0.8011 — — 0.7903

lnL (Θ) 41.871 31.013 34.337 38.699

AIC −67.742 −56.026 −60.674 −67.398

BIC −70.942 −57.226 −62.274 −69.398
 

下面基于陀螺仪模型参数的先验估计值, 调用

算法 1中的参数实时更新阶段, 在每一个时间点对

模型随机参数进行实时更新, 模型随机参数的实时

更新过程如图 7所示. 由图 7可知, 随着陀螺仪监

测数据获取的增加, 模型中随机参数不断实时更新,
并趋于稳定状态, 这表明随机参数的估计值越来越

接近真实的模型参数值.
下面选择第 152.5 h ~ 175 h之间的 10个时间

点为例, 比较分析所使用四种方法对该型号陀螺仪

RUL预测的精准程度. 在所选的 10个时间点, 四种

方法预测该型号陀螺仪 RUL的 PDF如图 8所示.
由图 8 可知: 1) 四种方法预测得到 RUL 的 PDF
在 10个时间点都能够比较好地覆盖真实的 RUL,
说明了四种方法能够有效地预测该型号陀螺仪的

RUL. 2)随着监测数据的增加, 参数不断实时更新,
四种方法预测 RUL的 PDF随着时间变得越来越

尖、越来越窄, 说明四种方法对 RUL预测的不确定

度随着监测数据的累积而不断减小. 3)本文方法得

到 RUL的 PDF与其他三种方法相比较, 其 RUL
的 PDF明显更高、更紧致, 说明本文方法预测得到

的 RUL更准确, 并且预测的不确定度更小. 其原因

是, 相比于模型 1和模型 2单一的马尔科夫建模方

式, 本文方法不仅考虑了陀螺仪内部不同类型的随

机退化过程, 还考虑了退化监测数据之间的长期相

关性、记忆性, 克服了模型 1和模型 2中的强马尔

科夫限制. 相比于模型 3, 本文方法考虑了设备的退

化混合性, 更符合设备真实的退化过程.

1.8154× 102 2.6321× 102 3.6543×
102 2.1031× 102

进一步通过计算, 得到四种方法在 10个时间点的

TMSE分别为  、   、 

 、 . 可知, 本文方法的 RUL预测精

度高于其他三种方法. 

5    结束语

本文针对随机退化设备, 提出一种考虑随机退

化过程中退化状态之间可能存在长期相关性、记忆

性特点的混合随机退化模型, 克服了目前研究中潜

在的假设: 1)假设设备的随机退化过程为单一的线

性或非线性形式, 忽略了设备内部的多种类型退化

过程分别对 RUL预测的影响; 2)将设备的随机退

化过程简化成无记忆效应的马尔科夫过程, 受到强

马尔科夫性的限制. 最后, 通过本文方法实现了随

机退化设备的 RUL寿命自适应预测, 且预测精度

高于同等条件下传统模型的预测精度. 主要结论有

一下 3点:
1)基于 FBM的混合随机退化模型, 能够更为

准确、合理地描述设备随机退化过程中可能含有的

记忆效应. 通过实例验证和与传统的建模方法比较,
其 RUL预测结果更加精确、不确定性更小;

2)本文采用的参数估计方法有效地利用了设

备的历史退化信息和实时监测信息, 从而更加准确

地实现了设备 RUL的实时预测.
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综上所述, 本文提出的基于 FBM的混合随机

退化模型对随机退化设备建模更为合理与准确, 并
且 RUL预测结果优于传统方法, 具有一定的工程

实用价值. 下一步的研究方向为如何对预测模型中

共性参数进行自适应更新. 

附录 A 定理 1 的证明

n → ∞
{
zn,Hp(t), t ≥ 0

}√
LpBHp(t)

证明. 当  时, 缩放过程 

弱收敛于  [26], 其中:

Hp = p+
1

2
, 0 < p <

1

2

Lp =
1

1 + 2p
+

∫ ∞

0

[(x+ 1)
p − xp]

2dx

zn,Hp(t)  的具体形式为:

zn,Hp
(t) =

1

nHp

∑
k∈Z

(
a−k+1 + a−k+2 + · · ·+ a−k+⌊nt⌋

)
ξk

⌊nt⌋ ⌊nt⌋
{ξi, i ∈ Z}

E (ξ0) = 0 E
(
ξ20
)
= 1 k > 0 ak = pkp−1

ak = 0

式中,   表示不超过的最大整数, 即  为向下取

整符号.   是独立同分布的随机序列, 满

足  和 . 当  时,  ;

否则,  .
因此, 只需要解决以下形式的退化过程的 RUL

分布:

X(t) = λt+ α

∫ t

0

η(γ;β)dγ + σB(h(tk)) (A1)

其中

h(tk) =

1

n2HpLp

∑
k∈Z

(
a−k+1 + a−k+2 + · · ·+ a−k+⌊ntk⌋

)2
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图 7    陀螺仪退化模型随机参数的实时更新过程

Fig. 7    Real-time updating process of random parameters of gyroscope degradation model
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图 8    在不同时间点处四种方法预测 RUL的 PDF对比

Fig. 8    Comparison of RUL＇s PDFs by four prediction
methods at each time
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基于弱收敛理论, 可以将模型 (1) 转换成式

(37). 文献 [27]指出, 时间重新缩放的 FBM保持零

均值高斯过程, 然后在适当的假设下给出了相应

RUL分布的近似表达式[13]. 具体来说, 考虑以下退

化模型:

X (t) = λΛ (t; θ) + αΨ(t;ϑ) + σB (τ (t; ε))

ω m tk假设失效阈值为  , 则第   个设备在   时刻

RUL的 PDF如下:

fm, k (lm, k) =
gm, k (lm, k)∫∞

0
gm, k (lm, k) dlm, k

ϑk = ∆Λ2(tk + lk; θ)σ
2
λ +∆Ψ2(tk + lk;ϑ)σ

2
α +

ρ0σλσα∆Λ(tk + lk; θ)∆Ψ (tk + lk;ϑ) +

σ2∆τ (tk + lk; ε)

νk = ∆Λ(tk + lk; θ)−
d∆Λ(tk + lk; θ)

d∆τ (tk + lk; ε)
×

∆τ (tk + lk; ε) + ∆Ψ(tk + lk;ϑ) −
d∆Ψ(tk + lk;ϑ)

d∆τ (tk + lk; ε)
∆τ (tk + lk; ε)

gk (lk) =
1

∆τ (tk + lk; ε)
√
2πϑk

d∆τ (tk + lk; ε)

dlk
×[

ωk − νk
1

uk
× (∆Λ (tk + lk; θ)σ

2
λ +

∆Ψ(tk + lk;ϑ)σ
2
α)ωk +

(µλ + µα)σ
2∆τ (tk + lk; ε)

]
×

exp

{
− 1

2ϑk
× [ωk − µλ∆Λ(tk + lk; θ) −

µα∆Ψ(tk + lk;ϑ)]
2

}

∆Λ(tk + lk; θ) = Λ(tk + lk; θ)− Λ(tk; θ)

∆Ψ(tk + lk;ϑ) = Ψ(tk + lk;ϑ)−Ψ(tk;ϑ) ∆τ(tk +

lk; ε) = τ(tk + lk; ε)− τ(tk; ε) ωk = ω − x(tk)

式中 ,    ,

,   

  ,  .

Λ(tk; θ) = tk, Ψ(tk;ϑ) =
∫ tk
0

η(γ;β)dγ, ∆Λ ×
(tk + lm, k; θ) = lm, k ωm, k = ωm − xm(tk) ∆Ψ ×
(tk + lm, k;ϑ)=

∫ tk+lm, k

tk
η(γ;β)dγ ∆τ(tk + lm, k; ε) =

h(tk + lm, k)− h(tk) = ∆h(tk + lm, k),

令      

,  ,  

,  

  则:

ϑm, k = l2m, kσ
2
λ +∆Ψ(tk + lm, k;ϑ)

2
σ2
α −

ρ0σλσαlm, k∆Ψ(tk + lk;ϑ) +

σ2∆h (tk + lm, k)

νm, k = lm, k − ∆l∆h (tk + lm, k)

h
(tk + lm, k +∆l) −

∆h (tk + lm, k) + ∆Ψ(tk + lm, k;ϑ) −
d∆Ψ(tk + lm, k;ϑ)

dlm, k
×

∆l∆h (tk + lm, k)

h (tk + lm, k +∆l)−∆h (tk + lm, k)

gm, k =
1

∆h (tk + lm, k)
√
2πϑm, k

×

h (tk + lm, k +∆l)−∆h (tk + lm, k)

∆l
×[

ωk − νk
1

um, k
(lm, kσ

2
λ +∆Ψ(tk +

lm, k;ϑ)σ
2
α)wk +

(µλ + µα)σ
2∆h (tk + lm, k)

]
×

exp

{
− [ωk − µλlm, k − µα∆Ψ(tk + lk;ϑ)]

2

2ϑm, k

}

ξm, k =
(
lm, kσ

2
λ +∆Ψ(tk + lm, k;ϑ)σ

2
α

)
ωk +

(µλ + µα)σ
2∆h (tk + lm, k) , 则 gm, k 可以简化为 :

令  

   

gm, k =
ωkϑm, k − νm, kξm, k

∆h (tk + lm, k)
√
2πϑm, k

×

h (tk + lm, k +∆l)−∆h (tk + lm, k)

∆l
×

exp

{
− [ωk − µλlm, k − µα∆Ψ(tk + lk;ϑ)]

2

2ϑm, k

}
定理 1的具体使用方法见文献 [13].  □ 

附录 B 定理 2 的证明

µm = µλ0Tm,A + µα0Tm,B Σ−1
m

证明. 基于式 (14)和 FBM的特性, 可以比较

容易得到   . 下面对  进

行推导.
Xm = [Xm, 1, Xm, 2, · · · , Xm,Nm ]T对于监测数据 ,

其协方差阵可以记为如下:

Σ−1
m =


var (Xm, 1) cov (Xm, 1, Xm, 2)

var (Xm, 2)

...
...

· · · cov (Xm, 1, Xm,Nm
)

· · · cov (Xm, 2, Xm,Nm
)

. . .
...

· · · var (Xm,Nm
)

(B1)
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根据式 (14), 可得:

var (Xm,n) =

var

(
λ0tm,n + α0

∫ tm,n

0

η (γ;β0)dγ +

σ0BH (tm,n)

)
=

var
(
λ0tm,n + α0

∫ tm,n

0

η (γ;β)dγ
)

+

var (σ0BH (tm,n)) =

t2m,nσ
2
λ0 +

(∫ tm,n

0

η (γ;β) dγ
)2

σ2
α0 +

2tm,n

∫ tm,n

0

η (γ;β0)dγρ0σλ0σα0 + σ2
0t

2H
m,n

(B2)

tm, 1 ≤ tm,ni ≤ tm,nj ≤ tm,n令 . 根据协方差定

义, 可得:

cov
(
Xm,ni , Xm,nj

)
= E

(
Xm,ni , Xm,nj

)
−

E (Xm,ni)E
(
Xm,nj

)
(B3)

E
(
Xm,ni , Xm,nj

)
首先, 推导 :

E
(
Xm,ni , Xm,nj

)
=

E
{[

λ0tm,ni
+α0

∫ tm,ni

0

η (γ;β0)dγ + σBH (tm,ni
)

]
×[

λ0tm,nj+α0

∫ tm,nj

0

η (γ;β0)dγ + σBH

(
tm,nj

)]}
=

tm,ni
tm,nj

(
µ2
λ0 + σ2

λ0

)
+

(∫ tm,ni

0

η (γ;β0)dγ
)

×(∫ tm,nj

0

η (γ;β0)dγ
)(

µ2
α0 + σ2

α0

)
+(

tm,ni

∫ tm,nj

0

η(γ;β0)dγ+tm,nj

∫ tm,ni

0

η(γ;β0)dγ
)

×

(µλ0µα0 + ρ0σλ0σα0) +

σ2

2

(
t2Hm,nj

+ t2Hm,ni
+
∣∣tm,nj

− tm,ni

∣∣2) (B4)

E (Xm,ni)E
(
Xm,nj

)
其次, 推导 :

E (Xm,ni
)E
(
Xm,nj

)
=

[
µλ0tm,ni

+

µα0

∫ tm,ni

0

η (γ;β0)dγ

]
×

[
µα0tm,nj

+ µα0

∫ tm,nj

0

η (γ;β0)dγ
]

(B5)

将式 (B4)、式 (B5)代入式 (B3), 可得:

cov
(
Xm,ni , Xm,nj

)
=

tm,ni
tm,nj

σ2
λ0 +

(∫ tm,ni

0

η (γ;β0)dγ
)

×(∫ tm,nj

0

η (γ;β0)dγ
)
σ2
α0 +(

tm,ni

∫ tm,nj

0

η (γ;β0)dγ +

tm,nj

∫ tm,ni

0

η (γ;β0)dγ

)
×

ρ0σλ0σα0 +

σ2

2

(
t2Hm,nj

+ t2Hm,ni
+
∣∣tm,nj

− tm,ni

∣∣2H) (B6)

∑M
m=1

最后, 将式 (B6)、式 (B2) 代入式 (30), 可得

.  □
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