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时滞分布参数系统中和控制器设计

周笔锋 1, 2 罗毅平 2, 3

摘 要 首先给出中和控制器设计思路, 针对具有时滞特性的分布参数系统, 设计中和控制器, 讨论此类系统的稳定问题. 利

用 Lyapunov 稳定性理论并结合矩阵不等式处理方法, 得出具有时滞特性分布参数系统稳定中和控制器存在的充分条件. 最后

结合所给条件, 给出一个数值仿真说明其有效性.
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Neutralization Control of Distributed Parameter Systems With Delay
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Abstract The design idea of neutralization controller is given at first. Then the stability problem of distributed param-

eter systems with delay is investigated. A neutralization controller is designed for the system. By the Lyapunov stability

theory and the linear matrix inequality, a sufficient condition is obtained for the stable neutralization controller to exist in

the distributed parameter systems, in which the characteristics are delayed. Finally, combined with the given conditions,

a numerical simulation is conducted to illustrate the effectiveness of the controller.
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实际生活中许多物理系统都具有时空特性, 例
如热扩散、流体换热器、化学工程、旋转梁、可变几

何形状静电微致动器、集成和消防神经元等[1−7], 其
行为必须依赖于时间和空间位置, 这些系统的时空
过程被称为分布参数系统 (Distributed parameter
systems, DPSs). 为了更好地研究此类系统, 根据
能量守恒定律, 通常构建拟线性抛物型偏微分方程
(Quasi-linear parabolic partial differential equa-
tion) 或拟线性抛物型偏微分 –积分方程 (Quasi-
linear partial differential-integral equations). 构建
拟线性抛物型偏微分方程研究分布参数系统稳定性
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一直是国内外相关领域学者的重点研究课题[8−15].
文献 [8] 针对拟线性抛物型偏微分方程设计控

制器, 利用 Lyapunov 稳定性定理结合线性矩阵不
等式 (Linear matrix inequality, LMI)计算方法, 得
出了分布参数系统指数稳定控制器存在的充分条

件. 文献 [9] 针对一类同时具有变时滞和连续分布
时滞的分布参数系统的状态反馈控制问题进行了研

究, 通过选择适当的 Lyapunov-Krasovskii 函数, 采
用 LMI 方法, 得到了变时滞闭环系统渐近稳定的
一个充分条件. 文献 [10] 针对具有时滞性的抛物型
偏微分方程, 利用滑模控制 (Sliding mode control,
SMC), 研究了系统的稳定性. 文献 [11] 针对一类具
有耦合性质的时滞分布参数系统, 构建拟线性抛物
型偏微分方程并结合 Lyapunov 稳定性定理, 研究
了系统节点的同步问题. 文献 [12] 针对工艺参数未
知的化学分布参数系统, 构建半线性偏微分方程, 利
用 Lyapunov 稳定性定理, 研究了其自适应输出反
馈控制问题. 文献 [13] 基于边界观测和边界控制, 针
对扩散抛物型偏微分方程, 运用自适应控制方案, 研
究了系统的同步稳定性.

分布参数系统分布式控制是针对分布参数系统

中的状态变量设计控制器, 达到控制的目的. 这种方
法的好处在于控制器设计简单, 但实际应用中有一
定难度. 考虑现实生活中存在另一类控制方法, 例如
工厂的工业废水处理, 工业废水中污染物的种类较
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多, 较常见的有酸碱污染物, 对于工业废水, 在进入
河道之前需进行一系列处理. 对于工业废水中的酸
碱污染物, 比较常用的方法是用相对应的化学物质
进行中和. 例如对于酸性污水需用碱性物质来中和,
首先, 溶液中酸性离子的分布可以看成一个分布参
数系统, 因为其浓度不是均匀分布的; 其次, 在中和
过程中, 渗入工业废水中的碱性离子的扩散也可以
看作是一个分布参数系统, 对于不同的时间, 不同的
位置, 碱性离子的密度不尽相同, 若添加了过量的碱
性物质, 污水又将呈现碱性, 污染环境; 若碱性物质
的量过少, 则存在部分酸性离子不能中和, 同样对环
境存在危害. 基于此, 若将碱性物质在工业废水中的
扩散现象构建成一个合适的分布参数系统, 用偏微
分方程描述, 在构建的系统中同时考虑酸性离子对
碱性物质的影响, 将碱性物质作为控制酸性离子的
控制器, 这种控制方法称为中和控制.
在实际系统中, 时滞现象普遍存在[9−11, 16−18],

在系统的信息传递和信号检测过程中通常具有滞后

现象. 因此, 从时滞分布参数系统出发, 设计中和控
制器, 研究时滞分布参数系统的中和控制就显得尤
为重要. 基于此, 本文针对具有变时滞特性的分布
参数系统, 设计中和控制器, 讨论此类系统的稳定问
题. 利用 Lyapunov 稳定性理论并结合 LMI 处理方
法, 得出了具有时滞特性分布参数系统稳定中和控
制器存在的充分条件. 最后结合所给条件, 给出一个
数值仿真说明其有效性.

1 问题描述

考虑下列具有时滞特性的分布参数系统

∂wi(x, t)
∂t

= Da

m∑
k=1

∂2wi(x, t)
∂x2

k

+

n∑
j=1

a0
ijwj(x, t)+

n∑
j=1

aijwj(x, t− τ) + ui,

i = 1, 2, · · · , n (1)

将系统变为矩阵形式, 即为

∂W (x, t)
∂t

= Da∆W (x, t) + A0W (x, t)+

AW (x, t− τ) + U(x, t) (2)

其中, (x, t) ∈ Ω × R+, Da > 0, τ 为时滞, A0 =
(a0

ij)n×n 和 A = (aij)n×n 为常数矩阵, Ω = {x, |x|
< l < ∞} ∈ Rm 为具有光滑边界 Θ 的有界区域,
且 mesΩ > 0 (mesΩ 表示 Ω 的测度), U(x, t) =
(u1(x, t), · · · , un(x, t)) ∈ Rn 为控制输入, 状态变

量 W (x, t) = (w1(x, t), · · · , wn(x, t)) ∈ Rn, ∆ =∑m

k=1
∂2

∂x2
k

为 Laplace 扩散 –吸收算子, 系统初始边
界条件为

W (x, t) = 0, (x, t) ∈ Θ× [0,+∞) (3)

或

∂W (x, t)
∂t

= 0, (x, t) ∈ Θ× [0,+∞) (4)

W (x, t) = ψ(x, t), (x, t) ∈ Θ× [−τ, 0) (5)

其中, n 为 Θ 的单位外法向量, ψ(x, t) 为适当光滑
的函数.

为使系统 (1) 达到稳定, 设计如下中和控制器




∂ηi(x, t)
∂t

= Dc

m∑
k=1

∂2ηi(x, t)
∂x2

k

+
n∑

j=1

bcijηj(x, t)+

n∑
j=1

b1
cijwj(x, t) +

n∑
j=1

b2
cijwj(x, t− τ)

ui(x, t) = kiηi(x, t), i = 1, · · · , n

(6)

将控制系统 (6) 变为矩阵形式, 即为




∂χ(x, t)
∂t

= Dc∆χ(x, t) + Bcχ(x, t)+

Bc1W (x, t) + Bc2W (x, t− τ)

U(x, t) = Kχ(x, t)
(7)

其中, χ(x, t) = (η1(x, t), · · · , ηn(x, t)) ∈ Rn 为状

态变量, Dc > 0, Bc = (bcij)n×n, Bc1 = (b1
cij)n×n,

Bc2 = (b2
cij)n×n 为控制器参数, 控制律 U(x, t) 为系

统 (2) 输入控制, 控制系统 (7) 初始边界条件为

χ(x, t) = 0, (x, t) ∈ Θ× [0,+∞) (8)

或

∂χ(x, t)
∂t

= 0, (x, t) ∈ Θ× [0,+∞) (9)

χ(x, t) = ϕ(x, t), (x, t) ∈ Θ× [−τ, 0) (10)

其中, n 为 Θ 的单位外法向量, ϕ(x, t) 为适当光滑
的函数.
引理 1 (Schur complements)[19]. 对于给定

的对称矩阵 S =

[
S11 S12

ST
12 S22

]
< 0, 以下三个条件

是等价的:
1) S < 0;
2) S11 < 0, S22 − ST

12S
−1
11 S12 < 0;

3) S22 < 0, S11 − S12S
−1
22 ST

12 < 0.
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引理 2[20]. 设 Ω ∈ Rn 是边界 Θ 内的光滑有界
区域, n 为 Θ 的单位外法向量, G ⊂ Ω 为一光滑子
域, 若 u, v ∈ C2(Ḡ), 则

∫

G

u∆vdx =
∫

∂G

u
∂v

∂n
ds−

∫

Ω

5u5 vdx (11)

2 主要结论

本文的目标是设计控制器使系统达到稳定状态.
将设计的中和控制器 (7) 作用于系统 (2), 得到如下
闭环系统.

∂z

∂t
= Dd∆z(x, t) + Hz(x, t) + Gz(x, t− τ)

(12)

其中,

z(x, t) =

[
W (x, t)
χ(x, t)

]
∈ R2n

Dd =

[
DaIn 0

0 DcIn

]
∈ R2n×2n

H =

[
A0 K

Bc1 Bc

]
∈ R2n×2n

G =

[
A 0

Bc2 0

]
∈ R2n×2n

定理 1. 在给定参数条件下, 若存在矩阵 Y , W ,
S1n, S2n ∈ Rn×n 为正定对称矩阵, 矩阵M , D, X1,
X2, X3, X4 ∈ Rn×n 满足以下矩阵不等式




Π1 X3 AS1n 0 W I

∗ Π2 X4 0 MT 0
∗ ∗ −S1n 0 0 0
∗ ∗ ∗ −S2n 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −S1n 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S2n




< 0

(13)[
W I

I Y

]
> 0,

[
S1n 0
0 S2n

]
> 0 (14)

其中

Π1 =WTAT
0 + A0W + X2 + XT

2

Π2 =AT
0 Y + Y TA0 + X1 + XT

1

X1 =DBc1

X2 =KMT

X3 =WTAT
0 Y + XT

2 Y + WTXT
1 +

MBT
c DT + A0

X4 =Y TAS1n + DBc2S1n

则构建的中和控制器使系统镇定.
证明. 构造李雅普诺夫函数为

V (t, z(x, t)) =
∫

Ω

zT(x, t)Pz(x, t)dx+
∫

Ω

∫ t

t−τ

zT(x, θ)Sz(x, θ)dθdx (15)

V̇ (t, z(x, t)) =
∫

Ω

zT(x, t)P ż(x, t)+

zT(x, t)P ż(x, t)dx +
∫

Ω

zT(x, t)Sz(x, t)−

zT(x, t− τ)Sz(x, t− τ)dx

V̇ (t, z(x, t)) =
∫

Ω

zT(x, t)(PH + HTP )z(x, t)+

zT(x, t)PGz(x, t− τ)+

2zT(x, t)PDd∆z(x, t)+

zT(x, t− τ)GTPz(x, t)+

zT(x, t)Sz(x, t)− zT(x, t− τ)Sz(x, t− τ)dx

令 I(t) =
∫
Ω

zT(x, t)Γ∆z(x, t)dx, Γ = (Γij) =
2PDd, 利用引理 2 和边界条件

I(t) =
2n∑
i=1

2n∑
j=1

Γij

∫

Ω

zi(x, t)∆zi(x, t)dx =

2n∑
i=1

2n∑
j=1

Γij[
∫

Θ

zi(x, t)
∂zi(x, t)

∂n
dx−

∫

Ω

5zi(x, t)5 zi(x, t)dx] =

−
∫

Ω

5zT(x, t)Γ5 z(x, t)dx

V̇ (t, z(x, t)) =
∫

Ω

zT(x, t)(PH + HTP )z(x, t)+

zT(x, t)PGz(x, t− τ)−
5 zT(x, t)2PDd 5 z(x, t)+

zT(x, t− τ)GTPz(x, t)+

zT(x, t)Sz(x, t)− zT(x, t− τ)Sz(x, t− τ)dx

V̇ (t, z(x, t)) ≤
∫

Ω

[
z(x, t)

z(x, t− τ)

]T

×
[
PH + HTP + S PG

GTP −S

][
z(x, t)

z(x, t− τ)

]
dx

所以若存在不等式
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[
PH + HTP + S PG

GTP −S

]
< 0 (16)

成立, 则

V̇ (t, z(x, t)) < 0 (17)

由矩阵不等式 (16) 求解控制器时, 控制器参数
K, Bc, Bc1, Bc2 包含在矩阵H 和矩阵 G 中不能被

求出, 所以接下来的目的是求解控制器参数.
首先, 将矩阵 P , S 分区, 定义:

P =

[
Y D

DT Tc

]

P−1 =

[
W M

MT N

]

S−1 =

[
S1n 0
0 S2n

]
(18)

其中, Y , W 是正定对称矩阵, D, M ∈ Rn×n 是可

逆矩阵, 且 PP−1 = I

MDT = I −WY (19)

定义两个矩阵

E =

[
W I

MT 0

]
, F =

[
I Y

0 DT

]
(20)

有

PE = F, ETPE = ETF =

[
W I

I Y

]
> 0

(21)

对式 (16) 两边左乘

[
ET 0
0 S−1

]
, 右乘

[
E 0
0 S−1

]
,

有
[
ETHTF + FTHE + ETSE FTGS−1

S−1GTF −S−1

]
< 0

(22)

由式 (18)∼ (22), 根据 Schur 补定理及所给条
件可得定理成立. ¤
推论 1. 对于系统 (1), 若取时滞 τ = 0, 则系统

变为

∂W (x, t)
∂t

=Da∆W (x, t)+

(A0 + A)W (x, t) + U(x, t)

则可构造控制器为





∂χ(x, t)
∂t

= Dc∆χ(x, t)+

Bcχ(x, t) + Bc1W (x, t)

U(x, t) = Kχ(x, t)

在给定参数条件下, 若存在矩阵 Y , W ∈ Rn×n

为正定对称矩阵, 矩阵M , D, X1, X2, X3 ∈ Rn×n

满足以下矩阵不等式

[
Φ1 X3

∗ Φ2

]
< 0

[
W I

I Y

]
> 0

其中

Φ1 =WT(AT
0 + AT) + (A0 + A)W + X2 + XT

2

Φ2 =(AT
0 + AT)Y + Y T(A0 + A) + X1 + XT

1

X1 =DBc1

X2 =KMT

X3 =WT(AT
0 + AT)Y + XT

2 Y + WTXT
1 +

MBT
c DT + A0 + A

则构建的中和控制器使系统镇定.
证明. 构造李雅普诺夫函数为

V (t, z(x, t)) =
∫

Ω

zT(x, t)Pz(x, t)dx

后续参考定理 1 的证明. ¤
注 1. 本文针对一类具有时空特性的分布参数

系统提出了中和控制方法. 这类系统的控制许多学
者进行了研究, 主要是用分布式控制设计控制器, 例
如文献 [8−11] 等. 我们采用完全不同的设计思想,
在相应的时空上设计控制器, 控制器形如式 (6) 和
式 (7) , 利用设计的分布参数系统控制目标分布参
数系统, 控制过程为设计的分布参数系统自行运动
的过程. 当知道控制系统的模型时, 这种控制方法在
实际应用中容易实现, 此控制方法最大优点在于不
用对状态点进行直接控制.

3 数值仿真

为了说明问题, 考虑如下分布参数系统及控制
系统
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



∂W (x, t)
∂t

= Da∆W (x, t) + A0W (x, t)+

AW (x, t− τ) + U(x, t)
∂χ(x, t)

∂t
= Dc∆χ(x, t) + Bcχ(x, t)+

Bc1W (x, t) + Bc2W (x, t− τ)

U(x, t) = Kχ(x, t)

对分布参数系统, m = 1, n = 2, 系统参数 Da

= 1.9, A0 =

[
0.5 −3
1 2

]
, A =

[
1 0
0 2

]
; 取时滞 τ =

1, 应用定理 1 提出的方法, Dc = 1.8, 通过 MAT-
LAB 软件中的 LMI 工具箱, 可以得到控制系统参
数.

K = 104 ×
[
2.4122 0

0 2.3778

]

Bc = 104 ×
[
−1.6755 −0.6569
−0.6664 −1.2168

]

Bc1 =

[
−1.5127 0.3684
0.3684 −1.2435

]

Bc2 =

[
−0.6946 −0.5525
−0.2763 −1.0235

]

给定系统的初始条件

w1(x, 0) = − exp(0.7(−x + 5))

w2(x, 0) = 0.5 sin(2x)

η1(x, 0) = 0

η2(x, 0) = 0

图 1 和图 2 是系统状态和控制系统的状态图.
从图 1 和图 2 可以看出, 系统在控制器的作用下, 经
过一段时间后可达到稳定状态.

4 结束语

本文首先给出中和控制器设计思路, 针对具
有时滞特性的分布参数系统, 设计中和控制器, 讨
论此类系统的稳定问题. 利用 Lyapunov 稳定性理
论并结合 LMI 处理方法, 得出了具有时滞特性分
布参数系统稳定中和控制器存在的充分条件. 最
后结合所给条件, 给出一个数值仿真说明其有效
性.

图 1 分布参数系统W (x, t) 状态图

Fig. 1 The state of distributed parameter

systems W (x, t)
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图 2 控制系统 χ(x, t) 状态图

Fig. 2 The state of controller χ(x, t)
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