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一种不完全信息下递推辨识方法及收敛性分析

杜大军 1 商立立 1 漆 波 1 费敏锐 1

摘 要 针对信号在网络环境下传输带来不完全信息使得在线参数辨识算法和收敛性困难的问题, 不同于传统递推最小二乘

方法, 本文提出了一种不完全信息下递推辨识方法并分析其收敛性. 首先运用伯努利分布刻画引起不完全信息的数据丢包特

性, 然后基于辅助模型方法补偿不完全信息并构造了新的数据信息矩阵, 并运用矩阵正交变换性质对数据信息矩阵进行 QR

分解, 推导了融合网络参数的递推辨识新算法, 理论证明了在不完全信息下递推参数辨识算法的收敛性. 最后仿真结果验证了

所提方法的可行性和有效性.
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Convergence Analysis of an Online Recursive Identification Method with

Uncomplete Communication Constraints
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Abstract Under the network environment, the uncomplete infromation causes an undesirable effect on the parameter

identification and convergence. Unlike the traditional recursive least squares (RLS) algorithm, the paper proposes a

novel online recursive identification method with uncomplete communication constraints. In this algorithm, the Bernoulli

process is firstly employed to describe the character of data packet losses, and the uncomplete information is compensated

by the auxiliary model strategy. The new data information matrix is then constructed, which is decomposed by QR

decomposition and the intermediate matrix can be updated recursively. An new recursive least squares (RLS) algorithm

under networks with random packet losses is then presented, and its convergence is analysed. Simulation confirms the

feasibility and efficiency of the proposed method.
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随着通信、计算机、自动控制和仪器仪表等技

术的发展和相互渗透, 传感器、控制器以及执行器通
过网络形成闭环, 构成网络化控制系统 (Networked
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control systems, NCSs)[1−4]. 网络化控制系统由于
具有信息资源共享、布线简单、高效灵活、易于安装

和维护等诸多优点, 已经初步应用于机器人、汽车工
业、航天航空等领域[5−7].

目前网络化控制系统大多假设系统模型已知,
然后开展融合通信约束的网络化控制系统量化、滤

波、控制器设计和稳定性分析等研究[8−10]. 然而, 有
时系统模型未知, 通常可采用机理法和系统辨识方
法建模. 机理法通过分析过程的运动规律, 运用已知
的定律和原理建立数学模型, 但是有时实际过程的
机理并非完全知道, 并且有时系统还可能不断变化,
导致很难利用机理法进行建模. 为克服机理法的不
足, 系统辨识利用已知先验信息和输入 – 输出数据
来建立系统数学模型[11]. 因此, 需要在网络环境下
开展网络辨识, 为基于模型的网络控制奠定基础.

在网络辨识中, 各种信号通过通信网络进行传
输和交换, 由于网络带宽有限并且大量设备共享这
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个带宽, 网络不确定性因素 (如网络诱导延时、数据
丢包和数据包错序等) 不可避免地被引入[1−4, 11], 这
必将限制和影响系统辨识的性能, 甚至造成系统辨
识不收敛. 目前国内外学者针对网络辨识的研究仍
处于起步阶段, 相关成果可分为离线辨识与在线辨
识两种. 在离线辨识方面, 文献 [12] 考虑网络不确
定性因素, 研究了开环稳定线性时不变过程的离线
辨识问题. 文献 [13] 考虑网络诱导延时, 提出了依赖
输出信号二阶统计特性的协方差方法来辨识系统参

数. 文献 [14] 采用三次样条差值来补偿网络数据丢
包, 然后采用快速递归算法离线进行系统结构和参
数的辨识. 在在线辨识方面, 文献 [15] 在稀缺数据
情况下, 基于传统的递推最小二乘算法简单给出了
网络环境下的递推最小二乘算法但缺乏收敛性分析.
文献 [16] 进一步提出了一种改进的卡尔曼滤波递推
算法以辨识系统参数. 文献 [17] 提出了在稀缺数据
情况下的基于梯度的递推算法. 文献 [18] 针对数据
丢包, 将其当作异步非均匀采样系统, 提出一种可变
迭代间隔的递推辨识算法. 以上研究工作主要考虑
不完全数据信息因素, 初步开展基于传统递推算法
的递推最小二乘或卡尔曼滤波问题研究, 缺乏基于
Givens、Householder 等快速分解方法的递推算法
来解决网络环境下的系统辨识.

郭雷和陈翰馥[19] 提出了基于随机梯度算法的

最小二乘参数估计递推算法, 进一步提出了带有遗
忘因子的递推最小二乘算法, 并探讨了辨识算法的
稳定性和跟踪性能等[20−21]. 然而, 传统的递推最小
二乘算法在进行递推参数估计时, 无法保证数据信
息矩阵的正定性, 致使算法可能不稳定[22−23]. 为了
提高递推算法的稳定性和计算效率, 一种基于 QR
分解的加权递推最小二乘算法被提出, 它运用 QR
分解方法对数据信息矩阵进行分解, 避免传统递推
算法求解过程中运用矩阵求逆 (Matrix pseudoin-
verse) 导致的病态, 提高了算法稳定性[22−24]. 然而,
网络辨识不同于普通的系统辨识, 在网络环境中网
络不确定性因素如数据丢包将导致信息不完全, 这
必将限制和影响系统辨识算法的性能. 因此, 基于
QR 分解的加权递推最小二乘算法不能简单直接地
应用于网络环境下的系统辨识, 必须考虑通信网络
导致的不完全信息, 深入开展网络系统递推辨识算
法及收敛性分析研究.
本文从受不完全信息约束的角度研究网络化递

推辨识算法及收敛性分析问题, 运用伯努利分布刻
画了引起不完全信息的数据丢包特性, 然后基于辅
助模型和矩阵 QR 分解方法提出了融合网络参数的
递推辨识新算法, 并证明了在不完全信息下递推参
数辨识算法的收敛性.

1 问题描述

考虑如下线性离散系统差分方程模型:

xk =
BZ

AZ

uk

yk = xk + vk (1)

其中, yk 和 uk 分别为系统输出测量值和输入激

励信号, xk 是系统无噪声输出但不可测, vk 假设

为系统零均值观测白噪声, 其方差为 σ2, AZ = 1 +
a1z

−1+· · ·+amz−m, BZ = b0+b1z
−1+· · ·+bnz−n,

ai (i = 1, 2, · · · ,m) 和 bj (j = 0, 1, · · · , n) 是待辨
识的未知参数, 模型结构参数m、n 假设已知, 并设
M = m + n.
定 义 YN = [y1, y2, · · · , yN ]T ∈ RN×1,

Θ = [a1, · · · , am, b1, · · · , bn]T ∈ RM×1 和 VN =
[v1, v2, · · · , vN ]T ∈ RN×1, 式 (1) 可写成矩阵形式:

YN = ΦNΘ + VN (2)

式 中, ΦN = [ϕ1, · · · , ϕN ]T ∈ RN×M ,
ϕT

k = [−xk−1,−xk−2, · · · ,−xk−m, uk−1, uk−2, · · · ,

uk−n], k = 1, · · · , N .
不完全信息下网络辨识和控制系统如图 1 所示,

辨识器和控制器通过网络与被控对象相连, 网络不
确定性因素不可避免地引入. 在实际的系统中, 为了
实现高品质的辨识和控制性能, 在每个采样周期内
只选择最新的数据包进行执行, 采用主动丢包策略
将长网络诱导延时、数据丢包和数据包错序放在一

个框架内, 即统一为数据丢包. 在本文中运用伯努利
分布刻画引起不完全信息的数据丢包特性, 其概率
分布律如下:

Pr{αk = 1} = E{αk} = ρ

Pr{αk = 0} = 1− E{αk} = 1− ρ

var{αk} = E{(αk − ρ)2} = ρ(1− ρ) = β2

(3)

其中, 若数据包传输成功 αk = 1, 否则为 0. 已知正
常数 0 < ρ < 1 表示数据传输成功概率且其方差为
β2.
注 1. 在式 (3) 中, αk 为 1 或 0, 它代表数据包

在网络传输中的状态, 故网络辨识受不完全信息 (即
数据包丢失) 的约束, 它势必影响辨识性能甚至造成
辨识算法的不收敛.

在图 1 中, 在每个采样时刻如在第 k 个采样时

刻, 系统输出测量值 yk 通过网络传送, 由于受数据
丢包的影响, 在辨识器端收到的信号为 ȳk. 为了降
低数据丢包影响, 采用文献 [15] 中运用输入输出模
型预估丢失数据方法:

ȳk = αkyk + (1− αk)ŷk (4)
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其中, ŷk 为估计值.
由于在式 (2), ϕT

k 中的元素 xk−i, i = 1, · · · ,m

未知, 故不可直接用传统的最小二乘算法来进行参
数估计. 因此, 运用文献 [16] 中的辅助模型方法, 用
x̂k 代替 xk, 从而构成新的数据信息矩阵 ϕ̄T

k , 即:

x̂k = ϕ̄T
k Θ̂k (5)

其中, ϕ̄T
k = [−x̂k−1,−x̂k−2, · · · ,−x̂k−m, uk−1, uk−2,

· · · , uk−n]. 由新构成的 ϕ̄T
k 可得 ŷk, 即:

ŷk = ϕ̄T
k Θ̂k−1 (6)

图 1 不完全信息下网络辨识和控制系统示意图

Fig. 1 Networked identification and control systems with

incomplete information constraints

由于 ϕT
k 变为 ϕ̄T

k , 故式 (2) 必须改写为

ȲN = Φ̄NΘ + VN (7)

其中, Φ̄N = [ϕ̄1, · · · , ϕ̄N ]T ∈ RN×M .
注 2. 在式 (4) 中, 若 αk = 1 (即数据包传输成

功), ȳk 采用当前系统输出测量值 yk, 否则, 采用估
计值 ŷk.

注 3. 在传统的系统辨识中, 由于不存在网络引
起的数据丢包, 故在式 (4) 中, ȳk = yk 恒成立, 利用
输入输出数据构成系统模型如式 (2) 所示, 然后能
够直接采用文献 [23−24] 中方法进行参数辨识. 然
而, 在网络辨识中, 由于网络引起的数据丢包导致信
息不完全, 无法采用传统方法来构造系统模型. 因
此, 本文采用文献 [15] 中方法预估丢失数据, 进一步
运用文献 [16] 中的辅助模型方法, 用 x̂k 代替 xk 构

成新的数据信息向量 ϕ̄T
k 和信息矩阵 Φ̄N , 最后构成

了系统模型即式 (7), 由于含有网络参数, 这将影响
其递推算法和收敛性.

2 参数的递推估计

针对系统模型 (7), 考虑如下目标函数:

JN =
∥∥WN

(
ȲN − Φ̄NΘ

)∥∥2

2
(8)

其中, WN = diag{wN−1, wN−2, · · · , 1} 为时间渐消
加权矩阵, w 是一个遗忘因子且 0 << w < 1.

由于WN Φ̄N 是N×M 矩阵且WN ȲN 是N×1
向量, 则存在一个 N × N 正定阵[23] QN 使得

QNWN Φ̄N =

[
RN

0

]
, QNWN ȲN =

[
XN

ZN

]
, 其

中, RN 是一个 M × M 的上三角阵, XN 是一个

M × 1 的向量.
在第 N + 1 时刻, 辨识器端收到新的系统输

出测量值 ȳN+1, 则 Φ̄N+1 =

[
Φ̄N

ϕ̄T
N+1

]
, ȲN+1 =

[
ȲN

ȳN+1

]
, 进 一 步 通 过 与

[
QN 0
0 1

]
WN+1

右 乘 变 换 可 得

[
wRN

ϕ̄T
N+1

]
,

[
wXN

ȳN+1

]
, 其 中,

ϕ̄T
N+1 = [−x̂N ,−x̂N−1, · · · ,−x̂N−m+1, uN+1, uN ,

· · · , uN−n+2].
为了进行参数估计递推更新, 采用文献 [23, 25]

方法找到一个正定阵 QN+1 使得





QN+1

[
wRN

ϕ̄T
N+1

]
=

[
RN+1

0

]

QN+1

[
wXN

ȳN+1

]
=

[
XN+1

ZN+1

] (9)

进一步通过分解正交阵 QN+1, 参数辨识递推公
式可由以下定理 1 给出.
定理 1. 若设 N 时刻参数辨识的结果已知为

Θ̂N , 在 N + 1 时刻一步更新后参数辨识的结果为
Θ̂N+1, 则 Θ̂N+1 与 Θ̂N 存在如下递推关系:

Θ̂N+1 = Θ̂N +
hN+1

fN+1

eN+1 (10)

其 中, fN+1 =
√

1 + βT
N+1βN+1, βN+1 =

R−T
N ϕ̄N+1/w, hN+1 = R−1

N βN+1/wfN+1, eN+1 =
ȳN+1 − ϕ̄T

N+1
Θ̂N .

证明. 正交矩阵 QN+1 能够表示为 QN+1 =[
S g

zT δ

]
, 其中, S 是 N × N 矩阵, g 和 z 是

N × 1 向量, 且 δ 是一个标量. 由式 (8) 且把 QN+1

代入 (9), 可得:

Θ̂N+1 = [wSRN + gϕ̄T
N+1]

−1[wSXN + gȳN+1]
(11)

根据 QN+1Q
T
N+1 = I, 则有 g = −1

δ
Sz. 把 g
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代入式 (11) 可得:

Θ̂N+1 = [wRN − 1
δ
zϕ̄T

N+1]
−1[wXN − 1

δ
zȳN+1]

(12)

应用 QN+1 和 Θ̄N+1, 可得 z = −δR−T
N ϕ̄N+1

w
.

定义 βN+1 =
R−T

N ϕ̄N+1

w
, 则 z = −δβN+1. 把 z 代

入式 (12) 可得:

Θ̂N+1 = [wRN + βN+1ϕ̄
T
N+1]

−1×
[wXN + βN+1ȳN+1] (13)

应用矩阵逆引理, 式 (13) 能够改写为:

Θ̂N+1 =
[
w−1R−1

N − w−1R−1
N βN+1β

T
N+1

1 + βT
N+1βN+1

]
×

[wXN + βN+1ȳN+1] (14)

定义 f2
N+1 = 1+βT

N+1βN+1, hN+1 =
w−1R−1

N βN+1

fN+1

,

式 (14) 变为:

Θ̂N+1 = R−1
N XN+

hN+1

fN+1

(
ȳN+1 − ϕ̄T

N+1R
−1
N XN

)
(15)

定义 eN+1 = ȳN+1 − ϕ̄T
N+1R

−1
N XN = ȳN+1 −

ϕ̄T
N+1Θ̂N , 式 (15) 可写为:

Θ̂N+1 = Θ̂N +
hN+1

fN+1

eN+1

注 4. 考虑网络环境下数据丢包影响, 定理 1 给
出了 Θ̂N+1 与 Θ̂N 之间的递推公式, 可进一步改写

为: Θ̂N+1 = Θ̂N + αN+1

hN+1

fN+1

(yN+1 − ŷN+1), 式中

第二项直接反映了不完全信息 (αN+1) 对辨识参数
的影响.
在定理 1 中, 由于 ϕ̄N+1 和 ȳN+1 已知, 故其递

推公式计算关键取决于 R−1
N , 其可采用以下定理 2

中的递推公式计算.
定理 2. 上三角矩阵 R−1

N 与 R−1
N−1 之间的递推

关系如下:

R−1
N = w−1R−1

N−1

(
I − βNβT

N

f2
N − fN

)
(16)

证明. 运用文献 [23] 中方法, 存在一正交阵 TN

使得下式成立:
[

R−T
N 0

hT
N fN

]
= TN ×




R−T
N−1

w
βN

0 1


 (17)

其中,

TN =




I − βNβT
N

f2
N − fN

(fN − 1) βN

f2
N − fN

(fN − 1) βT
N

f2
N − fN

1− (1− fN)2

f2
N − fN




将 TN 代入式 (17) 按照分块矩阵整理可得式 (16).
注 5. 定理 2 给出了 R−1

N 与 R−1
N−1 之间的递推

计算方法, 能够有效计算 R−1
N , 进而方便地进行定理

1 中的参数辨识递推计算. 定理 2 可进一步写为:

RN = ω

(
RN−1 +

R−T
N−1ϕ̄N ϕ̄T

N

1− fN

)

3 算法收敛性分析

在网络环境下, 不完全信息影响系统辨识的收
敛性, 为了证明参数辨识算法的收敛性, 首先给出下
面引理.

引理 1[26]. 若 {χk}, {τk} 均为非负随机变量序
列, 且使得下式成立

χk+1 ≤ χk + τk

其中,
∑∞

i=1 |τi| < ∞, 则 χk 随着 k → ∞ 收敛于一
有限的随机变量 χ0, 即 χk → χ0 < ∞.
引理 2. 定义以下几个变量并给出变量之间的

关系.
1) 定义 P−1

N = RT
NRN , 则 PN = PT

N , 由式 (16)
可得, P−1

N+1 与 P−1
N 之间递推关系为:

P−1
N+1 = w2RT

NRN + 2w2 ϕ̄N+1ϕ̄
T
N+1

1− fN+1

+

w2 ϕ̄N+1ϕ̄
T
N+1R

−1
N R−T

N ϕ̄N+1ϕ̄
T
N+1

(1− fN+1)
2 =

w2P−1
N + 2w2 ϕ̄N+1ϕ̄

T
N+1

1− fN+1

+

w2 ϕ̄N+1ϕ̄
T
N+1PN ϕ̄N+1ϕ̄

T
N+1

(1− fN+1)
2

2) 定义 η̄N = yN − x̂N , Θ̃N+1 = Θ̂N+1 − Θ,
则运用式 (1) 和式 (5) 可得 AZ(η̄N+1 − vN+1) =
−ϕ̄T

N+1Θ̃N+1.

3) 定义 ηN = αN η̄N , 同时注意 α2
N = αN 和

eN = ȳN − ϕ̄NΘ̂N−1 = αN(yN − ŷN), 则 ηN 与 eN

之间关系为:

ηN =
(

1− ϕ̄T
NhN

fN

)
eN
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进一步令

µN =
(

1− ϕ̄T
NhN

fN

)
=

ω2

ω2 + ϕ̄T
NPN−1ϕ̄N

可得 eN = µ−1
N ηN 且 0 < µN < 1.

不同于传统辨识算法收敛性的证明, 在网络辨
识中网络导致的不完全信息影响辨识算法的性能,
使得网络辨识算法的收敛性证明更加困难. 为了证
明本文所提网络辨识算法的收敛性, 本文从遗忘因
子 w = 1 和 0 ¿ w < 1 两种情况入手, 运用以上引
理 1 和 2, 分析并证明两种情况下网络辨识算法的收
敛性.

定理 3. 若遗忘因子 w = 1, 对于系统 (7), 假
设:

1) vk 是一个均值为 0 方差为 σ2 随机白噪声序

列, 即 E[vk] = 0,E(‖vk‖2) = σ2 < ∞;
2) AZ 是正数, 且

∑∞
N=1 A2

Z(η̄2
N+1 + σ2)×

E
(

ΓN+1

(1− fN+1)
2

)
< ∞, 其 中 ΓN+1 =

ϕ̄T
N+1PN ϕ̄N+1; 则均方参数估计误差

∥∥∥Θ̂N+1 −Θ
∥∥∥

收敛到一个常量.
证明. 构造一个李雅普诺夫函数, VN+1 =

Θ̃T
N+1P

−1
N+1Θ̃N+1, 运用式 (10) 且定义 MN+1 =

w2 + ϕ̄T
N+1PN ϕ̄N+1 和 ΓN+1 = ϕ̄T

N+1PN ϕ̄N+1, 则:

VN+1 = Θ̃T
N+1P

−1
N+1Θ̃N+1 =

w2

(
Θ̃T

NP−1
N Θ̃N + 2

Θ̃T
N ϕ̄N+1ϕ̄

T
N+1Θ̃N

1− fN+1

+

Θ̃T
N ϕ̄N+1ΓN+1ϕ̄

T
N+1Θ̃N

(1− fN+1)
2 + 2

eT
N+1ϕ̄

T
N+1Θ̃N

MN+1

+

2
eT

N+1ΓN+1ϕ̄
T
N+1Θ̃N

MN+1 (1− fN+1)
+

eT
N+1Γ

2
N+1ϕ̄

T
N+1Θ̃N

MN+1(1− fN+1)
2 +

2
Θ̃T

N ϕ̄N+1ΓN+1eN+1

(1− fN+1) MN+1

+
Θ̃T

N ϕ̄N+1Γ2
N+1eN+1

(1− fN+1)
2
MN+1

+

eT
N+1ΓN+1eN+1

M 2
N+1

+ 2
eT

N+1Γ
2
N+1eN+1

M 2
N+1 (1− fN+1)

+

eT
N+1Γ

3
N+1eN+1

M 2
N+1(1− fN+1)

2

)

由式 (10) 可得: Θ̃N = Θ̃N+1 − hN+1

fN+1
eN+1, 则:

VN+1 ≤ VN+

(
Θ̃T

N+1ϕ̄N+1

)2
(

2
1− fN+1

+
ΓN+1

(1− fN+1)
2

)
+

(
ϕ̄T

N+1Θ̃N+1

) (
−4

ΓN+1eN+1

f2
N+1 (1− fN+1)

−

2
Γ2

N+1eN+1

f2
N+1(1− fN+1)

2 + 2
eT

N+1

MN+1

+

4
eT

N+1ΓN+1

MN+1 (1− fN+1)
+

2Γ2
N+1eN+1

MN+1(1− fN+1)
2

)
+

2Γ2
N+1e

2
N+1

f4
N+1 (1− fN+1)

+
Γ3

N+1e
2
N+1

f4
N+1(1− fN+1)

2−

2
ΓN+1e

2
N+1

MN+1f
2
N+1

− 2
Γ2

N+1e
2
N+1

MN+1 (1− fN+1) f2
N+1

−

Γ3
N+1e

2
N+1

MN+1(1− fN+1)
2
f2

N+1

−

2
Γ2

N+1e
2
N+1

(1− fN+1) MN+1f
2
N+1

−

Γ3
N+1e

2
N+1

(1− fN+1)
2
MN+1f

2
N+1

+
ΓN+1e

2
N+1

M 2
N+1

+

2
Γ2

N+1e
2
N+1

M2
N+1 (1− fN+1)

+
Γ3

N+1e
2
N+1

M 2
N+1(1− fN+1)

2 (18)

当 w = 1 时, MN+1 = f2
N+1, 运用引理 2, 上式

可化简为:

VN+1 ≤ VN+
(
Θ̃T

N+1ϕ̄N+1

)2
(

2
1− fN+1

+
ΓN+1

(1− fN+1)
2

)
+

(
ϕ̄T

N+1Θ̃N+1

)
2αN+1vN+1−

(
ϕ̄T

N+1Θ̃N+1

)2

2αN+1

AZ

−
ΓN+1e

2
N+1

M 2
N+1

≤
(
Θ̃T

N+1ϕ̄N+1

)2

ΓN+1

(1− fN+1)
2 +

(
ϕ̄T

N+1Θ̃N+1

)
2αN+1υN+1

设 vN+1 独立于 ηN+1, αN+1, AZ , ΓN+1, fN+1

和MN+1, 对上式两边同时取期望, 则可进一步化简
为:

E(VN+1) ≤ E(VN)+

A2
Z(η̄2

N+1 + σ2)× E
(

ΓN+1

(1− fN+1)
2

)
(19)
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若对上式右边第二项从 N = 1 至 N = ∞ 求和
有界, 即

∞∑
N=1

A2
Z(η̄2

N+1 + σ2)E
(

ΓN+1

(1− fN+1)
2

)
< ∞ (20)

根据引理 1, 则式 (19) 收敛到一个常量, 定理 3 得
证.
为了进一步分析所提网络辨识算法的收敛性,

考虑网络特性和所提算法特性, 证明 0 ¿ w < 1 时
网络辨识算法的收敛性.

定理 4. 若遗忘因子 0 ¿ w < 1, 对于系统 (7),
假设:

1) vk 是一个均值为 0 方差为 σ2 随机白噪声序

列, 即 E[vk] = 0,E[‖vk‖2] = σ2 < ∞;

2) AZ 是正数, 且
∞∑

N=1

ξN+1 < ∞, 式中

ξN+1 = A2
Z

(
η̄2

N+1 + σ2
)
E

(
ΓN+1

(1− fN+1)
2

)
+

(β2 + ρ2) η̄2
N+1

w2
E

(
(2ΓN+1 + fN+1 − 1) ΓN+1

(fN+1 − 1)

)
+

(β2 + ρ2) η̄2
N+1

w2
E

( (
Γ3

N+1

)

(1− fN+1)
2

)

则均方参数估计误差
∥∥∥Θ̂N+1 −Θ

∥∥∥ 收敛到一个常
量.
证明. 与定理 3 证明类似, 构造相同的李雅普

诺夫函数 VN+1 = Θ̃T
N+1P

−1
N+1Θ̃N+1, 则对式 (18) 右

边运用引理 2 可化简为:

VN+1 ≤ w2

(
VN−

4µ−1
N+1αN+1η̄N+1ΓN+1AZ (−η̄N+1 + vN+1)

f2
N+1 (1− fN+1)

+

AZ (−η̄N+1 + vN+1) ΓN+1AZ (−η̄N+1 + vN+1)
(1− fN+1)

2 +

2
µ−1

N+1αN+1η̄N+1AZ (−η̄N+1 + vN+1)
MN+1

−

2Γ2
N+1

(
µ−1

N+1αN+1η̄N+1

)2

MN+1 (1− fN+1) f2
N+1

+

2µ−1
N+1αN+1η̄N+1Γ2

N+1AZ (−η̄N+1 + vN+1)

MN+1(1− fN+1)
2 +

ΓN+1

(
µ−1

N+1αN+1η̄N+1

)2

M2
N+1

+

Γ3
N+1

(
µ−1

N+1αN+1η̄N+1

)2

M 2
N+1(1− fN+1)

2

)

进一步对上式两边取期望可得:

E(VN+1) ≤ E(VN) + ξN+1 (21)

若对上式右边第二项从 N = 1 至 N = ∞ 求和
有界, 即

∞∑
N=1

ξN+1 < ∞ (22)

利用引理 1, 参数估计误差收敛到常数, 定理 4 得证.
¤

注 6. 定理 3 和 4 分别证明了在 w = 1 和
0 ¿ w < 1 情况下所提不完全信息下递推辨识方
法的收敛性. 但是与在 w = 1 情况下定理 3 中条
件 2) 相比, 在 0 ¿ w < 1 情况下定理 4 中条件
2) 更加复杂, 这是因为在定理 3 中, 当 w = 1 时
MN+1 = f2

N+1 带入式 (3)有些项能够相互抵消和合
并, 而定理 4 不存在MN+1 = f2

N+1, 因此对式 (18)
不能化成类似的精简形式, 故定理 4 中条件式 (2)
更加复杂.
注 7. 在传统的递推辨识 (即非网络环境下)

中, 有一些递推参数辨识算法在假设信息向量和
协方差矩阵逆都有界条件下 (如文献 [19−20, 27]),
利用协方差矩阵的递推性质分析递推算法能够

收敛到 0 (即一致收敛性), 另一些递推参数辨识
算法 (如文献 [28−29]) 证明了估计误差有界. 而
本文提出的网络参数辨识算法有界收敛到常数

(即有界收敛性), 这是因为定理 3 和定理 4 中的
条件式 (2) 中主要含 ΓN+1 = ϕ̄T

N+1PN ϕ̄N+1 和

fN+1 =
√

1 +
(
R−T

N ϕ̄N+1

/
w

)T (
R−T

N ϕ̄N+1

/
w

)
, 而

PN 和 RN 可分别由引理 2 和注 5 求出, 从 ΓN+1,
fN+1, PN 和 RN 这些计算公式可以发现它们主要

取决于含网络丢包参量的信息向量 ϕ̄T
k , 这与传统的

文献 [19−20, 27] 中信息向量和协方差矩阵逆有界
假设和递推性质不同, 使得它比传统的非网络参数
情况下参数辨识算法的收敛性分析更加复杂, 然而
与传统的参数辨识方法相同, 通过观测 ϕ̄T

k 使得定理

中的条件 2) 具有可观测性.
注 8. 定理 3 和定理 4 证明了虽然数据丢包导

致不完全信息存在, 但是在给定条件下, 递推参数估
计算法在一定条件下依然收敛, 即有界收敛到一常
量.

4 仿真例子

为了验证所提方法的可行性和有效性, 本文先
从不同的数据丢包率、遗忘因子和噪声三个方面分

析其对算法性能的影响, 并进一步与传统的递推最
小二乘、加权递推最小二乘和是否用辅助模型补偿
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丢失数据策略进行了对比分析, 并在Matlab 中实现
了该算法. 考虑如下线性离散系统, 其差分方程为:

xk =
BZ

AZ

uk

其中, AZ = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 = 1 + 0.35z−1 −
0.75z−2, BZ = b1z

−1 + b2z
−2 = 0.214z−1 +

0.428z−2, {vk} 是均值为 0 且方差为 σ2 的白噪

声序列, yk 和 uk 分别为系统输出测量值和输入激

励信号.
在网络环境下, 由于传输过程中存在数据丢

包导致信息不完全, 采用式 (4)∼ (6) 基于辅助
模型方法来补偿这些丢失的信息. 假设参数估
计初值 Θ0 = [0, 0, 0, 0]T, 定义参数估计误差为
δk = ‖Θ̂k −Θ‖/‖Θ‖, 仿真时系统输入 uk 采用 4
阶逆M 序列. 当输出 y 的数据丢包率 ρ = 0.1, 遗
忘因子 w = 0.999, 噪声均方差 σ2 = 0.16 时, 参数
估计如表 1、图 2 所示, 系统输出如图 3 所示. 从表
1 及图 2 可以看出, 参数估计随迭代次数 N 的增加

逐渐趋向真实值, 图 3 显示 y 的估计值几乎等于 y

的真实值.
为了进一步分析提出的不完全信息下递推辨识

方法的性能, 下面先从丢包率、遗忘因子以及噪声三
个方面进行分析, 进一步与传统的递推最小二乘、加
权递推最小二乘和是否用辅助模型补偿丢失数据策

略进行对比分析:

表 1 ρ = 0.1, w = 0.999 和 σ2 = 0.16 时系统参数估计

及误差

Table 1 The parameter estimation and parameter

estimation error with ρ = 0.1, w = 0.999 and σ2 = 0.16

N â1 â2 b̂1 b̂2 δk

10 0.2056 −0.1523 0.0217 0.2397 0.7021

333 0.3399 −0.7384 0.2065 0.4222 0.0189

666 0.3497 −0.7520 0.2145 0.4236 0.0051

999 0.3523 −0.7531 0.2154 0.4302 0.0049

1 332 0.3542 −0.7546 0.2119 0.4297 0.0071

1 665 0.3519 −0.7573 0.2147 0.4317 0.0088

1 998 0.3496 −0.7500 0.2132 0.4329 0.0088

真实值 0.3500 −0.7500 0.2140 0.4280

1) 当系统丢包率增大时, 如丢包率 ρ = 0.4, 遗
忘因子 w = 0.999, 噪声方差 σ2 = 0.16 时, 参数估
计如图 4 所示, 系统输出如图 5 所示, 参数估计误差
如图 6 所示. 从图 4 可以看出, 参数估计随迭代次
数 N 的增加逐渐趋向真实值. 与图 3 相比, 随着丢
包率增加, 图 5 中显示 y 的估计值与真实值之间的

误差波动较大, 图 6 进一步清晰地显示丢包率大时
参数估计误差相对较大.

2) 当遗忘因子不同时, 如遗忘因子 w = 0.89,
丢包率 ρ = 0.1, 噪声方差 σ2 = 0.16 时, 参数估计
如图 7 所示, 系统输出如图 8 所示, 参数估计误差如
图 9 所示. 由图 7 中参数估计值可以看出, 参数估
计随迭代次数 N 的增加逐渐趋向真实值, 由于遗忘
因子的影响, 迭代历史数据对参数拟合影响减小, 系

图 2 ρ = 0.1, w = 0.999 且 σ2 = 0.16 时参数估计

Fig. 2 Parameter identification with ρ = 0.1, w = 0.999 and σ2 = 0.16
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图 3 ρ = 0.1, w = 0.999 且 σ2 = 0.16 时系统输出

Fig. 3 System output with ρ = 0.1, w = 0.999 and

σ2 = 0.16

统误差对参数估计影响相对加强, 导致参数估计趋
于稳定时参数估计值与参数真实值之间存在波动.
与图 3 相比, 图 8 显示 y 的估计值与真实值之间的

误差相差不大. 图 9 可以看出遗忘因子 w = 0.89 时
参数估计误差达到稳定的速度较快, 但稳定时误差
比 w = 0.999 的误差大.

3) 当噪声方差增大时, 如噪声方差 σ2 = 0.81,
丢包率 ρ = 0.1, 遗忘因子 w = 0.999 时, 参数估计
如图 10 所示, 系统输出如图 11 所示, 参数估计误差
如图 12. 由图 10 可以看出, 参数估计随迭代次数N

的增加逐渐趋向真实值. 由于噪声方差增大, 导致估
计值与真实值之间的误差与图 3 相比较大, 图 11 显
示 y 的估计值与真实值之间的误差相对较大. 图 12
清晰地显示噪声均方差 σ2 = 0.81 时参数估计误差
比 σ2 = 0.16 时大.

图 4 ρ = 0.4, w = 0.999 且 σ2 = 0.16 时参数估计

Fig. 4 Parameter identification with ρ = 0.4, w = 0.999 and σ2 = 0.16

图 5 ρ = 0.4, w = 0.999 且 σ2 = 0.16 时系统输出

Fig. 5 System output with ρ = 0.4, w = 0.999 and σ2 = 0.16
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图 6 ρ1 = 0.1, ρ2 = 0.4, w = 0.999 且 σ2 = 0.16 时参数估计误差

Fig. 6 Parameter estimation error with ρ1 = 0.1, ρ2 = 0.4, w = 0.999 and σ2 = 0.16

图 7 ρ = 0.1, w = 0.89 且 σ2 = 0.16 时参数估计

Fig. 7 Parameter identification with ρ = 0.1, w = 0.89 and σ2 = 0.16

图 8 ρ = 0.1, w = 0.89 且 σ2 = 0.16 时系统输出

Fig. 8 System output with ρ = 0.1, w = 0.89 and

σ2 = 0.16

图 9 ρ = 0.1, w1 = 0.999, w2 = 0.89 且 σ2 = 0.16 时参数

估计误差

Fig. 9 Parameter estimation error with ρ = 0.1,

w1 = 0.999, w2 = 0.89 and σ2 = 0.16
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图 10 ρ = 0.1, w = 0.999 且 σ2 = 0.81 时参数估计

Fig. 10 Parameter identification with ρ = 0.1, w = 0.999 and σ2 = 0.81

图 11 ρ = 0.1, w = 0.999 且 σ2 = 0.81 时系统输出

Fig. 11 System output with ρ = 0.1, w = 0.999 and

σ2 = 0.81

4)在噪声方差 σ2 = 0.16和网络丢包率 ρ = 0.1
环境下, 递推最小二乘算法[19] 参数估计如图 13 且
系统输出如图 14 所示, 与本文提出方法在遗忘因子
w = 0.999 时参数估计误差比较如图 15. 由图 13
可以看出, 参数估计随迭代次数 N 的增加逐渐趋向

真实值. 与图 3 相比, 图 14 显示 y 的估计值与真实

值之间的误差相对较大. 图 15 清晰地显示传统递推
最小二乘算法的参数估计误差比本文新提出的不完

全信息下融合网络参数的递推加权最小二乘算法大,
这表明本文所提新算法比传统递推最小二乘算法更

加有效.
5) 传统加权递推最小二乘算法在噪声方差

σ2 = 0.16, 丢包率 ρ = 0.1, 遗忘因子 w = 0.999
时, 参数估计如图 16 所示, 系统输出如图 17 所示,
参数估计误差如图 18. 由图 16 可以看出, 参数估计

随迭代次数 N 的增加逐渐趋向真实值. 但参数估计
值与真实值之间的误差与图 3 相比较大, 图 17 显示
y 的估计值与真实值之间的误差相对较大. 图 18 清
晰地显示传统递推最小二乘算法的参数估计误差比

本文新提出的不完全信息下融合网络参数的递推加

权最小二乘算法大, 这表明本文所提新算法能够有
效解决网络环境下数据丢包导致的不完全信息给算

法辨识精度带来的影响.

图 12 ρ = 0.1, w = 0.999 且 σ2
1 = 0.16, σ2

2 = 0.81 时参数

估计误差

Fig. 12 Parameter estimation error with ρ = 0.1,

w = 0.999, σ2
1 = 0.16 and σ2

2 = 0.81

6) 未运用辅助模型补偿丢失数据时, 加权递
推最小二乘算法在噪声方差 σ2 = 0.16, 丢包率
ρ = 0.1, 遗忘因子 w = 0.999 时, 参数估计如图 19
所示, 系统输出如图 20 所示, 参数估计误差如图 21.
由图 19 可以看出, 参数估计随迭代次数 N 的增加

逐渐趋向真实值. 但参数估计值与真实值之间的误
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图 13 ρ = 0.1 且 σ2 = 0.16 时递推最小二乘算法参数估计

Fig. 13 Parameter identification with ρ = 0.1 and σ2 = 0.16 using traditional RLS algorithm

图 14 ρ = 0.1, w = 1 且 σ2 = 0.16 时递推最小二乘算法系

统输出

Fig. 14 System output with ρ = 0.1, w = 1 and

σ2 = 0.16 using traditional RLS algorithm

图 15 ρ = 0.1 且 σ2 = 0.16 时两种算法参数估计误差

Fig. 15 Parameter estimation errors of two algorithms

with ρ = 0.1 and σ2 = 0.16

图 16 ρ = 0.1, w = 0.999 且 σ2 = 0.16 时传统加权递推最小二乘算法参数估计

Fig. 16 Parameter identification with ρ = 0.1, w = 0.999 and σ2 = 0.16 using traditional weighted RLS algorithm
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图 17 ρ = 0.1, w = 0.999 且 σ2 = 0.16 时传统加权递推

最小二乘算法系统输出

Fig. 17 System output with ρ = 0.1, w = 0.999 and

σ2 = 0.16 using traditional weighted RLS algorithm

图 18 ρ = 0.1, w = 0.999 且 σ2 = 0.16 时两种算法参数

估计误差

Fig. 18 Parameter estimation errors of two algorithms

with ρ = 0.1, w = 0.999, σ2 = 0.16

图 19 ρ = 0.1, w = 0.999 且 σ2 = 0.16 时无数据补偿算法参数估计

Fig. 19 Parameter identification without data compensation algorithm (ρ = 0.1, w = 0.999 and σ2 = 0.16)

差与图 3 相比较大, 图 20 显示 y 的估计值与真实值

之间的误差相对较大. 图 21 清晰地显示未运用辅助
模型补偿丢失数据时递推最小二乘算法的参数估计

误差比本文新提出的不完全信息下融合网络参数的

递推加权最小二乘算法大, 这表明本文所提新算法
中采用辅助模型方法能够有效补偿数据丢包导致的

不完全信息, 从而提高了算法的辨识精度.

5 结论

本文提出了一种不完全信息下递推参数辨识方

法, 运用伯努利分布刻画了引起不完全信息的数据
丢包特性, 基于辅助模型方法补偿不完全信息并构
造了新的数据信息矩阵, 通过对数据信息矩阵进行
QR 分解推导了融合网络参数的递推辨识新算法,

图 20 ρ = 0.1, w = 0.999 且 σ2 = 0.16 时无数据补偿算法

系统输出

Fig. 20 System output without data compensation

algorithm (ρ = 0.1, w = 0.999 and σ2 = 0.16)
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图 21 ρ = 0.1, w = 0.999 且 σ2 = 0.16 时无数据补偿算法

参数估计误差

Fig. 21 Parameter estimation error without data

compensation algorithm (ρ = 0.1, w = 0.999 and

σ2 = 0.16)

并理论证明了算法的有界收敛性, 从而解决了受不
完全信息约束的递推参数辨识问题, 为开展模型未
知的网络化控制系统研究提供了一种有效途径. 然
而, 正如文献 [11] “基于网络和通信的辨识” 部分所
讲, 通信的限制和不确定性等因素给辨识带来了新
的挑战, 开展网络环境下的系统辨识是一个系统性
和循序渐进的工作, 因此在本文的基础上, 如何证明
所提算法的一致有界性是进一步需要开展的研究工

作. 此外, 由于工业无线和有线网络构成的异构网络
规模越来越大, 带来的网络不确定性因素对系统的
影响也越来越复杂, 如何考虑异构网络带来的不完
全信息进行递推参数辨识也是将来值得研究的一个

重要方向.
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