
第 33 卷 第 10 期 自 动 化 学 报 Vol. 33, No. 10

2007 年 10 月 ACTA AUTOMATICA SINICA October, 2007

非线性系统参数自适应直接广义

预测控制

王洪瑞 1,2 陈志旺 1 李建雄 1

摘 要 针对广义预测控制 (Generalized predictive control, GPC)

计算量大的缺陷, 本文对参数未知非线性系统提出一种直接广义预测控

制 (Direct generalized predictive control, DGPC) 方法. 该方法直

接辨识广义预测控制器参数, 即基于广义误差估计值对控制器参数 θθθu 和

广义误差估计值中的未知向量 θθθe 进行自适应辨识. 理论证明了该方法

可使广义误差估值收敛到原点的一个小邻域内.
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Direct Generalized Predictive Control of

Parameter Adaptation for Nonlinear

Systems

WANG Hong-Rui1, 2 CHEN Zhi-Wang1 LI Jian-Xiong1

Abstract A kind of direct generalized predictive control

(DGPC) method for a class of nonlinear systems with unknown

parameters is proposed to overcome the shortcoming of large

computation load of original GPC. This method directly recog-

nizes the parameters of GPC controller, namely the controller

parameters θθθu and the unknown vectors θθθe in the estimated

generalized error are adjusted adaptively. It is proved that the

method can make the estimated generalized error converge to a

small neighborhood of the origin.

Key words Nonlinear systems, generalized predictive control,

stability analysis

1 引言

目前, 预测控制在线性系统中的理论研究已经日趋成熟,

而对于非线性系统还没有较为系统且行之有效的方法, 较多

的采用近似线性化进行处理[1∼5]. 文献 [1] 先将非线性系统

近似线性化, 然后将近似的线性系统写成状态方程的形式,

利用最小二乘法辨识参数, 然而它所辨识的仍是时变参数.

文献 [2] 将近似线性系统的时变参数利用三次样条函数逼近

转化成时不变的参数, 再进行辨识, 但是 Diophantine 方程

的求解、矩阵求逆计算和最小二乘的递推求解需要较长的

在线计算时间. 而文献 [6] 提出的预测控制直接算法省掉了

Diophantine 方程所要求的递推求解和矩阵的求逆计算, 因

此减少了在线计算量. 文献 [7] 利用构造的性能误差 ef , 采
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用递推最小二乘法直接辨识控制器参数. 文献 [8] 将模糊逻

辑系统引入广义预测控制, 对参数未知线性系统提出了一种

直接自适应模糊广义预测控制方法, 直接利用模糊逻辑系统

设计广义预测控制器, 并基于广义误差 eg(类似于文献 [7] 中

的 ef ) 对控制器参数和广义误差估计值中的未知向量进行自

适应调节. 在文献 [2, 8] 的基础上, 本文提出一种非线性系统

的直接广义预测控制算法, 算法简单, 实时性好, 仿真结果令

人满意.

2 被控对象模型

设被控对象的输入输出模型描述如下

y (k) =f (y (k − 1) , · · · , y (k − na) , u (k − 1) , · · · ,

u (k − nb)) (1)

其中 u (k)、y (k) 分别表示系统输入和输出, f (·) 是关于
y (k − 1) , · · · , y (k − na) , u (k − 1) , · · · , u (k − nb) 的阶次

已知参数未知的非线性函数, 且满足下列条件

1) f(0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
na

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
nb

) = 0;

2) f (·)对 y (k − 1) , · · · , y (k − na) , u (k − 1) , · · · ,

u (k − nb)连续可导, 且各偏导数有界;

3) f (·) 满足广义 Lipschitz 条件, 即对任意的 k 和

∆u (k) 6= 0,存在 |∆y (k + 1)| ≤ L |∆u (k)|, 其中 L是常数.

引理 1[2]. 非线性系统 (1) 可等价表示为如下时变线性

系统

y (k) =

na∑
i=1

ai (k) y (k − i) +

nb∑
i=1

bi (k) u (k − i) (2)

式中

ai (k) =
∂f

∂y (k − i)

∣∣∣∣
(y(k−1),··· ,y(k−i+1),ξy,0,··· ,0)

ξy ∈ (0, y (k − i))

bi (k)

=
∂f

∂u (k − i)

∣∣∣∣
(y(k−1),··· ,y(k−na),u(k−1),··· , u(k−i+1,),ξu,0,··· ,0)

ξu ∈ (0, u (k − i))

根据引理 1 可知对于被控对象 (1) 可采用如下模型描

述：

A
(
k, z−1) ∆y (k) = B

(
k, z−1) ∆u (k − 1) (3)

式中 A、B 为时变系数项. 式 (3) 广义预测控制律增量为：

∆u (k) = pppT
1 (k) [yyyr − fffy (k)− hhh∆u (k − 1)] (4)

= P
(
k, z−1) yr (k + N) + α

(
k, z−1) y (k)+

β
(
k, z−1) ∆u (k − 1)

= θθθu (k)zzzu (k)

其中

θθθu (k) = [p1 (k) , · · · , pN (k) , α0 (∆k) , · · · , αna (k) ,

β1 (k) , · · · , βnb−1 (k)
]

zzzT
u (k) = [yr (k + 1) , · · · , yr (k + N) , y (k) , · · · ,

y (k − na) , ∆u (k − 1) , · · · , ∆u (k − nb)]

fff , hhh, αi, βi 与文献 [6] 中的对应参数意义一致, pppT
1 (k) =

[p1 (k) , · · · , pN (k)]为
(
GTG + λI

)−1
GT 的第一行.

由于样条插值基函数与其它多项式基函数相比, 具有更

好的光滑逼近性, 并且计算简单, 因此本文采用三次样条基

函数来逼近 θθθu(k)中的时变系数. 三次样条基函数形式如下





F0,3(t) =
1

6
(−t3 + 3t2 − 3t + 1)

F1,3(t) =
1

6
(3t3 − 6t2 + 4)

F2,3(t) =
1

6
(−3t3 + 3t2 + 3t + 1)

F3,3(t) =
1

6
t3

0 ≤ t ≤ 1

取 t = exp
(−(kT − 10)2/0.9

)
, 则 θθθu(k)中的时变参数可写

为：pi(k) =
3∑

j=0

pi,jFj,3(t), αi(k) =
3∑

j=0

αi,jFj,3(t), βi(k) =

3∑
j=0

βi,jFj,3(t).

式 (4) 可写为

∆u(k) = θθθ′u(k)zzz′u(k, t) (5)

式中

θθθ′u = [p1,0 · · · p1,3 · · · pN,0 · · · pN,3 α1,0 · · · α1,3 · · ·
αna,0 · · · αna,3 β0,0 · · · β0,3 · · · βnb−1,0 · · · βnb−1,3]

zzz′u(k) =




FFF (t)

. . .

. . .

FFF (t)




zzzu(k)

FFF (t) =
[

F0,3(t) F1,3(t) F2,3(t) F3,3(t)
]T

这样, 对式 (4) 中时变参数 θθθu(k)的估计就转化为对式

(5) 中是不变参数 θθθ′u(k)的估计.

引理 2[8]. 定义广义误差 N 步预测为

eg(k + N) = pppT
1 (k)(yyy − yyyr) + λqqqT

1 (k)UUU (6)

其中 qqqT
1 (k)是 (GTG + λI)−1 的第一行. 当且仅当 ∆u(k)由

式 (5) 定义时, 有

eg(k + N) = 0

3 控制器设计

由引理 2 知, 使广义误差 eg (k + N) = 0 的控制律

∆u (k)就是广义预测控制律, 因此基于广义误差 eg (k)对控

制律∆u (k)中的参数 θθθ
′
u (k)进行自适应调节, 便能够保证序

列 {eg (k)}的收敛性, 而对于参数未知系统, 无法算出 eg (k).

因此首先应获得 eg (k)的估值 êg(k), 然后再通过 êg(k)计算

出 θθθ
′
u (k), 从而得到控制律 ∆u (k).
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由式 (6) 得

êg(k) =p̂ppT
1 (k −N)




e(k −N + 1)

...

e(k)


 +

λq̂qqT
1 (k −N)




∆u(k −N)

...

∆u(k −N + Nu − 1)




= θθθe(k −N)zzze(k −N) (7)

式中 p̂pp1 和 q̂qq1 分别是 ppp1 和 qqq1 的估计值, e(k) = y(k)−yr(k),

e(k) 为输出误差,

θθθe(k) =
[

p̂ppT
1 (k) q̂qqT

1 (k)
]

zzzT
e (k −N) = [e(k −N + 1), · · · , e(k), λ∆u(k −N), · · · ,

λ∆u(k −N + Nu − 1)]

用三次样条函数逼近 θθθe(k)中时变系数

p̂i(k) =
3∑

j=0

aijFj,3(t), i = 1, 2, · · · , N

q̂i(k) =
3∑

j=0

bijFj,3(t), i = 0, 1, · · · , Nu − 1

则广义误差的估值可以写成

êg(k) = θθθ′e(k −N)zzz′e(k −N) (8)

θθθ′e(k −N) = [a1,0 · · · a1,3 · · · aN,0 · · · aN,3

b0,0 · · · b0,3 · · · bNu−1,0 · · · bNu−1,3]

zzz′e(k −N) =




FFF (t)

. . .

. . .

FFF (t)




zzze(k −N)

取自适应律 θθθ′e(k)辨识算法为

θθθ′e(k) =





ψψψ(k) |ψψψ(k)| ≤ Me

P {ψψψ(k)} |ψψψ(k)| > Me

(9)

ψψψ(k) = θθθ′e(k −N)− γ1
zzz′Te (k −N)

1 + zzz′Te (k −N)zzz′e(k −N)
êg(k)

控制律参数 θθθ′u(k)通过如下自适应律来调节

θθθ′u(k) =





ϕϕϕ(k) |ϕϕϕ(k)| ≤ Mu

P {ϕϕϕ(k)} |ϕϕϕ(k)| > Mu

(10)

ϕϕϕ(k) = θθθ′u(k −N)− γ2
zzz′Tu (k −N)

1 + zzz′Tu (k −N)zzz′u(k −N)
êg(k)

其中 γ1、γ2是自适应学习率, Me, Mu由设计者取定, 投影算

子定义为[9]

P {ψψψ(k)} = Me
ψψψ(k)

|ψψψ(k)| , P {ϕϕϕ(k)} = Mu
ϕϕϕ(k)

|ϕϕϕ(k)|
从而由式 (5) 可得到控制增量 ∆u (k), 然后可得控制律

u (k) = u (k − 1) + ∆u (k).

4 稳定及收敛性分析

定理 1. 被控对象 (1) 取控制律 ∆u (k) 为式 (5), 参数

向量 θθθ
′
e (k)、θθθ

′
u (k) 的自适应调节律为式 (9) 和 (10), 则当

γ1 > 0, γ2 > 0且 γ1 + γ2 < 1时, êg(k)收敛到原点的一个

小邻域内.

证明. 由文献 [6] 可知系统输出预测为

yyy = GUUU + fffy (k) + hhh∆u (k − 1) (11)

将式 (11) 代入式 (6) 并结合式 (5) 可得

eg(k+N) = θθθ′u(k)zzz′u(k)−pppT
1 (yyyr−fffy(k)−hhh∆u(k−1)) (12)

令 θθθ∗u 为 θθθ′u 的最佳逼近, 并记 φφφu(k) = θθθ′u(k)−θθθ∗u, 最佳

逼近误差为

ω(k) = θθθ∗uzzz′u(k)− pppT
1 (yyyr − fffy(k)− hhh∆u(k − 1))

则由式 (12) 可以得到 k时刻的广义误差为

eg(k) = φφφu(k −N)zzz′u(k −N) + ω(k −N) (13)

同样令 θθθ∗e 为 θθθ′e 的最佳逼近, eg(k) = θθθ∗ezzz
′
e(k − N), 并记

φφφe(k) = θθθ′e(k)− θθθ∗e , 通过式 (8) 和 (13) 可得

êg(k) = φφφu(k−N)zzz′u(k−N)+φφφe(k−N)zzz′e(k−N)+ω(k−N)

(14)

令

V (k) =
1

γ̄1
φφφe(k)φφφT

e (k) +
1

γ̄2
φφφu(k)φφφT

u (k) (15)

式中

γ̄1 =
γ1

1 + zzz′Te (k −N)zzz′e(k −N)

γ̄2 =
γ2

1 + zzz′Tu (k −N)zzz′u(k −N)

以下分情况讨论

1) 如果式 (10) 和 (9) 第一行成立, 则得

φφφe(k) = φφφe(k −N)− γ̄1zzz
′T
e (k −N)êg(k) (16)

φφφu(k) = φφφu(k −N)− γ̄2zzz
′T
u (k −N)êg(k) (17)

则由式 (15)∼(17) 可得

V (k)− V (k −N) =− 2φφφ(k −N)zzz′(k −N)êg(k)+

ΠZ(k −N)ê2
g(k) (18)
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式中

ΠZ(k−N) = γ̄1zzz
′T
e (k−N)zzz′e(k−N)+γ̄2zzz

′T
u (k−N)zzz′u(k−N)

φφφ(k) =
[

φφφu(k) φφφe(k)
]

zzz′(k −N) =
[

zzz′u(k −N) zzz′Te (k −N)
]

由式 (14) 知

φφφ(k −N)zzz′(k −N) = êg(k)− ω(k −N) (19)

将式 (19) 代入式 (18) 得

V (k)− V (k −N) = (ΠZ(k −N)− 1)× (20)

[
êg(k) +

ω(k −N)

ΠZ(k −N)− 1

]2

− ê2
g(k) +

ω2(k −N)

1−ΠZ(k −N)

由于

|zzz′e(k −N)|2
1 + |zzz′e(k −N)|2 < 1,

|zzz′u(k −N)|2
1 + |zzz′u(k −N)|2 < 1

以及ΠZ(k−N) < γ1 +γ2 < 1,可以得 (ΠZ(k−N)−1) < 0,

因此, 由式 (20) 得

V (k)− V (k −N) < −ê2
g(k) +

ω2(k −N)

1−ΠZ(k −N)
(21)

2) 如果式 (9) 第一行和式 (10) 第二行成立, 由于 |θθθ∗u| ≤
Mu, 根据投影算法可知

∣∣θθθ′u(k)− θθθ∗u
∣∣2 <

∣∣∣θθθ′u(k −N)− γ̄2zzz
′T
u (k −N)êg(k)− θθθ∗u

∣∣∣
2

因此 |φφφu(k)|2 < |φφφu(k −N)|2 − 2γ̄2φφφu(k − N)zzz′u(k −
N)êg(k) + γ̄2

2 |zzz′u(k −N)|2 ê2
g(k). 又由于式 (17) 成立, 所

以有

V (k)− V (k −N) <− 2φφφ(k −N)zzz′(k −N)êg(k)+

ΠZ(k −N)ê2
g(k) (22)

按照 1) 的方法知式 (21) 成立.

同理, 当式 (9) 第二行和式 (10) 第一行及当式 (9) 第二

行和式 (10) 第二行成立时, 亦可得到式 (21) 成立.

综上所述, 对于自适应律式 (9) 和 (10), 都有式 (21) 成

立, 记

sup |ω(k −N)| = ε

W =
1

1−ΠZ(k −N)

由 ΠZ(k −N)定义知 0 < ΠZ(k −N) < 1, 故W 是有界量,

则式 (21) 可以写为

V (k)− V (k −N) < −ê2
g(k) + ε2W (23)

对式 (23), 当 k从 1 到 l时

V (1)− V (1−N) < −ê2
g(1) + ε2W

...

V (l)− V (l −N) < −ê2
g(l) + ε2W

以上各式相加消去 V (1) · · ·V (l −N)项得

0 <

l∑

k=l−N+1

V (k)<−
l∑

k=1

[|êg(k)|2 − ε2W
]
+

N∑

k=1

V (k−N)

(24)

对 任 意 的 k, 由 于
∣∣θθθ′u(k)

∣∣、
∣∣θθθ′e(k)

∣∣ 有 界, 所 以

|φφφu(k)|、|φφφe(k)| 都有界, 因此 V (k) 有界, 对式 (24) 取极

限后得

lim
l→∞

l∑

k=1

[
ê2

g(k)− ε2W
]

<

N∑

k=1

V (k −N) (25)

其中 V (−N + 1), · · · , V (0) 由初始值确定, 是有界量, 所以

式 (25) 为

lim
l→∞

l∑

k=1

[
ê2

g(k)− ε2W
]

< ∞ (26)

利用级数收敛时其通项趋于零的性质, 由式 (26) 可得

lim
k→∞

(
ê2

g(k)− ε2W
)

= 0

因此当 k →∞时, |êg(k)| → √
Wε, 若式 (10) 辨识足够

精确, ω(k −N)会充分小, 所以 ε也很小, 因此 êg(k)收敛到

原点的邻域内. ¤

5 仿真

考虑如下的非线性系统

y(k)=
2.5y(k − 1)y(k − 2)

1 + y2(k − 1)+y2(k − 2)
+1.2u(k−1)+1.4u(k−2)+

0.7 sin(0.5y(k− 1) + y(k− 2)) cos(0.5(y(k− 1) + y(k− 2)))

仿真中, 参考轨迹 yr(k) = 2 + sin(ts × kπ/20),

N = 2, Nu = 1, λ = 1, 自适应率 γ1 = 0.95,

γ2 = 0.03, Mu = 3.6, Me = 4.3, 采样周期 ts =

0.01s, 参数向量初值 θθθu(−1), θθθu(0) 的每个分量均

在区间 [−0.5, 0.5] 内随机取值, θθθe(−1) = θθθe(0) =

[0.05, −0.02, 0.75, 0.07, 0.01, 0.46, 2.20, 0.12, 0.11, 0.85,

−2.90]. 图 1 为系统跟踪曲线, 图 2 为控制输入曲线, 由仿真

结果可以看出, 本文的方法能够取得很好的跟踪效果.
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图 1 跟踪曲线

Fig. 1 The curve of tracking

图 2 控制输入

Fig. 2 Control input

6 结论

本文针对参数未知的非线性系统, 提出一种直接自适应

广义预测控制方法, 先将非线性系统近似线性化, 转化为时

变的线性系统, 再利用三次样条函数逼近时变参数, 然后应

用线性系统的直接广义预测控制的策略来实现对原未知非线

性系统的自适应预测控制. 理论证明了该方法可以使广义误

差收敛到原点的一个小邻域内. 该方法与传统的 GPC算法

相比, 避免了Diophantine方程的求解和矩阵求逆, 只需根据

输入输出数据辨识两个自适应律 θθθu 和 θθθe, 计算量大大减少,

因此, 提高了实时性, 有利于实际应用.
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