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归一化频率自适应梳状滤波器的稳定性分析

储昭碧 1 丁 明 1 杜少武 1 冯小英 1

摘 要 采用多个归一化频率估计器并联形成梳状滤波器, 以跟踪和检测平稳概周期信号各正弦成分的未知频率和未知幅

值. 滤波器包括相互耦合的状态估计和频率估计两个非线性微分方程. 运用慢积分流形实现两个微分方程之间的解耦, 获得关

于多个频率估计值的概周期非线性动力系统, 再应用平均方法导出估计频率的非线性自治方程. 分析了自治系统的三种局部

稳定性: 孤立平衡点的指数稳定性, 中心流形存在性与半稳定性以及结构扰动下的有界性. 说明幅值估计与信号跟随的收敛性

和有界性. 给出滤波器参数对频率跟踪和幅值估计的暂态和稳态性能的影响. 算法实现了在给定频率区间而不是给定数值条

件下的正弦分量及其幅值的准确跟随, 并且响应速度不受正弦分量幅值大小的影响. 通过仿真验证了算法的有效性.
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Stability Analysis of Normalized Frequency Adaptive Comb Filter

CHU Zhao-Bi1 DING Ming1 DU Shao-Wu1 FENG Xiao-Ying1

Abstract A normalized frequency adaptive comb filter composed of a number of normalized frequency estimators in

parallel is proposed to track unknown frequency and unknown amplitude of each component of an almost periodic signal.

The filter consists of two coupled nonlinear differential equations respectively for updating frequencies and estimating

state variables. A nonlinear autonomous equation for frequency estimation is deduced after average method is applied

to the almost periodic dynamic system resulting from system decoupling by slow integral manifold. Three kinds of local

stability of the autonomous system: the exponential stability of isolated equilibrium point, the semistability on center

manifold, and the robustness under unknown periodic disturbance are proved. The convergence and the boundedness of

amplitude estimation and signal tracking as well as the effect of parameters on the transient and steady-state performance

of frequency and amplitude are investigated. Each sinusoidal component and its amplitude are accurately tracked on the

condition of given intervals instead of the values of frequencies. The response speed is independent of the component

amplitude. Simulation results reveal the validity of the proposed algorithm.

Key words Comb filter, normalized frequency estimation, slow integral manifold, stability analysis, semistability

工程中的许多信号, 包括电力系统谐波和间谐
波、机械振动、语音信号, 常可归结为若干个频率未
知的正弦信号叠加形成的概周期函数, 其时频分析
的主要目标是检测各个正弦分量的频率、幅值以及

实现对正弦分量本身的跟随. 近年来自适应陷波滤
波器 (Adaptive notch filter, ANF) 逐渐应用于这
类分析[1−21].
本文所讨论的这类 ANF 算法, 先由 Regalia 提

出了离散时间形式以估计单个正弦信号的未知频

率[1], 后由 Bodson 等[2] 将其改写为连续时间形式,
用以消除未知频率的正弦扰动. 接着 Hsu 等[3] 指出

正弦信号的幅值与频率是高度耦合的, 使得有些频
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率估计算法的暂态响应速度受输入幅值大小的影响,
称之为非归一化算法, 而把收敛速度基本不受幅值
大小影响的算法称为归一化频率估计算法. 他们提
出了全局收敛的非归一化算法和归一化算法: 非归
一化算法采用常数频率自适应增益, 计算简单, 改进
了暂态响应性能, 扩大了稳定域; 归一化算法的频率
自适应增益通过一个多达 5 个参数的公式计算得到,
计算复杂且不易调整参数. Mojiri 等沿用了常数频
率自适应增益的非归一化算法计算简单的优点, 改
善了暂态性能[4] 以及更加便于实现正弦信号跟随[5].
在文献 [1−5] 的非归一化算法中, 除频率自适应增
益以外, 还有一个参数是阻尼系数.

基于最小方差原则与梯度下降算法, Karimi-
Ghartemani 等[6−7] 提出幅值、相位模型 (Ampli-
tude phase model, APM) 与幅值、相位、频率模型
(Amplitude phase frequency model, APFM) 两种
非线性时变强耦合滤波器, 分别跟踪已知和未知频
率的单个正弦信号[6−7]. APFM 方法属于非归一化
频率估计算法. 这两种算法的两个参数 µ1 和 µ2 与

正弦幅值 U 之间只有保持 µ1 = µ2U , 才能使得算
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法近似于线性时不变系统, 从而达到最优的暂态性
能. 而在文献 [1−5] 的算法中, 以一个参数 ς 取代两

个参数 µ1 和 µ2 的作用, 这使得 APFM 算法关于

信号幅值变换的鲁棒性相对较差.
基于内模原理, Brown 等提出了归一化的频率

估计算法, 用以辨识未知频率的周期信号[8] 或者消

除未知频率的周期扰动[9], 随后又对该算法进行简
化处理[10], 进一步应用于指数衰减正弦信号的跟随
中[11].

在沿用了文献 [6−7] 的最小方差原则与梯度下
降方法的基础上, 增加旋转变换, 可导出只有一个
参数 µ 的二维线性正弦跟踪算法 (Linear sinusoid
tracker, LST), 用以提取给定频率的正弦信号[12]、

分析谐波和间谐波幅值[13] 以及检测电压闪变[14].
在 LST 算法中参数 µ 在数值上等于幅值传递函数

的 −3 dB 带宽, 与 APM 算法相比, LST 算法参数
物理意义更加明确且较易调整, 暂态响应平稳, 暂态
性能受幅值变化影响较小.
基于 LST 方法, 可提出非归一化与归一化两种

频率估计算法, 准确跟随单个正弦信号的频率和幅
值[15]. 非归一化频率估计算法改进了文献 [1−5] 的
同类算法的收敛速度受制于输入频率数值的不足;
暂态响应相当于文献 [6−7] 的 APFM 算法的参数

始终保持在 µ1 = µ2U 条件下最优性能, 且参数较
少、鲁棒性较好. 归一化频率估计算法是基于估计频
率的导数, 而不是估计频率的偏移量[10].
上述针对单个正弦信号的跟踪算法, 被推广用

于多种信号的分析. 文献 [16−17] 推广到三相电力
系统的谐波和间谐波分析中. 文献 [5] 分析基波频
率未知、谐波和间谐波次数已知的多个正弦成分叠

加的概周期信号, 实现了对基波频率以及整数次谐
波的跟随; 文献 [18] 采用一个 APFM 与多个 APM
并联, 文献 [19] 采用一个非归一化频率估计算法以
及多个 LST 并联, 都能估计基波频率、基波幅值以
及谐波和间谐波幅值. 这些算法事实上构成了非归
一化基波频率估计器. 针对基波、谐波与间谐波频
率都未知的多正弦成分叠加的信号, 文献 [20] 采用
多个 APFM 分析了基波、谐波和间谐波成分, 文献
[21] 采用多个文献 [5] 的频率估计算法实现相同的
目标. 这类采用多个正弦跟踪算法或频率估计算法
并联构成的系统, 其频谱特性具有梳状滤波器的特
点, 即在多个频率点出现幅频特性等于 “1” 的具有
一定宽度的 “梳齿”. 由多个频率估计器并联而形成
的滤波器, 能够自适应跟踪基波、谐波和间谐波的频
率. 然而, 上述频率自适应梳状滤波器都是基于非归
一化算法, 其响应速度受到基波、谐波和间谐波幅值
大小的制约. 另外, 前述文献仅分析了各自所提出的
频率自适应梳状滤波器的渐近稳定性, 局限在输入

正弦成分个数恰好等于系统所并联的频率估计器个

数的情况, 而没有考虑小于或大于的情况.
为此, 本文采用多个文献 [15] 所提出的归一化

频率估计算法并联形成归一化频率自适应梳状滤波

器, 分析基波、谐波、间谐波的频率都未知的平稳概
周期信号. 新算法较非归一化算法具有暂态响应速
度不受正弦幅值影响的优点, 鲁棒性较好. 先进行系
统解耦和平均化处理, 以获得估计频率的平均方程,
再依据输入正弦成分个数等于、小于和大于并联频

率估计器个数三种情况, 分别讨论算法的单个孤立
平衡点的稳定性、中心流形和周期扰动下的稳定性,
并讨论幅值估计的收敛性, 最后通过仿真实例验证
算法性能.

1 算法说明

考虑由K 个正弦分量组成的输入信号

u(t)=
K∑

k=1

uk =
K∑

k=1

Uk sin(ωkt+δk)=ΓΓΓT
K × uuu (1)

其中, uuu = [u1 u2 · · · uK ]T 为输入向量, ΓΓΓK =
[1 1 · · · 1]T 为数值都等于 1 的 K 维列向量, 显
然 u(t) 为关于 t 的概周期函数[19]. 各个输入正弦
分量的幅值 Uk、角频率 ωk 和初相角 δk 都是未知

的恒值, 但能够确定 Umin ≤ Uk ≤ Umax, ωkmin ≤
ωk ≤ ωkmax (k = 1, 2, · · · ,K). 假定 ωk 互不相

同, 即 [ωkmin ωkmax]
⋂

[ωjmin ωjmax] = φ 对于任

意 k 6= j 都成立. 信号时频分析的任务主要是获
得角频率向量 ωωω = [ω1 ω2 · · · ωK ]T 和幅值向量
UUU = [U1 U2 · · · UK ]T 的精确估计, 以及实现对
u(t)及其各个正弦分量 uk(t)的高精度跟随.
参考频率估计器并联结构[20−21], 可得到图

1 上半部分所示的 N 个频率估计器 Estimator
1 ∼ Estimator N 并联而形成的时频分析算法,
其中每个频率估计器采用归一化算法[15], 结构
如图 1 中下边的虚线框内所示. û 为系统输出,
e 是总跟随误差. 第 n (n = 1, 2, · · · , N) 个频
率估计器的状态变量是 xn 和 x̃n, 频率估计值
为 θn, 幅值估计值为 an, µn > 0 是带宽参数,
γ ≥ 0 是频率估计自适应增益. 记状态向量为

X =
[
xxxT x̃xxT

]T

, xxx =
[
x1 x2 · · · xN

]T

,

x̃xx =
[
x̃1 x̃2 · · · x̃N

]T

.

假定状态变量初值为

χχχ(0) =
[
xxx(0)T x̃xx(0)T

]T

= (2)
[
x10 · · · xN0 x̃10 · · · x̃N0

]T
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图 1 归一化频率自适应梳状滤波器结构

Fig. 1 Structure of the proposed normalized frequency

adaptive comb filter

估计频率为 θθθ =
[
θ1 θ2 · · · θN

]
, 初值为

θθθ(0) =
[
θ10 θ20 · · · θN0

]
(3)

设带宽参数向量为 µµµ =
[
µ1 µ2 · · · µN

]T

, 记

ΛΛΛ(θ) = diag{θ1, θ2, · · · , θN}为对角矩阵, ΓΓΓN 为数

值全为 1的 N 维列向量, 000为零矩阵. 有如下时频
分析算法的非线性系统模型.

χ̇χχ = XXX(t, θθθ,χχχ) = A(θθθ)χχχ + Buuu (4)

θ̇θθ = γfff(t,χχχ) = (5)

γ
[
f1(t,χχχ) f2(t,χχχ) · · · fN(t,χχχ)

]T

û = ΓΓΓN
T · xxx (6)

e = u(t)− û (7)

an =
√

x2
n + x̃2

n (8)

其中

A(θθθ) =

[
−µµµΓΓΓT

N ΛΛΛ(θθθ)
−ΛΛΛ(θθθ) 000

]
, B =

[
−µµµΓΓΓT

K

000

]

称式 (4) 为系统的状态估计方程, 称式 (5) 为归一化
频率更新法则, 其表达式为

θ̇n = γfn(t,χχχ) =
γµnx̃ne

a2
n

(9)

考虑到在实际系统中都是有限带宽的有界信号, 并
且经模数转换都存在量化误差, 状态空间可定义为

D = {χχχ| 0 < ρ1 ≤ an ≤ ρ2, n = 1, · · · , N}
估计频率参数空间定义为

Θ = {θθθ| 0 ≤ θnmin ≤ θn ≤ θnmax, n = 1, · · · , N}

首先, 确定系统解的存在性和唯一性.
定理 1. 对于连续可微的输入信号 u(t), 在

[0,+∞) × Θ × D 上, 在初值式 (2) 和 (3) 下, 系统
(4) 和 (5) 存在唯一的解.

证明. 简单计算即可验证, 在概周期信号输入
作用下, 状态方程中 XXX(t, θθθ,χχχ) 关于 (t, θθθ,χχχ) 连续,
频率估计法则中 fff(t,χχχ)关于 (t,χχχ)连续, 并且二者
都有连续有界偏导数, 满足 Lipschitz条件, 故根据
Cauchy-Peano定理知系统有唯一解. ¤

2 频率与状态解耦

本节利用文献 [22] 提出的积分流形实现状态
估计方程 (4) 与频率更新法则 (5) 之间的解耦. 当
γ = 0时, 估计频率 θθθ 不随时间变化而成为固定值,
此时状态方程退化为线性时不变系统,对于式 (1)的
输入信号, 状态方程的稳态响应记为

χ̄χχ(t, θθθ) =
[
x̄xxT(t, θθθ) ¯̃xxxT(t, θθθ)

]T

而 χ̄χχ(t, θθθ)对 θθθ的灵敏度表示为

χ̄χχθ(t, θθθ) =
∂

∂θθθ
χ̄χχ(t, θθθ)

有以下结论.
引理 1. 当 γ = 0时, 以下结论成立:
1) 状态方程的平衡点 χχχ = 0是指数稳定的, 存

在常数 α > 0, L > 0, 对于任意 t ≥ t0 ∈ R, θθθ ∈ Θ
有

‖ eA(θθθ)(t−t0) ‖≤ Le−α(t−t0) (10)

2) χ̄χχ(t, θθθ)和 χ̄χχθ(t, θθθ)都是关于 t和 θθθ 的连续有

界函数, 存在正常数 ρ3、ρ4、ρ5, 对于任意 t ∈ R,
θθθ1, θθθ ∈ Θ有

‖ χ̄χχ(t, θθθ) ‖≤ ρ3, ‖ χ̄χχθ(t, θθθ) ‖≤ ρ4

‖ χ̄χχθ(t, θθθ)− χ̄χχθ(t, θθθ1) ‖≤ ρ5 ‖ θθθ − θθθ1 ‖

证明. 据文献 [13]的命题 2知,零点是状态估计
方程的一致全局指数稳定平衡状态, 再由 Lyapunov
指数稳定的逆定理知, 矩阵的特征值都有负实部, 故
式 (10) 成立.
由文献 [13] 的命题 3知: 在式 (1) 输入信号下,
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系统状态变量稳态输出记为

x̄xx(t, θθθ) =




H1(ω1, θθθ) · · · H1(ωK , θθθ)
H2(ω1, θθθ) · · · H2(ωK , θθθ)

...
. . .

...
HN(ω1, θθθ) · · · HN(ωK , θθθ)



×




U1 sin(ω1t + δ1 + ϕ(ω1, θθθ))
U2 sin(ω2t + δ2 + ϕ(ω2, θθθ))

...
UK sin(ωKt + δK + ϕ(ωK , θθθ))




¯̃xxx(t, θθθ) =




H̃1(ω1, θθθ) · · · H̃1(ωK , θθθ)
H̃2(ω1, θθθ) · · · H̃2(ωK , θθθ)

...
. . .

...
H̃N(ω1, θθθ) · · · H̃N(ωK , θθθ)



×




U1 cos(ω1t + δ1 + ϕ(ω1, θθθ))
U2 cos(ω2t + δ2 + ϕ(ω2, θθθ))

...
UK cos(ωKt + δK + ϕ(ωK , θθθ))




记

L(ωk) =
N∑

i=1

µiωk

θ2
i − ω2

k

则第 n个跟踪器的状态变量 xn, x̃n对于第 k输入分

量 uk 的相移特性为

ϕ(ωk, θθθ) = 0.5π − arcsin(L(ωk))

幅频特性为

Hn(ωk, θθθ) =
µnωk

(θ2
n − ω2

k)
√

1 + L2(ωk)

H̃n(ωk, θθθ) =
µnθn

(θ2
n − ω2

k)
√

1 + L2(ωk)

令m,n = 1, 2, · · · , N , 有

|Hn(ωk, θθθ)| =





1, ωk = θn

0, ωk = θm,m 6= n

(0, 1), ωk 6= θm

所 以 Hn(jωk, θθθ) 是 连 续 有 界 的, 还 可 验 证
∂
∂θθθ

Hn(jωk, θθθ) 和 ∂
∂θθθ

H̃n(jωk, θθθ) 也是连续有界的, 故
χ̄χχ(t, θθθ) 与 χ̄χχθ(t, θθθ) 是关于 t 和 θθθ 的连续有界概周期

函数. 于是引理成立. ¤

定理 2. 存在 γ0 > 0, 当 γ ∈ [0, γ0]时, 有关于
t的概周期函数 βββ(t, θθθ, γ), 满足 βββ(t, θθθ, 0) = 0, 使存
在关于 θθθ 和 χχχ的积分流形, 从而频率更新法则可写
为概周期微分方程

θ̇θθ = γFFF (t, θθθ, γ) = γfff
(
t, χ̄χχ(t, θθθ) + βββ(t, θθθ, γ)

)
(11)

证明. 综合定理 1和引理 1, 根据文献 [22] 的定
理 3.1直接可知存在概周期函数

βββ(t, θθθ, γ) =
[
vvvT(t, θθθ, γ) ṽvvT(t, θθθ, γ)

]T

vvv(t, θθθ, γ) =
[
v1(t, θθθ, γ) · · · vN(t, θθθ, γ)

]T

ṽvv(t, θθθ, γ) =
[
ṽ1(t, θθθ, γ) · · · ṽN(t, θθθ, γ)

]T

使得系统 (4) 和 (5) 具有唯一的积分流形

M =
{
(t, θθθ,χχχ)|χχχ = χ̄χχ(t, θθθ) + βββ(t, θθθ, γ)

}
,

∀ γ ∈ [0, γ0], θθθ ∈ Θ, χχχ ∈ D
在积分流形M上估计频率 θθθ满足式 (11). ¤
实现估计频率与状态变量之间解耦后, 获得关

于估计频率的概周期微分方程. 此时

a2
n(t, θθθ, γ) = (x̄n(t, θθθ) + vn(t, θθθ, γ))2 +

(¯̃xn(t, θθθ) + ṽn(t, θθθ, γ))2 (12)

若记

FFF (t, θθθ, γ) =
[
F1(t, θθθ, γ) · · · FN(t, θθθ, γ)

]T

则有

Fn(t, θθθ, γ) =
µn (¯̃xn(t, θθθ) + ṽn(t, θθθ, γ))

a2
n(t, θθθ, γ)

×
(

u(t)−
N∑

i=1

(
x̄i(t, θθθ) + vi(t, θθθ, γ)

)
)

(13)

定理 2中积分流形的存在性与唯一性说明了算
法的整体稳定性, 只要估计频率与状态的初始值处
于积分流形上, 则对于任意时刻估计频率与状态都
处于该积分流形上. 而引理 1说明在该积分流形上,
算法的稳定性主要决定于估计频率 θθθ(t)在 t → +∞
时的行为, 故以下通过讨论估计频率的稳定性来揭
示算法的稳定性.

3 频率估计稳定性

对式 (13) 运用平均方法[23], 得到估计频率 θθθ的

平均方程

θ̇θθ = γF̄FF (θθθ) = γ
[
F̄1(θθθ) F̄2(θθθ) · · · F̄N(θθθ)

]T
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由于

a2
n(t, θθθ, 0) = x̄2

n(t, θθθ) + ¯̃x2

n(t, θθθ)

Fn(t, θθθ, 0) =
µn

¯̃xn(t, θθθ)
a2

n(t, θθθ, 0)

(
u(t)−

N∑
i=1

x̄i(t, θθθ)

)

于是在式 (1) 的输入下有

ā2
n(θθθ) =

µ2
n

2
â2

n(θθθ) =

lim
T→∞

1
T

∫ T

0

a2
n(t, θθθ, 0)dt =

µ2
n

2

K∑
k=1

(
(θ2

n + ω2
k)U

2
k

(θ2
n − ω2

k)2(1 + L2(ωk))

)
(14)

F̄n(θθθ) = lim
T→∞

1
T

∫ T

0

Fn(t, θθθ, 0)dt =

−1
â2

n(θθθ)

K∑
k=1

(
θnU2

k

(θ2
n − ω2

k)(1 + L2(ωk))

)
(15)

由于

lim
θn→ωk

1
1 + L2(ωk)

=
(θ2

n − ω2
k)

2

(µnωk)2

所以 F̄FF (θθθ)是连续有界函数, 将其写成矩阵形式

F̄FF (θθθ) = −




â−2
1 (θθθ)

. . .

â−2
N (θθθ)


×




θ1

θ2
1 − ω2

1

· · · θ1

θ2
1 − ω2

K
θ2

θ2
2 − ω2

1

· · · θ2

θ2
2 − ω2

K
...

. . .
...

θN

θ2
N − ω2

1

· · · θN

θ2
N − ω2

K







U2
1

1 + L2(ω1)
U2

2

1 + L2(ω2)
...

U2
K

1 + L2(ωK)




由于 θ1, θ2, · · · , θN 互不相同, ω1, ω2, · · · , ωK 互不

相同, ā−2
n (θθθ) 6= 0, 所以平均方程的平衡点即

F̄FF (θθθ) = 0只有平凡解
[
(1 + L2(ω1))

−1 · · · (1 + L2(ωK))−1
]T

= 0

从而有

[
N∏

n=1

(θ2
n − ω2

1) · · ·
N∏

n=1

(θ2
n − ω2

K)

]T

= 0 (16)

为方便讨论, 定义中心为 ωωω、半径为 r的球域为

Br(θθθ,ωωω) = {θθθ| ‖ θθθ −ωωω ‖≤ r,θθθ ∈ Θ}
分三种情况讨论频率估计平均方程的局部稳定性.

3.1 孤立平衡点的指数稳定性

若输入正弦成分个数等于频率估计器个数, 即
N = K, 再假设输入信号各个频率的范围已知, 即
对于 k = 1, · · · ,K 都满足条件

[ωkmin, ωkmax] ⊆ [θkmin, θkmax] (17)

则平均系统有唯一的孤立平衡点 θ̄θθ = ωωω, 此时系统
有如下特性.
定理 3. 对孤立平衡点 ωωω, 存在常数 r1 > 0与

M1 > 0 和有限的时间 T > t0, 使对于任意初始值
θθθ(t0) ∈ Br1(θθθ,ωωω)和任意时刻 t ≥ T , 估计频率满足

‖ θθθ(t)−ωωω ‖≤ M1 ‖ θθθ(t0)−ωωω ‖ e−γ(t−t0) (18)

证明. 采用局部线性化方法, 在 θ̄θθ 邻域对 F̄FF (θθθ)
进行一阶近似, 平均方程可改写为

θ̇θθ = γF̄FF (θ̄θθ) + γ
∂

∂θθθ
F̄FF (θ̄θθ)(θθθ − θ̄θθ) (19)

令m 6= n, 由式 (15) 得到

∂

∂θm

F̄n(θθθ)= 4

(
K∑

k=1

(θ2
n + ω2

k)U
2
k

(θ2
n − ω2

k)2(1 + L2(ωk))

)−2

×

K∑
k=1

θnU2
k

(θ2
n − ω2

k)(1 + L2(ωk))
×

K∑
k=1

µmθmωk(θ2
n + ω2

k)U
2
k

(θ2
n − ω2

k)2(θ2
m − ω2

k)2(1 + L2(ωk))2
−

4

(
K∑

k=1

(θ2
n + ω2

k)U
2
k

(θ2
n − ω2

k)2(1 + L2(ωk))

)−1

×

K∑
k=1

µmθmωkθnU2
k

(θ2
n − ω2

k)(θ2
m − ω2

k)2(1 + L2(ωk))2

∂

∂θn

F̄n(θθθ)=4

(
K∑

k=1

(θ2
n + ω2

k)U
2
k

(θ2
n − ω2

k)2(1 + L2(ωk))

)−2

×

K∑
k=1

θnU2
k

(θ2
n − ω2

k)(1 + L2(ωk))
×

K∑
k=1

µnθnωk(θ2
n + ω2

k)U
2
k

(θ2
n − ω2

k)4(1 + L2(ωk))2
−

4

(
K∑

k=1

(θ2
n + ω2

k)U
2
k

(θ2
n − ω2

k)2(1 + L2(ωk))

)−1

×
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K∑
k=1

µnθ2
nωkU

2
k

(θ2
n − ω2

k)3(1 + L2(ωk))2
−

2

(
K∑

k=1

(θ2
n + ω2

k)U
2
k

(θ2
n − ω2

k)2(1 + L2(ωk))

)−2

×

K∑
k=1

θnU2
k

(θ2
n − ω2

k)(1 + L2(ωk))
×

K∑
k=1

θn(θ2
n + 3ω2

k)U
2
k

(θ2
n − ω2

k)3(1 + L2(ωk))2
+ 1

以 θθθ = θ̄θθ代入得

∂

∂θm

F̄n(θ̄θθ) = 0,
∂

∂θn

F̄n(θ̄θθ) = −1 (20)

于是有负单位矩阵

∂

∂θθθ
F̄FF (θ̄θθ) = diag {−1,−1, · · · ,−1} (21)

故 θ̄θθ = ωωω 是平均方程的局部指数稳定平衡点, 则
根据 Lyapunov 局部指数稳定性定理, 存在球域
Br1(θθθ,ωωω) 使定理成立. 并且局部的频率收敛速度
不受制于输入分量的幅值.
由于 F̄FF (θθθ) 连续可微, 且 ∂

∂θθθ
F̄FF (θθθ) 在 Θ 上有界,

据局部指数稳定平衡点的 Lyapunov 逆定理, 由文
献 [24] 定理 4.14直接得到以下结论.
引理 2. 当 ωωω 是平均系统的指数稳定平衡点时,

存在函数 V1(θθθ,ωωω) : Θ → R, 满足不等式

c1 ‖ θθθ −ωωω ‖2≤ V1(θθθ,ωωω) ≤ c2 ‖ θθθ −ωωω ‖2

∂

∂θθθ
V1(θθθ,ωωω)F̄FF (θθθ) ≤ −c3 ‖ θθθ −ωωω ‖2

‖ ∂

∂θθθ
V1(θθθ,ωωω) ‖≤ c4 ‖ θθθ −ωωω ‖

其中, c1, c2, c3, c4 为正常数.

3.2 中心流形与半稳定性

若输入正弦成分个数小于频率估计器个数,
即 N1 = N − K > 0 时, 把估计频率改写为

θ̃θθ =
[
θθθT ηηηT

]T

, 其中

θθθ=
[
θ1 · · · θK

]T

ηηη=
[
η1 · · · ηN1

]T

若 θθθ满足式 (17), 只要 θθθ = ωωω, 总有 F̄FF (θ̃θθ) = 0, 所以
平均方程有平衡点连续体

F̄FF
−1

(0) =
{
θθθ|θθθ = ωωω, θ̃θθ ∈ Θ̃

}

由于 F̄FF
−1

(0)中不对 ηηη 作限制, ηηη 可为任何值, 系统
的平衡点不是孤立平衡点, 而是连续平衡点集. 文献
[25] 指出渐近稳定性概念不适合这类系统, 而应该
用半稳定性来分析. 半稳定性理论在文献 [26] 得到
较深入研究并被应用于非连续自治系统[27] 和控制

网络一致性规约[28] 的稳定性分析中. 以下定义选自
文献 [26].
定义 1. 设非线性动力系统 ẋxx = fff(xxx) 平衡点

集记为 fff−1(0), 称 xxxe ∈ fff−1(0) 是半稳定的, 如果
它是 Lyapunov稳定的, 并且存在包含 xxxe 的开子集

Q, 使得起始于初值 xxx(t0) ∈ Q 的所有轨线都收敛,
即 xxx(∞) = limt→+∞xxx(t)存在, 且 xxx(∞)也是 Lya-
punov稳定的. 如果所有的平衡点都是半稳定的, 则
称系统是半稳定的.
在上述定义中, xxx(∞)可能不等于 xxxe. 对于半稳

定性分析, 我们不加证明地引用文献 [26] 的定理 3.1
作为如下引理.
引理 3. 记 Q是平衡点集 fff−1(0)的开邻域, 假

设存在某个连续可微函数 V : Q → R使得

∂V

∂xxx
(xxx)fff(xxx) < 0, xxx ∈ Q\fff−1(0)

若系统是 Lyapunov稳定的, 那么系统是半稳定的.
此时频率估计稳定性描述如下:
定理 4. 若 θθθ 满足式 (17), 存在常数 r2 > 0与

M2 > 0, 对于任意初始值 θ̃θθ(t0) ∈ Br2(θ̃θθ,ωωω),

ηηη(∞) = lim
t→∞

ηηη(t) = Constant (22)

θθθ(∞) = lim
t→∞

θθθ(t) = ωωω (23)

并且存在有限的时间 T > t0, 使得对于任意时刻
t ≥ T 满足

‖ θθθ(t)−ωωω ‖≤ M2 ‖ θθθ(t0)−ωωω ‖ e−γ(t−t0) (24)

证明. 考虑在某个平衡点 ¯̃
θθθ = [ωωωT η̄ηηT]T 的邻

域, 根据式 (20) 把平均方程的近似式 (19) 改为

θ̇θθ =
∂

∂θθθ
F̄FF (¯̃θθθ)(θθθ −ωωω)

η̇ηη = 0

其中, ∂
∂θθθ

F̄FF (¯̃θθθ)是式 (21) 的负单位矩阵, 根据中心流
形定理, 存在 N1 维中心流形

Mc =
{

θ̃θθ =
[
θθθT ηηηT

]T

|θθθ = hhh(ηηη)
}

由于 η̇ηη = 0, 所以在该流形上 ηηη 为常数. 再由文献
[24] 的推论 8.1 确定平均系统在 ¯̃

θθθ 处是局部 Lya-
punov稳定的.
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由引理 2选择 V (θ̃θθ) = V1(θθθ,ωωω)为 Lyapunov函
数, 则

∂V

∂θ̃θθ
(θ̃θθ)F̄FF (θ̃θθ) < 0, ∀ θ̃θθ ∈ Θ̃\F̄−1(0)

由引理 3知平均系统是局部半稳定的. 根据半稳定
性的定义知式 (22) 和 (23) 成立.
另外, 由于对应于 ηi 的幅值 ai 很小, 使得

‖ fi(t,χχχ) ‖很大, 所以 ηηη 的收敛速度较 θθθ 快, 经过
有限时间 T 后, ηηη 就达到中心流形Mc 或边界点上,
此时恒定的 ηηη 使得关于 θ̃θθ 的 K + N1 维平均方程退

化为关于 θθθ的 K 维自治方程, 由定理 3知 θθθ按指数

规律收敛到 ωωω, 所以式 (24) 成立.
综合定理 3 和定理 4, 经过有限时间 T 后, 估

计频率 θθθ 都按指数规律趋向 ωωω, 即 θθθ = ωωω 是平均方

程 θ̇θθ = γF̄FF (θθθ) 的指数平衡点. 依据概周期动力系
统的平均定理[23], 平均方程的指数稳定平衡点也是
原概周期方程 θ̇θθ = γFFF (t, θθθ, γ)的局部指数稳定平衡
点, 由于 FFF (t, θθθ, γ)一致连续可微, 且 ∂

∂θθθ
FFF (t, θθθ, γ)在

Θ上一致有界, 据局部指数稳定平衡点的 Lyapunov
逆定理, 由文献 [24] 的定理 4.14直接得到以下结果.
引理 4. 当 ωωω 是平均系统的指数稳定平衡点

时, 概周期微分方程 FFF (t, θθθ, γ)存在函数 V2(t, θθθ,ωωω) :
[0,+∞)×Θ → R, 满足不等式

c5 ‖ θθθ −ωωω ‖2≤ V2(t, θθθ,ωωω) ≤ c6 ‖ θθθ −ωωω ‖2

∂

∂t
V2(t, θθθ,ωωω) +

∂

∂θθθ
V2(t, θθθ,ωωω)FFF (t, θθθ, γ) ≤

− c7 ‖ θθθ −ωωω ‖2

‖ ∂

∂θθθ
V2(t, θθθ,ωωω) ‖≤ c8 ‖ θθθ −ωωω ‖

其中, c5, c6, c7, c8 为正常数.

3.3 周期扰动下的有界性

由于实际信号频率成分复杂, 难免存在未知频
率成分, 考虑在式 (1) 的输入信号中迭加周期扰动
信号, 由K1 个未知频率的正弦成分组成

ũ(t) =
K1∑
i=1

Ũi sin(ξit + δ̃i) (25)

把输入频率改写为 ω̃ωω = [ωωωT ξξξT]T, 其中, ωωω =
[ω1 · · · ωK ]T 是 K 个已知范围的频率, ξξξ =
[ξ1 · · · ξK1 ]T 是 K1 个未知范围的频率, ξξξ ∈ Ξ,
Ξ ∩Θ = φ. 此时平均系统不存在精确的平衡点.
把估计频率的概周期微分方程改写为

θ̇θθ = γFFF (t, θθθ, γ) + γggg(t, θθθ, γ) (26)

其中 FFF (t, θθθ, γ)由式 (12) 和 (13) 决定, 而

ggg(t, θθθ, γ) =
[
g1(t, θθθ, γ) · · · gN(t, θθθ, γ)

]T

gn(t, θθθ, γ) =
µn (¯̃xn(t, θθθ) + ṽn(t, θθθ, γ)) û(t)

a2
n(t, θθθ, γ)

考虑 ωωω 是标称系统 θ̇θθ = γFFF (t, θθθ, γ)的指数稳定平衡
点, 把 γggg(t, θθθ, γ)作为标称系统的结构扰动, 分析扰
动系统的有界性, 有以下定理.
定理 5. 记 µM = max(µ1, · · · , µN) 为带宽参

数的最大值, 存在正常数 γ̄, µ̄, M3, b̄, r3 与某个有

限的时刻 T , 当 γ ∈ (0, γ̄], µM ∈ (0, µ̄]且 γµM < b̄

时, 则对于所有初值 θθθ(t0) ∈ Br3(θθθ,ωωω), 扰动系统的
解 θθθ(t)当 t0 ≤ t < t0 + T 时满足:

‖ θθθ(t)−ωωω ‖≤ M3 ‖ θθθ(t0)−ωωω ‖ e−γµM bM (t−t0)

当 t ≥ T + t0 时满足

‖ θθθ(t)−ωωω ‖≤ γµMb0

K1∑
k=1

Ũk (27)

证明. 由于 ggg(t, θθθ, γ)是有界域 Θ上的一致连续
函数, 且扰动量 γggg(t, θθθ, γ)有如下的边界

‖ γggg(t, θθθ, γ) ‖≤ γµM L̄0

K1∑
k=1

Ũk (28)

其中

当 ωωω 是标称系统的指数稳定平衡点时, 存在引
理 4 所列的函数 V2(t, θθθ,ωωω) 和常数 c5, c6, c7, c8, 令
0 < λ < 1, 取

b̄ ≤ c7

c8

√
c5

c6

λ r3

L̄0

K1∑
k=1

Ũk

对给定的 r3 > 0,总可以选择 γ̄, µ̄,当 γ ≤ γ̄, µM ≤
µ̄使得 0 < γµM ≤ b̄, 从而

‖ γggg(t, θθθ, γ) ‖≤ c7

c8

√
c5

c6

λ r3

根据文献 [24] 的引理 9.2知, 令

M3 =
√

c6

c5

, bM =
(1− λ)c7

2c6

, b0 =
c8

c7

√
c6

c5

L̄0

λ

即可使得定理成立. ¤
综上所述, 估计频率的暂态响应速度主要取决

于参数 γ, γ 越大收敛越快, 受带宽参数的影响相对
很小. 当所有输入成分的频率范围已知时, 频率估计
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方程处于指数稳定或半稳定状态, 估计频率收敛到
输入信号频率. 当输入信号包含有未知频率范围的
正弦成分时, 估计频率 θθθ不趋向于恒值, 而在输入频
率 ωωω的邻域内振荡, 振荡范围决定于最终边界, 该值
与算法参数乘积 γµM 的大小成比例.

4 幅值估计与信号跟随

由式 (4) ∼ (8) 知, 估计幅值对时间 t的变化率

为

d
dt

a2
n(t) = 2xnẋn + 2x̃n

˙̃xn = 2µnxne

这说明估计幅值 an 的收敛速度主要决定于带宽参

数 µn, 受参数 γ 的影响相对较小.
当 N = K, 估计频率具有指数稳定的孤立平衡

点时, 暂态响应结束后, 在稳态过程中, θθθ(t)变化缓
慢, 依据慢流形思想, 可将其视为常数以简化分析.
以 θθθ = ωωω代入 H(jωωω,θθθ)和 H̃(jωωω,θθθ)有

Hk(jωk, θθθ) = 1, H̃k(jωk, θθθ) = j, k = 1, 2, · · · ,K

Hn(jωk, θθθ) = 0, H̃n(jωk, θθθ) = 0, n 6= k

从而

H(jωωω,θθθ) = IK×K , H̃(jωωω,θθθ) = jIK×K

于是稳态状态变量成为

xxx(∞) = [U1 sin(ω1t + δ1) · · · UK sin(ωKt + δK)]T

x̃xx(∞) = [U1 cos(ω1t+ δ1) · · · UK cos(ωKt+ δK)]T

可见 xxx(∞) = uuu, 此时 û(∞) =
∑N

n=1 xn = u(t), 可
准确跟随输入信号及其各个正弦成分. 另外,

an(∞)=
√

x2
n(∞)+x̃2

n(∞) = Un, n=1, 2, · · · ,K

同时能够获得各个正弦成分幅值的准确估计.
对于频率估计是半稳定的情况, 稳态频率为

θθθ(∞) = [ωωωT η̄ηηT]T, 其中 η̄ηη 为常数, 所以稳态频率特
性矩阵具有以下形式

H(jωωω,θθθ) =

[
IK×K 000

000 000

]
, H̃(jωωω,θθθ) =

[
jIK×K 000

000 000

]

于是当 1 ≤ n ≤ K 时,

xn(∞) = Un sin(ωnt + δn)

x̃n(∞) = Un cos(ωnt + δn)

an(∞) = Un

而当K < n ≤ N 时,

xn(∞) = x̃n(∞) = 0, an(∞) = 0

仍获得输入信号的各个成分及其幅值的准确估计.
设输入信号由式 (1) 的K 个已知频率范围的正

弦成分与式 (25) 的 K1 个未知频率范围的正弦分量

叠加, 已知范围频率的估计值为 θθθ = [θ1 · · · θK ]T,
令 1 ≤ n ≤ K, 状态变量为

xn= Un sin(ωnt + δn) +
K1∑
i=1

(
Hn(ξi, θθθ)Ũi sin(ξit + δ̃i + ϕ(ξi, θθθ))

)

x̃n= Un cos(ωnt + δn) +
K1∑
i=1

(
H̃n(ξi, θθθ)Ũi cos(ξit + δ̃i + ϕ(ξi, θθθ))

)

此时状态变量 xxx, x̃xx 不能趋向于稳定的单一的正

弦信号, 而是多个频率正弦信号的叠加. 记状

态变量的标准值为 x̄n = Un sin(ωnt + δn), ¯̃xn =
Un cos(ωnt + δn), 状态跟随误差为

|en|= |xn − x̄n| ≤

µn

K1∑
i=1

ξiŨi

|θ2
n − ξ2

i |
√

1 + L2(ξi)

|ẽn|= |x̃n − ¯̃xn| ≤

µn

K1∑
i=1

θnŨi

|θ2
n − ξ2

i |
√

1 + L2(ξi)

此时幅值估计 an 也不等于恒值, 同样叠加
了多个频率的正弦信号. 显然幅值的标准值为
ān =

√
x̄2

n + ¯̃x2
n = Un, 根据测量误差的合成原

理, 幅值估计误差可表示为

|∆an|= |an − ān| =
∣∣∣∣∣
x̄nen + ¯̃xnẽn√

x̄2
n + ¯̃x2

n

∣∣∣∣∣ =

| sin(ωnt + δn)en + cos(ωnt + δn)ẽn| ≤

µn

K1∑
i=1

(θn + ξi)Ũi

|θ2
n − ξ2

i |
√

1 + L2(ξi)

上述表明, 存在未知频率的正弦成分时, 稳态幅
值估计与状态跟随误差都随着 µn 的增大而增大, 受
参数 γ 的影响较小, 误差也随着未知正弦分量的幅
值的增大而增大.

5 应用仿真

假设输入信号包含 5 个正弦成分

u(t) =
5∑

k=1

uk(t) =
5∑

k=1

Uk sin(2πfkt + δk)
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采用 5 个频率估计器并联, 估计频率 θ1, θ2, θ3,
θ4, θ5 的单位定为 Hz, 对应的的数值区间设为 [40,
59]、[90, 109]、[140, 159]、[190, 209]、 [240, 259],
带宽参数相等都为 µ, 采样频率选为 10 kHz, 在
Simulink 环境下, 选择龙格 – 库塔算法进行仿真.
为防止积分器深度饱和, 对状态变量设置 ±1.5的限
幅.

5.1 跟随性能

选择 γ = 4π, µ = 20π, 图 2 给出各个频率的实
际值 fk 和估计值 θk 曲线, 图 3 是各个正弦成分幅
值的实际值 Uk 和估计值 ak 曲线.

(a) 曲线 f1 和 θ1

(a) Curves of f1 and θ1

(b) 曲线 f2 和 θ2

(b) Curves of f2 and θ2

(c) 曲线 f3 和 θ3

(c) Curves of f3 and θ3

(d) 曲线 f4 和 θ4

(d) Curves of f4 and θ4

(e) 曲线 f5 和 θ5

(e) Curves of f5 and θ5

图 2 频率跟随性能

Fig. 2 Frequency performances of tracking

(a) 曲线 U1 和 a1

(a) Curves of U1 and a1

(b) 曲线 U2 和 a2

(b) Curves of U2 and a2

(c) 曲线 U3 和 a3

(c) Curves of U3 and a3

(d) 曲线 U4 和 a4

(d) Curves of U4 and a4

(e) 曲线 U5 和 a5

(e) Curves of U5 and a5

图 3 幅值跟随性能

Fig. 3 Amplitude performances of tracking

经过 1.2 s时间, 估计频率 θ1, θ2, θ3, θ4, θ5从各

自初始值 50Hz, 100 Hz, 150 Hz, 200 Hz, 250 Hz准
确跟随到实际频率 50Hz, 100 Hz, 152 Hz、200Hz,
252Hz, 估计幅值 a1, a2, a3, a4, a5都从同一个初始

值 1.0 准确跟随到实际幅值 1.0, 0.1, 0.5, 0.1, 0.3,
此时 5 个正弦分量的幅值都不等于 0, 频率估计算法
存在稳定的孤立平衡点, 估计频率按指数规律趋于
真值.
在 t = 2.0 s时两个正弦分量的幅值 U2、U4 变

为 0, 估计频率由指数稳定的孤立平衡点转向稳定的
中心流形, 在该流形上 θ2 = 101Hz, θ4 = 198.5Hz
为常数. U2, U4 变化并没有引起其他三个正弦分量
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的估计频率或幅值曲线的较大变动, 说明状态变量
与估计频率之间的解耦是有效的.
在 t = 4.0 s 时刻, f1, f2, f3, f4, f5 分别有

2.0Hz, 2.0 Hz, −2.0Hz, 2.0 Hz, −2.0Hz 的跳变,
由于 U2 = U4 = 0, 估计频率处于半稳定状态, θθθ(t)
从中心流形的一个平衡点转向另一个平衡点, 由于
a2, a4 很小, 受制于边界条件, θ2, θ4 很快收敛到其

最小值 90Hz, 190 Hz, 此后, 其余的估计频率再按
指数规律趋向各自的平衡态. 到 t = 5.2 s时, 暂态
过程结束, 频率和幅值的估计值即准确跟随了实际
值. 注意到 f1, f2, f4 的跳变方向为正, f3, f5 的跳

变为负, 说明各个估计频率具有独立跟随性能. 在
t = 8.0 s 时刻, f1, f3, f5 分别有 −4.0Hz, 3.0Hz,
−1.0Hz的跳变, U2, U4, U5 分别有 0.1, 0.1, 0.2的
跳变, 注意到此时算法又从半稳定状态恢复到指数
稳定状态. 幅值与频率跳变的叠加使得幅值的暂态
响应比较剧烈, 暂态响应过程稍长, 直到 t = 10.0 s
才结束.

在 t = 12.0 s 时刻, 在保持频率不变的同时使
U1, U3, U5 分别有 −0.1, 0.1, −0.1的跳变, 由此引
发的暂态变化主要局限在状态变量, 对估计频率的
影响很小, 显示频率估计算法对输入信号幅值的跳
变具有较好的鲁棒性, 不同方向的幅值跳变展示了
幅值估计算法的相对独立的跟随性能.
图 4 的跟随误差定义为 ek = uk − xk (k =

1, 2, · · · , 5), 图中显示稳态时状态变量 xk 对输入正

弦成分 uk 具有良好的跟随性能. 注意到在指数稳定
状态与半稳定中心流形下, 稳态时都能够实现频率、
幅值与信号分量本身无差的精确跟随.

5.2 参数影响

为考察参数 γ, µ对算法性能的影响,在 t = 12 s
时保持所有正弦分量的频率不变而改变其幅值, 在
t = 13 s时保持所有正弦分量的幅值不变而改变其
频率, 分别选择不同的参数值, 得到估计幅值 a1 曲

线、估计频率 θ1 曲线列在图 5 和图 6 中.
从图 5 的 θ1 曲线显示, 参数 γ 越大, 估计频率

θθθ 的动态响应越快, 而数值小的 γ 使估计频率和幅

值跟随暂态过程加长. 在 t = 12 s处的 γ = 10π 与

γ = 2π对应的两条幅值 a1曲线基本重合, 展示参数
γ 的大小对单纯幅值跳变引起的幅值跟随性能影响

不大.
从图 6 幅值 a1 曲线显示, 较大的 µ值使幅值具

有较好的快速跟随性能, 因频率变化而导致的超调
量也较小. 在 t = 13 s处的 µ = 50π 与 µ = 10π 对

应的两条幅值 θ1 曲线基本重合, 展示参数 µ的大小

对单纯频率跳变引起的频率跟随暂态性能影响不大.
在指数稳定平衡点和半稳定的中心流形上, 参

数 γ, µ的大小只影响暂态性能, 不影响稳态估计精
确度.

(a) 曲线 e1

(a) The curve of e1

(b) 曲线 e2

(b) The curve of e2

(c) 曲线 e3

(c) The curve of e3

(d) 曲线 e4

(d) The curve of e4

(e) 曲线 e5

(e) The curve of e5

图 4 跟随误差曲线

Fig. 4 Curves of tracking error

5.3 有界性

当输入信号中正弦分量的频率不在估计频率的

设定范围中时, 各个频率与幅值的稳态估计值除受
未知成分影响外, 还受到参数 γ, µ 数值的影响. 在
输入信号中加入正弦分量

u6(t) = 1.0 sin(2π × 230t)

其频率 230Hz不处于任何估计频率空间中, 保持其
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他频率不变, 改变参数 γ, µ 数值, 得到各稳态估计
值列在表 1 和表 2中.
在表 1中, 输入信号的 5 个正弦分量的幅值都

不等于 0, 此时扰动系统的标称系统处于指数稳定状
态. 在表 2 中, 由于对应 θ2, θ4 的两个正弦分量幅

值都等于 0, 此时扰动系统的标称系统处于半稳定状
态.

(a) 频率跟随性能

(a) Frequency tracking performances

(b) 幅值跟随性能

(b) Amplitude tracking performances

图 5 µ = 20π跟随性能

Fig. 5 Tracking performances when µ = 20π

由于未知正弦分量的扰动作用, 估计频率和幅
值在真值上都叠加了高频振荡. 每个表中 µ相同的

两行幅值的振荡范围基本相同, 说明稳态幅值估计
精度主要决定于参数 µ, 受 γ 的影响较小. 表中 µ

与 γ 乘积相同的两行频率的振荡范围基本相同, 说
明频率幅值估计精度主要决定于乘积 γ · µ. 选择较
小的参数能够增强算法的鲁棒性, 提高估计精度, 但
会降低动态响应速度, 延长动态响应时间. 较小的 µ

值使算法的带宽变窄, 从而能够降低频谱泄露导致
的检测误差.

(a) 频率跟随性能

(a) Frequency tracking performances

(b) 幅值跟随性能

(b) Amplitude tracking performances

图 6 γ = 4π跟随性能

Fig. 6 Tracking performances when γ = 4π
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表 2中频率 θ2 和 θ4 受 u6(t)的影响, 都等于上
限值, 其对时间的导数都等于 0, 维持了中心流形存
在性. 表 2中幅值 a2 和 a4 的振荡中心都偏离了其

真值 0, 偏移量随着 µ的增大而增大, 从而形成伪信
号, 这可认为是一种由频率格栅效应导致的频谱泄
露现象. 本算法把频率轴划分为多个区间, 在每个区
间内具有自适应跟随性能, 其频率格栅效应是基于
区间的, 是对傅里叶变换的基于点的格栅效应的较
大改进.

6 结论

本文把多个归一化频率估计器并联形成梳状滤

波器, 应用于稳定概周期信号的时频分析. 经理论分
析和仿真验证可知: 当输入信号的正弦分量的频率
都在设定范围变化内时, 算法处于指数稳定状态或
半稳定状态, 能够获得各个正弦分量的频率、幅值
及其本身的无差估计和准确跟随. 频率和幅值估计
的收敛速度分别主要决定于自适应系数和带宽参数,
受输入分量幅值的影响较小. 当输入信号中包含不
在设定范围内的正弦分量时, 算法的鲁棒性使得可
以通过减小带宽参数来提高幅值估计精度, 通过减
小带宽参数或自适应增益来提高频率估计精度. 算
法把频率轴划分为多个区间, 每个区间内自适应跟
踪性能使估计频率收敛到恒定的整数或小数, 从而
提高对含有谐波和间谐波的概周期信号时频分析的

性能. 增加频率估计器的个数, 对频率轴进行精细划
分, 能够减小频率格栅效应, 提高时频分析性能.
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