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摘    要   针对一阶赢者通吃竞争模型难以兼顾惯性效应、状态约束与优化解释, 研究资源总量守恒与箱体约束下的分布式

非凸资源分配问题. 为此, 对 Hill型效用引入对数障碍正则化, 以图边流动量为中间状态构建二阶惯性边流资源竞争模型.
模型保持资源总量守恒, 并基于局部边际效用实现分布式交互. 随后, 通过能量函数和 LaSalle不变性原理, 证明可行内点

集正不变、系统能量单调耗散, 且系统轨迹收敛至平衡点集合. 进一步建立动力学平衡点与正则化问题 KKT条件的对应关

系, 并证明当障碍参数趋于零且对偶变量有界时, 平衡点极限恢复原问题的 KKT结构. 此外, 在 Hill边际效用饱和区, 给
出能力参数与稳态资源分配之间的条件排序性质. 数值结果表明, 模型在保持约束的同时形成有界优势资源集聚.
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A Constrained Second-order Inertial Edge-flow Resource Competition Model:

Conservation, KKT Equilibria, and Bounded Dominant Concentration
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Abstract   This paper studies the distributed nonconvex resource allocation problem under total-resource conserva-
tion and box constraints, addressing the inability of first-order winner-take-all competition models to jointly cap-
ture inertia effects, state constraints, and an optimization interpretation. To this end, a logarithmic barrier regular-
ization is introduced for Hill-type utilities, and a second-order inertial edge-flow resource competition model is con-
structed using graph edge-flow momentum as an intermediate state. The model preserves total-resource conserva-
tion and realizes distributed interaction based on local marginal utilities. Then, using an energy function and LaS-
alle＇s invariance principle, we prove positive invariance of the feasible interior set, monotonic dissipation of system
energy, and that the system trajectory converges to the equilibrium set. We further establish the correspondence
between dynamical equilibria and the KKT conditions of the regularized problem, and prove that, as the barrier
parameter approaches zero and the dual variables are bounded, the equilibrium limits recover the KKT structure of
the original problem. In addition, in the saturation region of the Hill marginal utility, we derive a conditional order-
ing property between capability parameters and steady-state resource allocations. Numerical results show that the
model forms bounded dominant resource concentration while preserving constraints.
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赢者通吃 (winner-take-all, WTA)现象广泛存

在于有限资源竞争系统之中, 其典型特征是少数个

体在动态竞争后占据更多的资源份额, 而其余个体

则处于被压制、边缘化或仅维持最低生存份额的状

态. 该现象在平台流量分配、注意力竞争、生态位争

夺以及算力与通信资源协调等问题中均可观察到.
与合作型一致性模型强调“趋同”不同, 资源竞争动

力学更关注总资源受限条件下资源份额如何沿网络

边重分配, 以及局部优势如何被放大并演化为结构

性集聚. 围绕这一现象的早期研究, 主要从竞争动

力学与复杂系统演化出发建立解释框架 .  例如 ,
Lotka[1] 和 Volterra[2] 的经典竞争模型揭示有限资

源条件下物种之间的排斥、共存与优势演化机制.
Grossberg[3] 从竞争−决策角度刻画抑制性交互下的

选择行为. Hirsch[4] 则从微分方程理论层面对竞争/
合作系统的极限集与渐近行为进行系统分析. 进入

神经计算与平台经济阶段后, Maass[5] 说明WTA
结构在神经计算中的基本计算能力, Maurer 等 [6]

和 Noe等[7] 进一步揭示互联网平台和市场竞争中由

网络效应放大导致的收益集中和结构偏斜现象. 然
而, 上述研究总体上仍以现象解释、系统性质分析、

集中式赢家识别为主, 尚未形成面向受约束连续资

源竞争问题的分布式动力学建模闭环.

k-WTA

k-WTA

k-WTA

k-WTA

为提升WTA 模型的可计算性和工程可实现

性, 后续研究逐步将“赢家识别”问题转化为优化求

解与神经动力学设计问题. Liu和Wang[8] 将 

结构与二次规划联系起来并构造神经网络求解器,
随后讨论带不连续激活的两类  网络[9]. Li等[10]

进一步给出有限时间二次规划求解网络及其 

应用. 与此相呼应, 杨涛等[11] 对分布式协同优化的

建模框架、算法机理与应用场景进行系统总结, 指
出通信约束、收敛速度和可扩展性是该方向持续关

注的关键问题. 在此基础上, Li等[12] 将WTA机制

推广到动态网络中的分布式实现, 而陈刚等[13] 则在

集合约束下研究多智能体系统的分布式固定时间优

化控制, 说明局部约束处理与连续时间收敛分析可

以在统一框架下实现. 随后, Zhang等[14] 系统分析

分布式  模型的设计与稳定性. 面向高阶动

力学情形, 时侠圣等[15] 进一步给出有界扰动下二阶

智能体的固定时间分布式优化算法. 近年来, 关于

分布式WTA的优化解释进一步得到完善[16], 而吴

庆涛等[17] 针对信息受限场景研究基于条件梯度的

加速分布式在线学习算法, 表明分布式优化研究正

在进一步向复杂信息结构和动态环境扩展. 在更贴

近资源协调的方向上, 时侠圣等[18] 继续讨论受扰线

性多智能体系统的分布式资源分配问题.

这些工作表明, 连续时间多智能体动力学、资

源协调和分布式优化之间已经形成较为清晰的理论

联系. 虽然关于非凸约束的协同控制问题在多智能

体系统中有诸多研究, 如非凸输入约束群集控制问

题[19] 与非凸状态和输入约束、时变时滞、切换拓扑

包含控制问题[20]. 然而, 协同控制问题与资源竞争

问题有着本质的区别, 因此相关研究方法和理论很

难借鉴应用. 总体而言, 现有研究大多面向凸优化、

集合约束或一般线性资源分配模型, 其核心目标仍

是“使系统收敛到某类最优分配”, 尚未直接研究当

非凸效用、总量守恒与箱体约束同时存在时, 如何

构造既具有资源竞争解释又具备严格闭环分析的二

阶连续时间资源竞争模型.
近期, Chen[21] 提出一类固定总资源条件下的一

阶连续时间竞争模型, 将赢者通吃解释为零和资源

掠夺过程中的动态分化结果, 并揭示该模型在反时

间意义下与一致性动力学之间的联系. 这一工作的

重要价值在于, 它不再将WTA仅仅理解为“输入

最大者胜出”的静态选择器, 而是将WTA提升为

一种可连续演化、可进行系统分析的资源竞争动力

学. 在此基础上, Cao等[22] 又从动态竞争模型与优

化机理的关系出发, 进一步讨论连续时间WTA动

力学的求解行为与结构特征. 但从本文关注的受约

束分布式资源优化角度看, 现有这类模型仍存在三

点不足: 其一, 模型本质上仍是一阶动力学, 难以表

达现实资源竞争中的惯性、滞后和边流累积效应;
其二, 模型通常只保持总量守恒或非负性, 尚未同

时纳入个体容量上、下界所带来的内点可行性要求;
其三, 平衡点与约束优化问题 KKT条件之间尚未

建立严格的闭环对应, 因而难以将“竞争结果”直接

解释为“约束优化解”.
基于上述分析, 本文旨在研究总量守恒与箱体

约束共同作用下形成的有界优势资源集聚. 也就是

说, 竞争结果表现为少数高能力节点占据显著更大

的资源份额, 而弱势节点仍可能保有正资源或下边

界份额. 这与传统意义上研究的“赢者通吃”形成资

源寡头现象存在本质上的不同. 因而, 若仅对现有

一阶模型进行机械式双积分扩展, 往往会破坏资源

守恒结构, 或导致“模型具有二阶形式, 但可行性保

持与收敛分析无法闭环”的问题. 此外, 本文采用的

Hill效用函数对应非凸目标, 这意味着模型设计不

仅要体现二阶惯性特征和分布式实现形式, 还必须

保证轨迹始终停留在可行内点集内, 并使动力学平

衡结构与正则化优化问题之间形成严格、可证明的

对应关系.
围绕上述难点, 本文从优化目标而非从已有一
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WTA/k-WTA

阶动力学形式出发重新设计竞争模型. 具体而言,
首先对原始箱体约束非凸资源分配问题引入对数障

碍, 构造内点正则化目标. 然后以图边流动量为中

间状态设计二阶惯性边流资源竞争模型, 使系统在

状态层面呈现显式二阶结构, 在实现层面保持资源

总量严格守恒. 在此基础上, 本文证明可行内点集

的正不变性、总能量函数的单调耗散性以及系统到

平衡点集合的收敛性; 同时, 进一步建立动力学平

衡点与正则化优化问题 KKT 条件之间的精确对

应, 并在障碍参数趋于零时恢复原始箱体约束问题

的 KKT结构. 最后, 结合 Hill效用的饱和特性给

出赢家稳态排序性质. 与现有  相关研

究相比, 本文关注的不是离散赢家选择, 而是受约

束连续资源份额的动态重分配. 与现有一阶竞争模

型相比, 本文进一步构建二阶惯性竞争模型、内点

可行性机制以及优化闭环解释.
本文的主要贡献总结如下:
1)本文面向有限资源、个体容量约束和惯性效

应共存的竞争场景, 提出一类新的受约束二阶资源

竞争模型, 该模型通过边流动量刻画资源交换惯性,
从结构上同时保持局部竞争、总量守恒和箱体约束

可行性.
2)本文从优化目标出发构造正则化边际效用,

并证明所提动力学具有资源总量守恒、可行内点正

不变、能量单调耗散、轨迹收敛到平衡点集合等性

质; 同时, 建立动力学平衡点与正则化 KKT条件之

间的对应关系, 并讨论障碍参数趋于零时对原始箱

体约束问题 KKT结构的恢复.
3)与现有绝对赢者通吃主题研究不同, 现实中

的平台流量、注意力、算力调度和生态资源竞争往

往表现为强者占优、弱者保留最低份额、资源受容

量边界限制的集聚格局, 本文模型能够解释这种受

总量守恒、容量约束、能力异质性、局部交互和惯性

暂态共同影响形成的稳定竞争平衡, 并进一步揭示

惯性、拓扑、总资源规模和 Hill参数变化对竞争格

局的影响, 为受约束资源竞争系统的建模与调控提

供理论依据.

 1　问题描述与内点正则化

G = (V, E)
V = {1, · · · , n} n

E m = |E| i

Ni

i

h > 0

0 ≤ xmin < xmax i

本文采用无向连通图  描述智能体之

间的资源交换关系, 其中  ,   为智

能体个数,   为边集,  , 智能体  的邻居集合

为 . 与经典的凸优化问题不同, 使用 S型 Hill函
数来建模智能体  的效用 (或收益), 该函数能够捕

捉到在经济学和生物学中广泛观察到的“阈值效应”
和“饱和效应”. 假设 Hill参数 , 资源边界满足

. 对每个智能体 , 定义资源效用函数

Ui(xi, ci) := ciS(xi), S(s) :=
s2

h2 + s2
(1)

xi ∈ R≥0 i ci > 0

i ci

i

S : [0, +∞) → R

其中,   表示智能体  的资源量;   为智

能体  的能力参数 (或效率系数), 较高的  意味着

智能体  可以从相同数量的资源中创造更多的价值;
 为 Hill效用函数.

ci i

j ∈ Ni

值得注意的是, 本文考虑的效用函数面临的一

个关键挑战是信息隐私, 即能力参数  为智能体 

的私有信息, 它反映了智能体的内在技术或才能,
无需公开. 智能体只能与它们的邻居  交换状

态相关的信息 (如当前的资源持有量或边际效用).
本文的目标是刻画受约束条件下的资源竞争平

衡与优势集聚结构, 使得系统资源产生的效应 (个
人效用的总和)在动力学平衡处具有明确的 KKT
解释, 同时遵守资源总量守恒和资源边界约束. 在
数学上, 将其描述为以下受约束资源分配问题:

max
x∈Rn

J(x) =

n∑
i=1

Ui(xi, ci)

s.t.
n∑

i=1

xi = Ctotal

xmin ≤ xi ≤ xmax, i ∈ V (2)

假设

nxmin < Ctotal < nxmax (3)

x = [x1, · · · , xn]
T

Ctotal

∀i ∈ V

其中,   表示全体节点的资源状态

向量;   为系统资源总量. 则约束优化问题 (2)
的可行集及其相对内点分别为:  ,

X :=

{
x ∈ Rn :

n∑
i=1

xi = Ctotal, xmin ≤ xi ≤ xmax

}

X̊ :=

{
x ∈ Rn :

n∑
i=1

xi = Ctotal, xmin < xi < xmax

}
(4)

µ > 0

为了获得可证明的内点不变性与耗散结构, 对
原始目标引入障碍参数 , 定义内点正则化目标

Φµ(x) =

n∑
i=1

ϕi, µ(xi) (5)

其中

ϕi, µ(xi) = Ui(xi, ci) + µ ln(xi − xmin) +

µ ln(xmax − xi) (6)

由此得到正则化优化问题

max
x∈Rn

Φµ(x)

s.t.
n∑

i=1

xi = Ctotal, x ∈ X̊ (7)
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定义

hi, µ(xi) : =
∂ϕi, µ(xi)

∂xi
=

2cih
2xi

(h2 + x2
i )

2
+

µ

xi − xmin
− µ

xmax − xi
(8)

i

hi, µ(xi)

S(s) = s2/(h2 + s2)

S′(s) = 2h2s/(h2 + s2)2 S′(0) = 0

xi ∈ (xmin, xmax)

xmin > 0 0

xmin = 0 xi = 0

hi, µ(xi)

hi, µ(xi) = 0

i ci

S(xi) hi, µ(xi) =
∂ϕi, µ(xi)

∂xi

i hi, µ(xi)

hi, µ(xi) ci

hi, µ(xi) ci

表示智能体  在当前状态下的正则化边际效用, 即
资源增加一个单位时正则化目标函数所产生的局部

增益. 在所提竞争动力学中, 相邻智能体之间正是

通过该边际效用差驱动资源沿网络边流动. 因而,
 更适合解释为局部边际价值信号或竞争驱

动力, 而不是资源总量本身. 对于未加箱体约束和

障碍项的 Hill 函数  , 其原始边

际效用为  ,  则有  .
然而, 本文动力学始终在可行内点 

内演化. 因此, 当  时, 资源状态不会到达 .
即使取 , 对数障碍项也使  成为不可

达边界. 由此可见, 式 (8)中的  同时包含原

始边际收益和边界约束反作用的正则化边际价值.
它在内部可取正、负或零, 其中  仅表示

原始边际收益与两侧边界项在该点相互抵消, 并不

意味着资源为零或竞争能力消失. 在系统进行信息

交互前, 智能体  利用其私有信息  和私有效用函

数 , 本地计算出  的值. 智

能体  仅向其邻居广播标量值 , 代表其当前

的局部边际价值或资源竞争驱动力. 从经济角度来

看,   可视为价格信号, 虽然它源自 , 但它

将静态的私有能力与动态状态耦合为一个标量信

号. 此外, 即使不同智能体的饱和度曲线存在异质

性且邻居未知, 仅从  单独反推  在数学上

通常是不充分的, 从而在一定程度上保护了隐私.

J(x)

∑n
i=1 xi = Ctotal

ci

注 1. 本文提出的分布式非凸资源优化问题

(2)具有以下几个核心挑战: 首先, 由于 Hill函数导

致目标函数  一般是非凸的, 因而可能存在多个

驻点或局部极大点, 从而使系统最终平衡结果对初

值和参数具有依赖性, 这增加了全局最优分析与算

法设计的难度; 其次, 全局等式约束 

将所有智能体耦合在一起, 在没有全局领导者的情

况下以分布式方式满足这一约束具备一定的挑战性;
最后, 该算法必须在无法获取效用能力参数  的情

况下对约束优化问题 (2) 进行求解.

 2　二阶惯性边流资源竞争模型

G
B ∈ Rn×m k ek = (i, j) j

i k Bik = 1 Bjk = −1

0 D = diag{a1, · · · , am}

对图  任意选取一个方向, 记对应关联矩阵为

. 对于第   条边  , 若方向从  

指向 , 则第  列满足 ,  , 其余元素

为 . 再设边权矩阵为 , 其中

ak > 0 ek 为边  的权重.
ξ ∈ Rm引入边流动量状态 , 本文提出如下竞争

模型:

ẋ = BDξ (9)

ξ̇ = −αξ +BThµ(x) (10)

其中

hµ(x) =
[
h1, µ(x1), · · · , hn, µ(xn)

]T
ξ = [ξ1, · · · , ξm]T ∈ Rm

ξk k α > 0

D

其中,   表示边流动量状态向

量,   表示第  条有向边上的资源流动量;   为

惯性阻尼系数; 矩阵  用于刻画各边竞争强度, 定
义为

La := BDBT

D是对应于边权  的加权拉普拉斯矩阵.
因此, 本文提出的模型竞争机制由稀缺总量约

束与图上边流耦合共同构成, 即智能体之间并非通

过显式交叉效用竞争, 而是通过边际效用差驱动的

资源重分配在可行域内争夺有限总资源.
x ∈ X̊ hµ(x) x

∼ X̊ ×Rm

(x(0), ξ(0)) ∈ X̊ ×
Rm

[0, +∞)

注 2. 由于   时函数   关于   是光滑

的, 系统 (9)   (10) 在状态空间  上是局部

Lipschitz 的. 因而对任意初值  

, 系统存在唯一的极大解. 后续定理 1将进一步

证明该极大解实际上在  上全局存在.
x模型 (9) ~ (10) 在状态  上等价于

ẍ+ αẋ = Lahµ(x) (11)

可以看出, 本文提出的模型是一个真正意义上

的二阶型竞争系统. 与直接采用双积分器动力学不

同, 这里的惯性作用施加在图边流层, 从而天然保

持资源交换的零和结构.
ξ̇ = 0

ξ = α−1BThµ(x)

注 3. 若忽略边流动量的瞬态, 即令 , 则

由式 (10) 得 , 进而

ẋ =
1

α
Lahµ(x)

可见, 所提模型在边流动量足够快衰减的准静

态极限下, 可退化为由正则化边际效用差驱动的

一阶资源交换流. 因此, 本文所提出的模型关键在

于将惯性变量设置在图边流层, 使暂态动量、资源

守恒和箱体约束保持能够在同一动力学框架下同时

体现.

 3　守恒性、KKT平衡与有界优势集聚性质

分析

本节分析所提二阶惯性边流资源竞争模型的基
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本性质. 首先证明系统在总量约束下保持资源守恒,
且轨迹始终停留在可行内点集内; 其次建立平衡点

与正则化优化问题 KKT条件之间的对应关系; 最
后给出系统收敛性、原始 KKT极限恢复以及稳态

排序性质.

 3.1　守恒性、内点不变性与能量耗散

µ > 0 α >

0 D ≻ 0 (x(0), ξ(0)) ∈ X̊ ×Rm

t ≥ 0

定理 1. 考虑系统 (9) ~ (10), 其中 、

 且 . 若初值满足 , 则

该系统存在唯一的全局解. 并且对任意 , 资源

总量守恒且箱体内点约束保持, 即
n∑

i=1

xi(t) = Ctotal (12)

以及

xmin < xi(t) < xmax, i ∈ V

δ > 0

t ≥ 0

进一步地, 存在与初值有关的常数 , 使得对所

有  有

xmin + δ ≤ xi(t) ≤ xmax − δ, i ∈ V

ξ(t)且  有界.
hµ(x) X̊

(x(0), ξ(0)) ∈ X̊ ×Rm

[0, tmax)

1TnB = 0

证明. 由  在  上局部 Lipschitz可知, 对
任意初值  , 系统存在唯一极

大解. 记其最大存在区间为 . 首先, 由关联

矩阵性质  可得

d
dt
1Tnx(t) = 1

T
nBDξ(t) = 0

1Tnx(0) = Ctotal结合初值满足 , 可得到式 (12).

下面证明内点不变性与有界性. 构造能量函数

Vµ(x, ξ) = −Φµ(x) +
1

2
ξTDξ (13)

沿系统轨迹求导, 有

V̇µ = −hTµ(x)ẋ+ ξTDξ̇ =

− hTµ(x)BDξ + ξTD
(
−αξ +BThµ(x)

)
=

− αξTDξ ≤ 0 (14)

[0, tmax)因此在  上有

Vµ(x(t), ξ(t)) ≤ V0 := Vµ(x(0), ξ(0))

1
2ξ

TDξ ≥ 0由于 , 进一步推出

Φµ(x(t)) ≥ −V0, t ∈ [0, tmax)

xi xmin xmax

Φµ(x) → −∞
δ ∈ (0, (xmax −

xmin)/2) t ∈ [0, tmax) i ∈ V

另一方面, 当任一分量   趋近   或   时, 由
式 (6) 中的对数障碍项可知 . 因此, 轨
迹不可能趋近箱体边界. 则存在常数 

, 使得对所有  和所有 ,

xmin + δ ≤ xi(t) ≤ xmax − δ

Φµ(x)

M0 max{Φµ(x) :1Tnx = Ctotal, xmin + δ ≤ xi ≤ xmax

− δ}

在上述闭区间上,   连续且有上界. 定义

:= 

. 于是

1

2
ξT(t)Dξ(t) = Vµ(x(t), ξ(t)) + Φµ(x(t)) ≤ V0 +M0

ξ(t) X̊ ×Rm从而  有界. 综上, 轨迹始终位于  中的

某个紧致子集内.
tmax < +∞

ξ(t)

tmax = +∞ t ≥ 0

最后证明全局存在性. 若  , 则由常

微分方程延拓定理, 极大解必须在有限时间内离开

任意紧子集或趋近定义域边界. 但前述估计表明,
轨迹既与箱体边界保持统一正距离, 又使  保持

有界, 因而始终留在某个紧子集内, 与有限时间不

可延拓相矛盾. 故 . 因此, 对任意 ,
资源守恒关系和箱体内点约束均成立.  □

注 4. 定理 1表明, 约束不是通过额外投影或裁

剪强制实现的, 而是通过内点障碍与耗散能量共同

保证.

 3.2　平衡点与 KKT 条件

G (x∗, ξ∗) ∈ X̊ ×
Rm

λ∗ ∈ R

定理 2. 若图  连通, 则对任意 

 为系统 (9) ~ (10) 的平衡点, 当且仅当存在某

个常数 , 使得

ξ∗ = 0, h1, µ(x
∗
1) = · · · = hn, µ(x

∗
n) = λ∗ (15)

x∗

ξ∗ = 0

成立. 等价地,   是正则化问题 (7) 的 KKT点, 且
.

(x∗, ξ∗) ∈ X̊ ×Rm证明. 先证明必要性. 若  为

平衡点, 则由 (9) ~ (10) 得

BDξ∗ = 0, −αξ∗ +BThµ(x
∗) = 0

(ξ∗)TD将第二个等式左乘  , 并利用第一个等

式, 有

α(ξ∗)TDξ∗ = (ξ∗)TDBThµ(x
∗) = hTµ(x

∗)BDξ∗ = 0

α > 0 D ≻ 0 ξ∗ = 0由于  且 , 可得 . 代入第二个

平衡方程即得

BThµ(x
∗) = 0

G rank(B) = n −
1

由于图  连通, 其关联矩阵满足 

, 因而

null(BT) = span{1n}

BThµ(x
∗) = 0 λ∗ ∈ R于是由  可知存在常数  使得

hµ(x
∗) = λ∗1n

x∗ ∈ X̊ 1Tnx
∗ =

Ctotal X̊
即式 (15)成立. 另一方面, 由于 , 满足 

 且位于箱体内点. 正则化问题 (7) 在开集 
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λ∗上只含等式约束, 其 KKT条件为存在乘子  使

∇Φµ(x
∗) = λ∗1n

∇Φµ(x
∗) = hµ(x

∗)而  , 故式 (15) 与正则化问题的

KKT条件完全一致.
x∗

x∗ ∈ X̊ λ∗ ∈ R hµ(x
∗) = λ∗1n

BT1n = 0 BThµ(x
∗) = 0 ξ∗ = 0

再证明充分性. 若  是正则化问题 (7) 的KKT
点, 则   且存在   使  . 由

 可得 . 令 , 则

BDξ∗ = 0, −αξ∗ +BThµ(x
∗) = 0

(x∗, 0)因此  是系统 (9) ~ (10) 的平衡点.  □

 3.3　收敛性

(x(0), ξ(0)) ∈ X̊ ×Rm

ω

定理 3. 对任意满足   的

初值, 系统 (9) ~ (10) 的轨迹有界, 且其  -极限集

包含于平衡点集合

Mµ =
{
(x, ξ) ∈ X̊ ×Rm : ξ = 0, BThµ(x) = 0

}
(16)

t → +∞等价地, 对于 , 有

dist
(
(x(t), ξ(t)), Mµ

)
→ 0

若该轨迹所在紧致不变集内的平衡点均为孤立

点, 则该轨迹收敛到其中某一个平衡点.

ξ(t)

X̊ ×Rm

证明. 由定理 1知, 系统轨迹始终与箱体边界

保持正距离, 且  有界. 因而正半轨道被包含在

 的某个紧致正不变子集内, 从而满足 LaSalle
不变性原理所需的预紧性条件. 再由式 (14) 可知

V̇µ(x, ξ) = −αξTDξ ≤ 0

令

S = {(x, ξ) ∈ X̊ ×Rm : V̇µ(x, ξ) = 0}

D ≻ 0 α > 0 V̇µ = 0 ξTDξ = 0

ξ = 0 ξ = 0

BThµ(x) ̸= 0

由于  且 , 条件  与 

等价, 进一步等价于 . 在  上, 若某点还满

足 , 则由系统 (10) 有

ξ̇ = BThµ(x) ̸= 0

{ξ = 0}
ξ = 0 BThµ(x) = 0

ẋ = 0 ξ̇ = 0

S

因而该点的轨迹将立即离开集合 , 所以

它不是不变点. 反之, 若   且  , 则

由系统 (9) ~ (10) 可得  与 , 因而该点本

身就是平衡点. 故  中最大的正不变集恰为

Mµ = {(x, ξ) ∈ X̊ ×Rm : ξ = 0, BThµ(x) = 0}

ω由 LaSalle不变性原理, 该轨迹的  -极限集满足

ω(x(0), ξ(0)) ⊆ Mµ

ω dist((x(t),

ξ(t)), ω(x(0), ξ(0))) → 0

由于正半轨道预紧,   -极限集非空紧致, 且 

. 因而

dist
(
(x(t), ξ(t)), Mµ

)
→ 0

Mµ

ω

Mµ

若该轨迹所在紧致不变集内的平衡点均为孤立点,
则该紧集内的  只能包含有限个平衡点. 又由于

连续时间自治系统预紧轨迹的  -极限集是连通紧

不变集, 它作为有限离散平衡点集合的子集只能退

化为单点. 因此轨迹收敛到  中的某一个平衡点.
□

注 5. 定理 3给出的收敛结论是“收敛到平衡点

集合”, 而不是直接收敛到原优化问题的全局最优

解. 这是因为原始目标函数是非凸的, 即使经过正

则化, 也不一定能够保证存在唯一的全局极大点.
因此, 本文的研究结果是建立在动力学平衡结构、

KKT对应关系以及极限恢复性质上的.

 3.4　从正则化 KKT 到原始 KKT 的极限恢复

λ µ+
i ≥ 0 µ−

i ≥ 0

原约束优化问题 (2) 的 KKT条件为: 存在乘

子 、  和  使得

∂Ui(x
∗
i , ci)

∂xi
= λ+ µ+

i − µ−
i , i ∈ V (17)

µ+
i (x

∗
i − xmax) = 0, µ−

i (xmin − x∗
i ) = 0 (18)

G {µk} µk →
0 µk (xµk , ξµk) ∈ X̊ ×Rm

µ = µk

λµk ∈ R

推论 1. 设图  连通,   为一列正数且 

. 对每个 , 令  为系统 (9) ~
(10) 在障碍参数  下的一个平衡点. 由定理

2, 存在公共正则化边际效用乘子  使得

hµk
(xµk) = λµk1n

{xµk} x̄ ∈ Rn λ̄ ∈
R
若存在子序列仍记为 、向量  和标量 

, 使得

xµk → x̄, λµk → λ̄

并且由障碍项诱导的边界乘子序列

µµk

i, + :=
µk

xmax − xµk

i

, µµk

i, − :=
µk

xµk

i − xmin

i ∈ V对每个  均存在有限极限

µµk

i, + → µ̄+
i , µ

µk

i, − → µ̄−
i

x̄

λ̄ {µ̄+
i }i∈V {µ̄−

i }i∈V

则  是原约束优化问题 (2) 的 KKT点. 具体而言,
乘子 、  和  满足式 (17) ~ (18).

x̄

xµk ∈ X̊ k

证明. 先说明  是原优化问题的可行点. 由于

, 对每个  都有

1Tnx
µk = Ctotal, xmin < xµk

i < xmax

k → ∞令  即得

1Tnx̄ = Ctotal, xmin ≤ x̄ ≤ xmax

x̄故  属于原约束问题 (2) 的可行集.
λµk k由定理 2以及  的定义, 对任意  有

1812 自       动       化       学       报 52 卷



∂Ui(x
µk

i , ci)

∂xi
+

µk

xµk

i − xmin
− µk

xmax − xµk

i

= λµk

xmin < xµk

i < xmax µk > 0由  与  可知

µµk

i, + ≥ 0, µµk

i, − ≥ 0

µ̄+
i ≥ 0 µ̄−

i ≥ 0若极限存在, 则进一步有  与  移项可得

∂Ui(x
µk

i , ci)

∂xi
= λµk + µµk

i, + − µµk

i, −

又由于

∂Ui(xi, ci)

∂xi
=

2cih
2xi

(h2 + x2
i )

2

[xmin, xmax]

k → ∞
在闭区间  上连续, 因而上式可以逐项取

极限. 令  并利用极限存在性, 即得式 (17).
同时

µµk

i, +(x
µk

i − xmax) = −µk → 0

µµk

i, −(xmin − xµk

i ) = −µk → 0

由乘法与极限运算的连续性可得

µ̄+
i (x̄i − xmax) = 0, µ̄−

i (xmin − x̄i) = 0

x̄

即得互补松弛条件 (18). 结合前述已经得到的原问

题可行性、乘子非负性和驻点条件 (17), 可知  满

足原约束优化问题的 KKT条件.  □

µ > 0

µ → 0

µ

注 6. 推论 1的含义是: 对于任意固定的 ,
本文动力学的平衡点严格对应于正则化问题 (7)
的 KKT结构. 当  时, 若平衡点序列及其诱导

的边界乘子具有有限极限, 则该极限可恢复为原箱

体约束问题 (2) 的 KKT点. 因此, 障碍参数  同时

刻画了“距离边界的安全裕度”和“逼近原约束优化

问题”的精度之间的权衡.

µk → 0

µµk

i, + µµk

i, −

max(µ+
i ,

µ−
i ) µ → 0

注 7. 推论 1中关于边界乘子有限极限的要求,
可以理解为对偶有界性条件. 具体而言, 当 

且平衡点可能逼近箱体边界时, 由障碍项诱导的边

界乘子  和  仍需保持有限. 该条件保证可

以提取有限的边界乘子极限, 从而将正则化平衡点

的极限解释为原约束问题的 KKT点. 若该条件不

成立, 则沿该正则化平衡序列可能无法得到有限的

KKT乘子结构. 在数值层面, 后文将通过 

 随  保持有界来为该条件提供支撑.

 3.5　能力参数与稳态资源条件排序

G (x∗, ξ∗) ∈ X̊ ×Rm

i j ∈ V

定理 4. 设图  连通, 且  为

系统 (9) ~ (10) 的一个平衡点. 对于任意两个智能

体 、 , 若二者的稳态资源均位于 Hill边际效

用的单调递减区间, 即

x∗
i、x∗

j >
h√
3

(19)

则

ci > cj =⇒ x∗
i > x∗

j (20)

G
λ∗ ℓ ∈ V

证明. 由于  连通, 由定理 2 可知, 存在标量

 使得对任意节点  均有

hℓ, µ(x
∗
ℓ ) = λ∗

i j特别地, 对于待比较的两个节点 、  有

hi, µ(x
∗
i ) = hj, µ(x

∗
j ) = λ∗

s x

ℓ ∈ V
记标量自变量为 , 以避免与状态向量  混淆. 对任

意节点  定义

rℓ(s) := hℓ, µ(s) = cℓS
′(s) +

µ

s− xmin
− µ

xmax − s

进一步计算可得

S′′(s) =
2h2(h2 − 3s2)

(h2 + s2)3

s > h/
√
3 S′′(s) < 0

cℓ > 0

当   时, 有  . 又因能力参数满足

, 且
d
ds

( µ

s− xmin
− µ

xmax − s

)
=

− µ

(s− xmin)2
− µ

(xmax − s)2
< 0

ℓ rℓ(s) (h/
√
3,

xmax)

因此对固定的节点  ,  函数   在区间  

 上严格递减.
(x∗, ξ∗) ∈ X̊ ×Rm x∗

i x∗
j < xmax

x∗
i > h/

√
3 x∗

j > h/
√
3

由于  , 有  、 . 结

合假设  和 , 可知区间[
min{x∗

i , x
∗
j}, max{x∗

i , x
∗
j}
]

(h/
√
3, xmax) ri(s)包含于 , 故  在该区间上严格递减.

ci > cj x∗
i ≤ x∗

j ri(·)现反设  但 . 由于  递减, 有

λ∗ = ri(x
∗
i ) ≥ ri(x

∗
j )

x∗
j > h/

√
3 > 0 S′(x∗

j ) > 0

ci > cj

另一方面, 因为  , 故  . 由

 得

ri(x
∗
j )− rj(x

∗
j ) = (ci − cj)S

′(x∗
j ) > 0

故

ri(x
∗
j ) > rj(x

∗
j ) = λ∗

x∗
i > x∗

j与前式矛盾. 因此 .  □

s > h/
√
3

S′(s)

注 8. 定理 4是条件排序结论, 并非无条件的全

局排序规律. 它只适用于被比较节点均位于 Hill边
际效用单调递减区间   的情形. 若某些节

点位于该区间之外, 则  不再保持单调递减, 能
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力参数与稳态资源之间未必满足上述排序关系. 因
而, 该结论为饱和侧稳态资源分配的局部排序性质.

k-WTA

top-k

1Tẋ = 0

hµ(x)

µ → 0

注 9. 本文的原创性更准确地体现在面向特定

受约束竞争问题的模型结构创新和理论闭环创新.
首先, 现有WTA或  文献多关注输入排序

或赢家选择, 其输出通常是 winner/loser或 

选择, 而本文研究的是连续资源份额在总量守恒和

箱体约束下的动态重分配. 其次, 现有资源分配文

献多面向凸优化、经济调度、一般成本最小化或高

阶智能体协调控制, 而本文目标是 Hill型非凸效用

下的受约束优势资源集聚, 竞争解释更强. 再者, 本
文设计的二阶结构不是将节点状态直接改写为双积

分器, 而是将惯性放在图边流动量上, 即式 (9)和
式 (10), 其核心是使边流层惯性始终保持 ,
从而区别于一般二阶资源分配模型. 此外, 本文的

内点障碍并非单独作为数值惩罚项使用, 而是嵌入

正则化边际效用信号 , 并通过边流动力学实

现分布式竞争. 最后, KKT分析本身是标准工具,
但本文证明的是动力学平衡点、正则化问题 KKT
条件以及  时原始箱体约束 KKT结构之间的

对应关系, 且该对应关系建立在非凸资源竞争解释

之下, 并不是对已有一阶竞争动力学或标准主对偶

优化流的直接应用.
注 10. 本文提出的模型主要刻画了有限资源、

能力异质、局部交互、惯性效应和箱体约束共同作

用下形成的稳定竞争平衡. 这类平衡在实际资源竞

争场景中具有明确解释, 例如: 在平台流量分配、注

意力竞争、边缘计算资源调度或生态资源竞争中,
最终资源格局往往并非全局最优配置, 而是受初始

状态、竞争路径、局部反馈和容量边界共同影响后

形成的稳定资源集聚状态. 因此, 本文证明的收敛

到平衡点集合、KKT对应关系和 KKT极限恢复,
主要用于刻画这类受约束竞争稳态的结构性质, 而
不是提供全局最优性保证. 同时, 本文的稳态排序

条件可对应于实际竞争中资源投入已达到一定规模、

优势个体进入相对成熟竞争阶段的情形. 在这一条

件下, 能力更强的节点在共同边际效用平衡下获得

更多资源份额, 因此排序结论可解释为受约束竞争

中优势资源集聚的一种局部稳态规律.

 4　数值算例

B D = I

本节将对本文提出的竞争模型和相关理论进行

仿真验证. 假设系统具有 8个智能体, 其构成了无

向环形扩展拓扑, 每个节点与其最近邻和次近邻相

连, 对应关联矩阵为 , 且边权统一为 . 系统

参数选择为

h = 0.35, xmin = 0.05, xmax = 0.85, α = 8

各智能体的私有能力参数为

[c1, · · · , c8] =
[1.00, 1.20, 1.45, 1.70, 2.00, 2.35, 2.70, 3.10]

系统初值为

x(0) = [0.41, 0.38, 0.32, 0.29, 0.27, 0.25, 0.24, 0.24]T

ξ(0) = 0 Ctotal = 2.4且 ,  .

µ 4.1　固定  下的收敛与约束验证

µ = 0.020 t ∈ [0, 30] s取 , 仿真时间 . 图 1与图 2
分别给出动态过程与性能/稳定性指标, 稳态分配

见表 1.

1.33 ×
10−15

(xmin, xmax) = (0.05, 0.85)

hi, µ(xi(t))

hi, µ(xi(t))

h̄ = 2.742 712 max |BThµ(x
∗)| = 8.61 ×

10−9 maxi |hi, µ(x
∗
i )− h̄| = 8.61× 10−9

由图 1(a) 与表 1可见, 系统从非均衡初值出发

后, 资源并未简单地向初始资源较大的节点集中,
而是沿着“边际效用更高的节点获得更多资源”的方

向重新分配. 这说明所提模型下的竞争结果主要由

动态边际效用驱动, 而不是由初值大小直接决定,
从而能够将有限总资源逐步从低效节点转移到高效

节点. 图 1(b) 表明, 资源总量守恒误差在整个仿真

过程中始终保持在机器精度附近, 其最大值为 

. 同时, 图 1(a) 中所有状态轨迹始终严格位于

开区间   内 , 未发生任何

越界现象. 这一结果与定理 1完全一致, 说明资源

守恒并不是数值上的近似现象, 而是由模型结构保

证的严格性质; 内点障碍项也确实在动态演化中发

挥了约束保持作用, 使系统无需额外投影或裁剪即

可维持可行性. 图 1(c) 进一步揭示了平衡形成的内

在机制: 各节点的正则化边际效用  在暂

态阶段存在明显差异, 并驱动了资源沿边持续流动;
随着时间推移, 所有  逐步汇聚到同一常

数  ,  终点处  

,  . 这说明仿

真终点不仅是“数值上不再变化”的静止状态, 而且

满足定理 2所刻画的平衡点一致边际效用结构, 即
系统最终达到的是正则化优化问题的 KKT平衡.

J(x(t))

5.974 958 7.447 979

24.65%

Vµ(t)

图 2(a) 显示了系统总效用   从初始值

 持续提升并最终稳定在 , 增幅约

为 . 这表明所提竞争动力学虽然不是直接采

用集中式最优化迭代, 但其闭环演化确实能够在保

持约束的同时提升整体资源利用效率. 从资源配置

角度看, 这种效用提升来源于“高能力节点获得更

多资源、低能力节点保留正资源份额”的重分配结

果, 从而体现出一种受容量边界限制的优势资源集

聚机制. 图 2(c) 与图 2(d) 从系统动力学角度给出

了收敛证据. 其中, 总能量  单调不增, 数值上
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maxk(Vµ(tk+1)− Vµ(tk)) ≤ 0

∥ξ(t)∥2

满足 , 与理论上的耗散

关系一致; 同时, 边流动量范数  和平衡残差

均逐步衰减到零附近, 表明边流驱动在达到平衡后

µ = 0.020

完全消失 ,  系统轨迹收敛到平衡点集合 .  因而 ,

 的收敛与约束验证算例不仅验证了定理

3的收敛结论, 还说明“二阶惯性”并未破坏系统的

 

(a) 状态轨迹与边界
(a) State trajectories and boundary

(b) 资源总量守恒误差
(b) Total-resource conservation error

(c) 正则化边际效用一致化
(c) Consensus of regularized

marginal utilities
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图 1    固定障碍参数下的状态演化与约束保持

Fig. 1    State evolution and constraint preservation for a fixed barrier parameter

 

(a) 目标函数演化
(a) Evolution of the objective function

(b) 能力-分配对比
(b) Capability-allocation comparison

(c) Lyapunov 能量与导数
(c) Lyapunov energy and its derivatives

(d) 收敛残差
(d) Convergence residuals
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图 2    固定障碍参数下的性能指标与收敛行为

Fig. 2    Performance metrics and convergence behavior for a fixed barrier parameter
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稳定性, 而是通过边流暂态记忆影响收敛过程的快

慢与过渡形态.

h/
√
3 ≈ 0.202 1

ci

最后, 从表 1的稳态结果还可以看出明显的排

序现象. 由于  , 节点 3 至节点 8 的

稳态资源均位于定理 4所要求的 Hill边际效用单

调递减区间内, 且这些节点的稳态分配随能力参数

 严格增大. 这说明在赢家进入饱和区后, 所提模

型确实能够将“能力越强, 稳态资源越多”的排序规

律表现出来. 与绝对意义上的赢者通吃不同, 该模

型在箱体约束下形成的是一种有界寡头式资源集

聚: 高能力节点占据更大资源份额, 但不会突破上

界; 低能力节点虽然处于劣势, 仍保留正的资源份

额, 因而系统整体保持了受约束竞争下的结构平衡.

µ = 0.020

xi(0)

∈ (xmin, xmax)
∑

i xi(0) = Ctotal

±15%

[0.25, 0.55]

20

max |BThµ(x)| < 10−6

为进一步说明上述收敛与约束保持结论对初值

和模型参数变化的稳定性, 本文在固定  

的基准设置下补充三类统计实验: 随机生成满足 

 且   的初值 ,  将基准

能力参数在  范围内扰动形成多组能力参数,
以及在区间  内随机选取 Hill参数. 每类

实验独立运行  次, 数值积分采用自适应步长. 表 2
中的有效比例表示轨迹保持内点可行且终点满足

 的试验比例, 排序一致率表

示所有智能体对中能力参数与稳态资源分配顺序一

致的比例.

1.00

10−15

表 2表明, 在所选统计范围内, 三类扰动下的

有效比例均为 , 终点边际失配和资源总量守恒

误差均保持在  量级. 其中, 随机初值组的稳态

0.010 11

0.256 18

1.653 11

效用标准差仅为 , 说明基准参数附近的主

要平衡分支对初值扰动较为稳定. 能力参数组和

Hill参数组的稳态效用标准差分别增大到 

和 , 收敛时间标准差也相应增大, 表明能力

异质性和非凸 Hill曲线形状会影响局部平衡分支

和收益水平.

µ → 0 4.2　  的 KKT 极限验证

µ ∈ {0.080, 0.040, 0.020, 0.010, 0.005}
t ∈ [0, 40] s µ

rstat :=

maxi∈V |hi, µ(x
∗
i )− λ∗|, req := ∥BThµ(x

∗)∥∞
rstat

max |stat| req

max |BThµ| rKKT

取  ,  仿
真时间 , 并以前一组  的平衡点作为下

一组初值. 图 3与图 4给出极限趋势, 指标见表 3.
为便于说明图 4 ( a ) 中的残差曲线 ,  记  

.  其中 ,
 表示正则化驻点一致性残差, 对应表 3 中的

;   表示网络边际效用一致化残差, 对应

表 3中的 . 因此, 图 4(a)的纵坐标 

表示上述 KKT 相关残差的数值尺度.

µ = 0.080, 0.040,

0.020, 0.010, 0.005

µ

本节主要考察当障碍参数逐步减小时, 正则化

平衡是否按照推论 1所描述的方式逼近原始箱体约

束问题的KKT点. 为此, 本文选取 

 进行逐级扫描, 并采用以前一组

 的平衡点作为下一组初值的方式减少不同参数之

间的暂态差异, 从而更清晰地观察平衡点的连续变

化规律.

max |stat| max |BThµ|
10−9 ∼ 10−8 stati := hi, µ(x

∗
i )− λ∗ i

µ

µ

µ > 0

µ

µ

首先, 由表 3以及图 4(a) 可见, 对所有扫描值,
残差  与平衡残差  始终维持在

, 其中,   表示第  

个正则化驻点一致性残差. 这说明每个  对应的数

值终点都可以视为足够精确的平衡近似, 因而后续

关于极限趋势的讨论主要反映参数变化而非积分误

差. 其次, 图 3(a) 表明, 当  逐渐减小时, 各节点的

平衡资源分配呈现连续变化而非突变: 高能力节点

的资源份额继续缓慢增加, 低能力节点的份额则进

一步向下边界靠近, 但在任意固定  时仍保持

在可行内点内. 可见障碍参数的作用可以理解为“靠
近边界的安全裕度”: 较大的  会增强对边界的排

斥, 使平衡点更偏向内点; 较小的  则允许平衡点

更接近原始问题的边界 KKT结构. 这说明障碍参

数的作用可以理解为“距离边界的安全裕度”和“逼
近原问题精度”之间的折中: 在本组扫描中, 较大的

 

µ = 0.020表 1    初值与稳态资源分配对比 ( )

µ = 0.020

Table 1    Comparison of initial and steady-state resource
allocations ( )

i智能体 ci能力参数 xi(0)初始资源 x∗
i稳态资源 

1 1.00 0.41 0.060 9

2 1.20 0.38 0.062 3

3 1.45 0.32 0.227 3

4 1.70 0.29 0.309 9

5 2.00 0.27 0.366 7

6 2.35 0.25 0.416 8

7 2.70 0.24 0.458 0

8 3.10 0.24 0.498 0

 

表 2    随机初始条件和模型参数扰动下的统计结果

Table 2    Statistical results under random initial conditions and model-parameter perturbations

扰动类型 有效比例 J(x∗) 收敛时间 (s) 峰值边流 排序一致率

随机初值组 1.00 7.452 10 ± 0.010 11 1.97 ± 0.28 0.332 19 ± 0.080 14 1.000 ± 0

能力参数组 1.00 7.437 15 ± 0.256 18 2.78 ± 1.07 0.355 16 ± 0.034 15 1.000 ± 0

Hill参数组 1.00 7.256 15 ± 1.653 11 2.87 ± 1.30 0.336 19 ± 0.035 19 1.000 ± 0
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µ

µ

µ

 使平衡点保持更强的内点保护, 但正则化偏差也

更明显; 较小的  则使平衡点更接近原始问题的KKT
结构, 同时障碍项在边界附近更加陡峭, 可能带来

更强的数值刚性. 因此, 本文采用逐级减小  并以

前一组平衡点作为下一组初值的延续策略, 以在约

束裕度、数值稳定性和极限精度之间取得平衡.
λ∗(µ) µ再次, 图 3(b) 显示公共边际效用  随  的

减小而逐步下降, 这与正则化项影响减弱的趋势一

致. 与此同时, 图 3(c)和表 3表明, 边界乘子指标

max(µ+
i , µ

−
i ) 1.700 ∼ 1.880

µ → 0

rcomp max |comp|
≈ µ max |comp|/µ 1

µµk

i, +(x
µk

i − xmax) = −µk,

 始终保持在约  的有界区

间内, 并未随着  而发散. 这一点非常关键, 因
为它正是推论 1中“对偶有界”假设在数值层面的直

接支撑, 说明障碍项消失过程中系统没有出现不受

控的边界奇异行为. 最后, 图 4(b) 给出最直接的极限

恢复现象. 可以看到, 互补残差  满足 

,  且归一化后的   基本稳定在  

附近. 这说明互补残差与障碍参数之间近似呈一阶

比例关系, 与推论 1 中由  

 

(a) 平衡分配 xi (m)
(a) Equilibrium allocation xi (m)

(b) 平衡边际 l*(m)
(b) Equilibrium marginal utility l*(m)

(c) 边界乘子有界性
(c) Boundedness of boundary multipliers
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图 3    障碍参数扫描下的平衡分配与乘子趋势

Fig. 3    Equilibrium allocations and multiplier trends under a barrier-parameter sweep

 

(a) KKT 相关残差
(a) KKT-related residuals

(b) 归一化互补残差
(b) Normalized complementary residuals
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图 4    障碍参数趋于零时的 KKT残差验证

Fig. 4    Verification of KKT residuals as the barrier parameter approaches zero

 

µ表 3      扫描下的平衡与残差指标

µTable 3    Equilibrium and residual metrics under the   sweep

µ λ∗(µ) max |stat| max |comp| max |BThµ| max(µ+
i , µ−

i )

0.080 2.960 625 6.61 × 10−10 8.0 × 10−2 8.17 × 10−10 1.700 7

0.040 2.809 298 9.16 × 10−10 4.0 × 10−2 1.31 × 10−9 1.771 5

0.020 2.742 712 1.45 × 10−9 2.0 × 10−2 2.29 × 10−9 1.831 0

0.010 2.710 407 6.44 × 10−9 1.0 × 10−2 1.07 × 10−8 1.862 6

0.005 2.694 130 1.73 × 10−8 5.0 × 10−3 2.94 × 10−8 1.878 3

8 期 黄毅等: 受约束的二阶惯性边流资源竞争模型: 守恒性、KKT平衡与有界优势集聚 1817



µµk

i, −(xmin − xµk

i ) = −µk

µ

 所刻画的极限构造完全一

致. 换言之, 当  足够小时, 正则化平衡已经不是一

般意义上的“近似最优点”, 而是在严格的 KKT意

义下逐步逼近原始问题的 KKT平衡结构.

 4.3　一阶/二阶与阻尼系数比较

ẋ = 1
αLahµ(x)

由于经典WTA/k-WTA模型通常输出离散赢

家集合, 而一般分布式资源分配或主对偶动力学多

面向凸优化、经济调度或不同约束结构, 与本文所

研究的 Hill型非凸效用、总量守恒和箱体约束下的

连续资源竞争问题并不完全同构. 因此, 为保证比

较对象具有相同目标函数、相同约束结构和相同图

交互机制, 本文选取将边流动量瞬态忽略后得到的

一阶约化模型  作为对比基准, 从而更

直接地考察二阶边流惯性相对于一阶资源交换流所

带来的暂态差异.

α

同时, 为比较二阶惯性结构相对于一阶边际效

用竞争流的作用差异, 本文在相同初值、拓扑和障

碍参数下, 比较一阶约化流与不同阻尼系数  下的

二阶惯性流模型. 表 4中的一阶约化流对应边流瞬

态忽略后的准静态极限, 二阶惯性流则采用式 (9) ~
(10)进行仿真.

α = 8

α = 12 20

α = 4

α = 8 12 20

由表 4可知, 在当前参数下, 二阶惯性结构首

先表现为对暂态过程的调节. 当  时, 收敛时间

约为 2.00 s, 短于一阶约化流的 3.06 s; 当阻尼继续

增大至 、  时, 收敛时间反而增加. 同时, 峰
值边流强度随阻尼增大而由 0.487  5 逐步下降至

0.192 7. 需要指出的是, 由于原问题具有非凸性, 低
阻尼情形  的暂态路径可能进入效用略高的局部

平衡, 其终值效用为 7.475 509, 而 、 、  时

终值效用基本一致. 因而, 二阶惯性流不仅提供收

敛速度与瞬时边流强度之间的可调折中, 在非凸竞

争场景中也可能通过暂态路径影响局部平衡分支选择.

 4.4　拓扑敏感度分析

为考察拓扑结构对竞争结果的影响, 本文在相同

初值和参数下选取链式图、环形图、加边环形图、完

全图和星形图进行对比. 对链式图与环形图采用更

长仿真时间以保证暂态充分衰减. 结果如表 5所示.
表 5表明, 在当前参数与初值设置下, 五类连

通拓扑最终收敛到几乎相同的稳态效用, 活跃子图

均保持单连通分量, 边际失配保持在较小数量级.
因而, 此时拓扑结构的主要影响体现在边际效用一

致化速度上: 完全图和加边环形图收敛最快, 星形

图次之, 链式图由于信息传播路径较长而收敛最慢.
这一结果说明, 当活跃子图没有因边界饱和而断开

时, 拓扑主要改变暂态传播效率, 而不显著改变极

限平衡.

[0.5, 1.5] 20

7.447 979 2.40± 0.59

0.416 2± 0.062 7

1.73× 10−15 4.33× 10−15

在此基础上, 本文进一步在加边环形图结构上

进行随机边权统计实验, 令各边权随机取值于区间

, 并独立运行  次. 结果显示, 稳态效用为

, 收敛时间为   s, 峰值边流为

, 边际失配与资源总量守恒误差分

别为  和 . 这说明在图保持

连通且优化目标不变时, 边权扰动主要改变边际效

用传输速度和峰值边流强度等暂态指标, 而不显著

改变最终的 KKT平衡结构.

 4.5　总资源灵敏度与大规模实验

Ctotal ∈ {1.8, 2.4, 3.0, 3.6}
为分析总资源变化如何影响竞争格局, 进一步

选取   进行仿真. 结果如

表 6所示.

 

表 4    一阶/二阶模型与阻尼系数比较

Table 4    Comparison of the first-order and second-order
models under different damping coefficients

模型 α J(x∗) 收敛时间 (s) 峰值边流强度

一阶约化流 0 7.447 979 3.06 0

二阶惯性流 4 7.475 509 2.78 0.487 5

二阶惯性流 8 7.447 979 2.00 0.357 0

二阶惯性流 12 7.447 979 4.12 0.279 5

二阶惯性流 20 7.447 979 7.40 0.192 7

 

表 5    不同网络拓扑和随机边权的平衡与敏感度分析

Table 5    Equilibrium and sensitivity analysis
under different network topologies and

random edge weights

拓扑 J(x∗) 收敛时间 (s) 活跃分量数 边际失配

链式图 7.447 979 35.04 1 2.19 × 10−10

环形图 7.447 979 11.74 1 3.04 × 10−9

加边环形图 7.447 979  2.00 1 1.16 × 10−9

完全图 7.447 979  1.50 1 6.04 × 10−9

星形图 7.447 979  6.32 1 6.46 × 10−9

随机边权加边环 7.447 979 ±2.40   0.59 1 1.73 × 10−15

 

表 6    总资源变化对优势集聚结构的影响

Table 6    Effect of total-resource variation on
the structure of dominant
resource concentration

Ctotal J(x∗) 下边界节点数 活跃节点数 前 3节点资源占比

1.8 5.826 937 0 8 0.690 1

2.4 7.447 979 0 8 0.572 0

3.0 8.831 312 0 8 0.516 9

3.6 9.982 043 0 8 0.474 7
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Ctotal = 1.8

可以看到, 在当前参数范围内, 各节点在不同

总资源水平下均未触及下边界, 系统始终保持 8个
活跃节点. 不过, 总资源仍显著影响优势集聚强度:
当  时, 前 3个节点资源占比达到 69.01%;
随着总资源增加到 3.6, 该占比下降到 47.47%. 这
说明即使未出现显式边界饱和, 资源总量的提升仍

会削弱高能力节点的相对集中优势, 从而体现出受

约束竞争格局对资源规模的连续敏感性.

[1.000 0, 3.400 0]

Ctotal = 3.6

为进一步验证所提模型在更大规模网络中的适

用性, 本文考虑 20个智能体构成的完全图, 能力参

数在线性区间   上均匀分布, 总资

源取 . 相应仿真结果显示, 系统总效用

由 9.544 272提升至 12.837 496, 收敛时间约为 1.52 s,
且全部 20 个节点均保持在内部可行区间内. 表 7
进一步给出了稳态资源份额最大的前 5个节点恰好

对应能力参数最大的前 5个节点, 说明在节点规模

增大后, 所提模型仍能保持资源总量守恒、箱体约

束和能力排序主导下的优势资源集聚结构.

  
表 7    20个智能体完全图稳态资源排序

Table 7    Steady-state resource ranking for
complete graph of 20 agents

排名 i节点 ci能力参数 x∗
i稳态资源 

1 20 3.400 0 0.389 7

2 19 3.273 7 0.377 6

3 18 3.147 4 0.364 8

4 17 3.021 1 0.351 1

5 16 2.894 7 0.336 3

 

 5　结束语

本文针对受资源总量守恒和箱体约束限制的非

凸资源分配问题, 提出了一种二阶惯性边流资源竞

争模型. 通过引入对数障碍正则化和边流动量状态,
所提模型在保持分布式实现形式的同时, 实现了资

源总量严格守恒, 并可写为资源状态上的显式二阶

系统. 在理论分析方面, 本文证明了可行内点集的

正不变性和总能量函数的单调耗散性, 进而基于

LaSalle不变性原理证明系统轨迹收敛到平衡点集

合. 此外, 本文建立了动力学平衡点与正则化优化

问题 KKT条件之间的精确对应关系, 并说明在障

碍参数趋于零且相关对偶变量保持有界时, 平衡点

极限可恢复原始箱体约束优化问题的 KKT结构.
最后, 针对 Hill效用饱和区给出了能力参数与稳态

资源分配之间的一致排序性质. 数值实验表明, 所
提模型能够在保持资源守恒和箱体约束的同时形成

有界优势资源集聚, 二阶惯性结构主要提供收敛速

度与峰值边流强度之间的暂态调节自由度, 并在非

凸情形下可能影响局部平衡分支的选择. 在当前参

数下, 连通拓扑主要改变边际一致化速度而不显著

改变极限效用, 随着总资源增加, 优势资源集聚程

度逐步减弱, 但能力排序主导的资源集中结构仍保

持稳定. 通信噪声、时延或拓扑扰动会改变能量耗

散关系、边际效用一致化条件和图连通性假设, 因
而不仅是简单数值扰动问题, 还需要新的鲁棒性理

论分析. 后续工作可进一步考虑切换拓扑、通信时

延、外部扰动以及异质障碍参数等情形下的受约束

竞争动力学建模与分析.
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