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摘    要   针对存在外部扰动的非线性不确定时滞分布参数多智能体系统一致性问题, 提出一种  模糊边界一致性控制

方案. 首先, 通过 T-S模糊偏微分方程对复杂分布参数多智能体系统进行精确描述. 随后, 基于该 T-S模糊偏微分方程模

型, 设计基于边界测量的  模糊边界一致性控制策略. 该策略仅需在空间域边界部署少量执行器和传感器, 可有效降低

控制成本. 进一步, 通过运用不等式技术与 Lyapunov直接法, 得到基于线性矩阵不等式的一致性充分条件, 以保证一致误

差系统指数稳定且满足  性能. 最后, 通过仿真实验验证了该方法的有效性.
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Abstract   For the consensus control problem of nonlinear uncertain delayed distributed parameter multi-agent sys-
tems with external disturbances, an   fuzzy boundary consensus control scheme is proposed. First, the complex
distributed parameter multi-agent system is accurately described by T-S fuzzy partial differential equations. Then,
based on this T-S fuzzy partial differential equation model, an   fuzzy boundary consensus control strategy un-
der boundary measurements is designed. This strategy only requires deploying a small number of actuators and
sensors at the boundary of the spatial domain, which can effectively reduce the control cost. Further, by using in-
equality techniques and the Lyapunov direct method, sufficient conditions for consensus based on linear matrix in-
equalities are derived to ensure that the consensus error system is exponentially stable and satisfies the   per-
formance. Finally, the effectiveness of the proposed method is verified through simulation experiments.
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随着生产过程自动化水平的不断提升以及无人

智能设备的普及, 多智能体系统受到广泛关注, 且
已在多个领域成功应用[1], 例如无人机编队[2−3]、交通

协同控制[4]、多机器人集群作业[5] 等. 多个智能体通

过局部通信与协作, 使各自的目标状态 (如位置、速

度与决策值等)随时间演化, 最终趋于相同或形成

预设的模式, 这一过程意味着多智能体系统达到一

致性. 近年来, 学者们开展大量多智能体系统一致

性控制的重要研究[6−10]. 例如, 在无向通信拓扑下,
文献 [6] 针对含未知非线性与不确定输入扰动的一

阶与二阶多智能体系统, 提出全局一致性控制策略.
文献 [8−9] 分别针对存在传感器故障和拒绝服务攻

击的多智能体系统, 提出容错一致性控制与事件触

发安全一致性控制方法. 但上述研究均以常微分方

程为建模基础, 忽略空间分布特性对系统动态行为

的影响, 难以适用于具有时空耦合特性的多智能体

系统.
注意到, 诸多多智能体系统存在显著的时空演

化特性, 例如食物网中种群的空间密度波动、高超

声速飞行器表面的温度变化与化学反应中的反应物

扩散过程等. 这些现象的共同特征是每个智能体的

动态行为同时依赖时间与空间变量, 需采用偏微分

方程模型来描述智能体的时空行为. 受此启发, 学
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者们开展由偏微分方程建模的多智能体系统一致性

控制研究[11−17]. 例如, 文献 [13] 研究切换网络下由

抛物型偏微分方程建模的多智能体系统输出反馈自

适应一致性控制问题. 文献 [14] 解决了非线性多智

能体系统的一致性跟踪控制问题, 其中每个智能体

的动态行为由非线性四阶偏微分方程描述. 文献

[16] 在系统含未知非线性项的条件下, 研究抛物型

偏微分方程描述的多智能体系统一致性问题, 采用

神经网络逼近非线性项, 提出自适应控制策略, 通
过线性矩阵不等式 (linear matrix inequalities,
LMIs) 推导出稳定充分条件. 文献 [17] 在网络带宽

有限的条件下, 研究偏微分方程描述的多智能体系

统一致性问题, 引入空间点测量方法减少数据传输

量, 设计双事件触发机制降低设备更新频率, 结合

非同位点控制, 实现系统一致性. 然而, 上述研究提

出的均为分布式控制算法, 需在空间域内布置大量

执行器与传感器, 不仅增加系统的实现成本, 也给

工程部署带来诸多挑战. 为解决上述问题, 边界控

制作为一种高效且贴合工程实际的方法受到广泛关

注[18−21]. 例如, 文献 [18] 在分布式测量条件下, 研究

含输入约束和无输入约束抛物型偏微分方程描述的

多智能体系统的边界输出一致性控制问题, 该方法

仅需在空间域边界部署少量执行器. 文献 [19]考虑

分数阶偏微分方程描述的多智能体系统事件触发边

界一致性控制问题, 并通过将提出的控制方法应用

于高速航空航天器机体表面温度控制过程, 以验证

其有效性. 然而, 现有多智能体系统的边界控制研

究多基于理想工况展开, 鲜有研究综合考虑实际环

境中普遍存在的非线性、参数不确定性、外部扰动

与时滞等复杂因素, 这一研究空白成为制约该方法

工程应用的关键问题, 也构成本文的重要研究动机.
在实际工程中, 由于环境的复杂性, 多智能体

系统不可避免地存在高度非线性、参数不确定性、

扰动与时滞的现象, 这些影响因素可能引发系统性

能下降, 并导致发散、振荡或不稳定等异常动态行

为. 因此, 学者们开始聚焦于复杂多智能体系统的

研究, 并取得了一系列成果[22−26]. 例如, 文献 [22] 研
究输入和通信网络均含时滞的高阶线性多智能体系

统一致性问题. 此外, 文献 [24] 解决了异步切换下

非线性随机时滞多智能体系统的分布式指数一致性

问题. 文献 [26] 基于邻居智能体的状态信息, 为时

滞多智能体系统提出一种分布式 P型迭代学习控

制策略. 另一方面, T-S (Takagi-Sugeno) 模糊建模

与控制方法已成为处理非线性系统稳定性分析与控

制器设计问题的有力工具, 并受到广泛关注. 基于

T-S模糊建模的控制方法有效融合了模糊逻辑理论

与线性系统理论的优势, 使其广泛应用于各类非线

性系统控制问题中. 具体而言, 该方法由 IF-THEN
规则构成: IF部分描述模糊集, THEN部分为线性

时不变动态系统[27−29]. 换言之, T-S模糊模型的核心

目的是将非线性系统分解为一组线性系统. 文献 [30]
通过设计基于采样数据的控制策略, 并考虑执行器

故障, 研究了 T-S模糊系统的镇定问题. 文献 [31]
针对存在不确定性、扰动且前提变量不可测的切换

T-S模糊系统, 提出一种故障检测方法. 文献 [32]
利用动态输出反馈控制机制, 解决了含不确定性、

扰动及饱和效应的 T-S模糊奇异系统的有限时间

镇定问题. 针对一类离散时间T-S模糊模型, 文献 [33]
基于分段 Lyapunov函数, 设计一种依赖隶属度函

数的控制器, 以应对外部扰动. 然而, 将 T-S模糊建

模方法与多智能体系统控制相结合仍面临显著挑

战: 一方面, 克罗内克积与常规矩阵乘法的运算次

序限制, 给相似变换在模糊多智能体系统中的应用

带来技术障碍, 即使文献 [34] 提出针对性的规避机

制, 也难以完全适配复杂动态场景; 另一方面, 现有

相关研究虽通过鲁棒模糊控制器解决了部分非线性

多智能体系统的一致性问题[35−36], 但大多聚焦于常

微分方程描述的系统, 未能充分考虑时空耦合特性.
更重要的是, 这些成果往往仅单独处理非线性、不

确定性、扰动或时滞的某一类因素, 对于工程实际

中多类复杂因素并存的场景缺乏系统性解决方案,
难以满足高可靠性控制需求.

H∞

针对现有研究的不足, 本文聚焦边界测量下含

非线性、参数不确定性、外部扰动与时滞的分布参

数多智能体系统, 开展  模糊边界一致性控制研

究, 通过精准建模与控制器设计, 解决复杂工况下

分布参数多智能体系统的一致性控制难题, 同时兼

顾系统的抗扰性能与工程实现性. 与现有研究相比,
本文的主要贡献体现在以下三个方面:

H∞

H∞

1)基于不等式技术与 Lyapunov直接法, 针对

由偏微分方程描述且存在外部扰动的非线性不确定

时滞分布参数多智能体系统, 设计一种依赖边界测

量信息及智能体间通信信息的  模糊边界一致

性控制器, 保证该系统实现一致性并满足  性能

指标. 现有研究主要集中于常微分方程描述的多智

能体系统一致性控制[6−10]、模糊一致性控制[34−36] 以
及未考虑环境复杂性的偏微分方程描述的多智能体

系统一致性控制[11−18].
H∞2)提出的  模糊边界一致性控制方法融合

模糊逻辑理论与线性系统理论, 且仅需在空间域边

界部署少量执行器与传感器. 在保证理论严谨性与

工程实用性的同时, 显著降低了控制成本.
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3)将由偏微分方程描述且存在外部扰动的非

线性不确定时滞分布参数多智能体系统  模糊

边界一致性控制问题, 转化为可由内点凸优化算法

求解的 LMIs可行性问题.
预备知识.

Hn := L2([l1, l2];Rn)

ϱ1(·, t), ϱ2(·, t) ∈ Hn

1)   表示希尔伯特空间 .
对于向量函数 , 其范数定义为

∥ϱ1(·, t)∥2 := ⟨ϱ1(·, t), ϱ1(·, t)⟩
1
2

内积定义为

⟨ϱ1(·, t), ϱ2(·, t)⟩ :=
∫ l2

l1

⟨ϱ1(x, t), ϱ2(x, t)⟩Rndx

x ∈ Ω := [l1, l2] t ∈ [−τ̄ , +∞) τ̄其中,  ;  ,   为给定标量.

G = (V,
E , A)

N V = {1, 2, · · · , N}
E ⊆ V × V (c, i) ∈ E

c i c i

Mi = {(c, i) ∈ E , c ̸= i} i

A = [aic] ∈ RN×N (c, i) ∈ E
aic = 1 aic = 0 D = diag{d1, d2,
· · · , dN} di =

∑N
c=1 aic

L = D −A

Ĝ = (V̂, Ê) V̂ = {0, 1, · · · , N}
Ê ⊆ V̂ × V̂ Ĝ P = diag{b1,
b2, · · · , bN} (0, i) ∈ Ê bi = 1

bi = 0

2)在一致性问题中, 为跟随者之间建立清晰的

通信结构至关重要. 为此, 本文采用有向图 

, 其中每个节点表示一个智能体, 边表示信息

流.   个节点的集合记为 , 边的

集合表示为 . 边  表示信息从节

点   流向节点  , 即   为智能体   的邻居智能体.
 表示智能体  的邻居集. 邻

接矩阵  定义为: 若边 , 则
; 否则 . 度矩阵记为 

, 其对角元素为 . 因此, 拉普拉

斯矩阵 . 此外, 针对含编号 0的额外领

导者节点的领导者−跟随者一致性问题, 本文定义

增广有向图  , 其中  ,
. 相应地,   的牵引矩阵记为 

, 其定义为: 若边 , 则 ;
否则 .

 1　问题描述

考虑由偏微分方程描述且存在外部扰动的非线

性时滞分布参数多智能体系统, 其领导者动态方程

如下:

y0, t(x, t) = Θy0, xx(x, t) +

f(y0(x, t), y0(x, t− τ(t)))

y0, x(x, t)|x=l1 = 0, y0, x(x, t)|x=l2 = 0

y0(x, m) = ϕ0(x, m), (x, m) ∈ Ω× [−τ̄ , 0]

(1)

x ∈ Ω t ∈ [−τ̄ , +∞)

y0(x, t) ϕ0(x, m) f(y0(x,

t), y0(x, t− τ(t))) Θ

τ̄ γ̄ τ(t)

τ(t) ∈ (0, τ̄ ], τ̇(t) ≤ γ̄

其中,   表示空间位置;   表示时间;
 为系统状态;   表示初始条件; 

 表示非线性函数;   为已知实常

数正定矩阵; 对于给定标量  与 ,   表示时变时

滞且满足:  .
基于文献 [37] 并考虑参数不确定性, 式 (1)所

描述的非线性时滞分布参数多智能体系统中的领导

者智能体, 可由如下模糊模型精确描述.
s系统规则  .

ϱ01(x, t) ∈ ℵs1 · · · ϱ0p(x, t) ∈ ℵsp如果 ,  ,  , 则

y0, t(x, t) = Θy0, xx(x, t) +Asy0(x, t) +

∆As(x, t)y0(x, t) +

Aτsy0(x, t− τ(t)) +

∆Aτs(x, t)y0(x, t− τ(t)) (2)

ϱ01(x, t), · · · , ϱ0p(x, t) ℵsq

q = 1, · · · , p As Aτs

s ∈ S := {1, 2, · · · , ℓ} ℓ

x t ∆As(x, t) ∆Aτs(x, t)

其中,       与  分别表示前件

变量和模糊集合,  ;   和   为给定

矩阵,  ,   表示模糊规则数量.
在  与   上连续的  与  为范数

有界的不确定矩阵, 并满足:{
∆As(x, t) = GsMs(x, t)E1s

∆Aτs(x, t) = GsMs(x, t)E2s

(3)

Gs E1s E2s

Ms(x, t) MT
s (x, t)Ms(x, t) ≤

I

其中,  ,   与  表示适当维数已知常数矩阵;
 为不确定矩阵且满足 

. 利用参数依赖扇区非线性方法, 针对非线性时滞

偏微分方程系统 (1), 可构造一个精确 T-S模糊不

确定时滞偏微分方程模型.
采用单点模糊化、乘积推理、平均加权去模糊

化方法, 可得 T-S模糊不确定时滞偏微分方程模型

(2) 的全局动态模型如下:

y0, t(x, t) =

ℓ∑
s=1

ℏs(ϱ0(x, t)){Θy0, xx(x, t) +

Asy0(x, t) + ∆As(x, t)y0(x, t) +

Aτsy0(x, t− τ(t)) +

∆Aτs(x, t)y0(x, t− τ(t))} (4)

ϱ0(x, t) = [ϱ01(x, t), · · · , ϱ0p(x, t)]其中,  .

ℏs(ϱ0(x, t)) =
ϑs(ϱ0(x, t))
ℓ∑

s=1
ϑs(ϱ0(x, t))

ϑs(ϱ0(x, t)) =

p∏
q=1

ℵsq(ϱ0q(x, t))

(5)

s ∈ S ℵsq(ϱ0q(x, t)) ϱ0q(x,

t) ℵsq x ∈ [l1, l2]

t ≥ 0 ϑs(ϱ0(x, t))≥ 0 s∈S
∑ℓ

s=1ϑs(ϱ0(x,

t)) > 0 x ∈ [l1, l2] t ≥ 0

针对 ,   表示前件变量 

 属于模糊集  的隶属度值. 对于所有 

和 , 假设 ,   及 

, 那么对于所有   和  , 有如下

条件成立:

ℏs(ϱ0(x, t)) ≥ 0,

ℓ∑
s=1

ℏs(ϱ0(x, t)) = 1, s ∈ S (6)

N  个跟随者动态方程如下:
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
yi, t(x, t) = Θyi, xx(x, t) +

g(yi(x, t), yi(x, t− τ(t)), di(x, t))

yi, x(x, t)|x=l1 = 0, yi, x(x, t)|x=l2 = ui(t)

yi(x, m) = ϕi(x, m), (x, m) ∈ Ω× [−τ̄ , 0]

(7)

i ∈ N := {1, 2, · · · , N} g(yi(x, t), yi(x, t −
τ(t)), di(x, t)) di(x, t)

ui(t) yi(x, t) ϕi(x, m)

其中,  ; 

 为非线性函数 ,    表示扰动 ;　

 表示控制输入;   与   分别表示

系统状态与初始条件.

∼根据式 (1)   (6)并考虑参数不确定性, 跟随

者智能体的动态方程 (7)可由如下 T-S模糊不确定

时滞偏微分方程模型精确描述:

yi, t(x, t) =

ℓ∑
s=1

ℏs(ϱi(x, t)){Θyi, xx(x, t) +

Asyi(x, t) + ∆As(x, t)yi(x, t) +

Aτsyi(x, t− τ(t)) +

∆Aτs(x, t)yi(x, t− τ(t)) +

Dsdi(x, t)}
yi, x(x, t)|x=l1 = 0, yi, x(x, t)|x=l2 = ui(t)

yi(x, m) = ϕi(x, m), (x, m) ∈ Ω× [−τ̄ , 0]

(8)

ϱi1(x, t), · · · , ϱip(x, t) Ds

ℏs(ϱi(x, t))
其中 ,       为前件变量 ;   为

给定矩阵; 隶属函数  具有与式 (5)和式

(6)相同的性质.

ei(x, t) := yi(x, t)− y0(x, t)定义  . 基于式 (4)

与式 (8), 可以得到如下模糊不确定时滞一致误差

系统动态方程:

ei, t(x, t) =

ℓ∑
s=1

ℓ∑
j=1

ℏs(ϱi)ℏj(ϱ0){Θei, xx(x, t) +

(As +∆As(x, t))yi(x, t) +

(Aτs +∆Aτs(x, t))yi(x, t− τ(t)) −
(Aj +∆Aj(x, t))y0(x, t) −
(Aτj +∆Aτj(x, t))y0(x, t− τ(t)) +

Dsdi(x, t)} =

ℓ∑
s=1

ℓ∑
j=1

ℏs(ϱi)ℏj(ϱ0){Θei, xx(x, t) +

Asei(x, t) + ∆As(x, t)ei(x, t) +

Aτsei(x, t− τ(t)) +

∆Aτs(x, t)ei(x, t− τ(t)) +

Dsdi(x, t) + ηsj(x, t)}
ei, x(x, t)|x=l1 = 0, ei, x(x, t)|x=l2 = ui(t)

ei(x, m) = φi(x, m), (x, m) ∈ Ω× [−τ̄ , 0]

ϱi := ϱi(x, t) ϱ0 := ϱ0(x, t) φi(x, m) := ϕi(x,

m)− ϕ0(x, m) ηsj(x, t) = (As −Aj +∆As(x, t) −
∆Aj(x, t)) y0(x, t) (Aτs − Aτj + ∆Aτs(x, t) −
∆Aτj(x, t))y0(x, t− τ(t))

其中,  ,  , 
, 

 +  
.

基于模糊不确定时滞一致误差系统与并行分布

补偿策略, 考虑如下模糊边界一致性控制器.
j控制规则  .

ϱi1(x, t) ∈ ℵj1 · · · ϱip(x, t) ∈ ℵjp如果 ,  ,  , 则

ui(t) = Kj{bi(yi(l2, t)− y0(l2, t)) +∑
c∈Mi

aic(yi(l2, t)− yc(l2, t))} (9)

Kj ∈ Rn×n j ∈
S

其中, 模糊边界一致性控制器增益 , 
 是待定的控制增益. 全局模糊边界一致性控制

律为:

ui(t) =

ℓ∑
j=1

ℏj(ϱi)Kj{bi(yi(l2, t)− y0(l2, t)) +

∑
c∈Mi

aic(yi(l2, t)− yc(l2, t))} (10)

为表述方便, 作如下定义:

e(x, t) := [eT1 (x, t), e
T
2 (x, t), · · · , eTN (x, t)]T

d(x, t) := [dT1 (x, t), d
T
2 (x, t), · · · , dTN (x, t)]T

u(t) := [uT
1 (t), u

T
2 (t), · · · , uT

N (t)]T

φ(x, m) := [φT
1 (x, m), φT

2 (x, m), · · · , φT
N (x, m)]T

η̄sj(x, t) := [ηTsj(x, t), η
T
sj(x, t), · · · , ηTsj(x, t)]T

ℏ̄s(ϱi) := diag{ℏs(ϱ1), ℏs(ϱ2), · · · , ℏs(ϱN )}
ℏ̄s(ϱ0) := diag{ℏs(ϱ0), ℏs(ϱ0), · · · , ℏs(ϱ0)}

ℏ̄is := ℏ̄s(ϱi)⊗ In, ℏ̄0s := ℏ̄s(ϱ0)⊗ In

则模糊一致误差系统可写为如下矩阵紧凑形式:

et(x, t) =

ℓ∑
s=1

ℏ̄is{(IN ⊗Θ)exx(x, t) +

(IN ⊗As)e(x, t) +

(IN ⊗∆As(x, t))e(x, t) +

(IN ⊗Aτs)e(x, t− τ(t)) +

(IN ⊗∆Aτs(x, t))e(x, t− τ(t)) +

(IN ⊗Ds)d(x, t)}+ Ξsj(x, t)

ex(x, t)|x=l1 = 0

ex(x, t)|x=l2 =

ℓ∑
j=1

ℏ̄ij(L⊗Kj)e(l2, t)

e(x, m) = φ(x, m), (x, m) ∈ Ω× [−τ̄ , 0]
(11)
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Ξsj(x, t) :=
∑ℓ

s=1

∑ℓ
j=1 ℏ̄is ℏ̄0j η̄sj(x, t) L =

L+ P
其中 ,   ,  

.
d(x, t)

Ξsj(x, t)

H∞

为有效抑制一致误差系统中扰动  与非

误差项  对系统一致性的影响, 构造如下模

糊不确定时滞一致误差系统 (11)的  性能指标:∫ tf

0

∥e(·, t)∥22dt ≤

V (0) + γ2

∫ tf

0

(∥d(·, t)∥22 + ∥Ξ(·, t)∥22)dt (12)

γ > 0 tf其中,   表示给定的衰减水平,   表示控制终止

时间.
针对式 (1)和式 (7)所描述的非线性不确定时滞

分布参数多智能体系统, 本文设计了一种模糊边界

一致性控制器, 以保证其在外部扰动下实现一致性.
下面, 提供一些有助于本文理论分析的引理.

φ ∈ Hn φ(l1) =

φ(l2) = 0 n× n W ≥ 0

引理 1. 对于向量函数 , 若满足 

, 则对任意的  维实矩阵 , 下述

不等式成立[38]:

π2

∫ l2

l1

φT(s)Wφ(s)ds ≤

(l2 − l1)
2

∫ l2

l1

φT
s (s)Wφs(s)ds

φ(l1) = 0 φ(l2) = 0此外, 若  或 , 则:

π2

∫ l2

l1

φT(s)Wφ(s)ds ≤

4(l2 − l1)
2

∫ l2

l1

φT
s (s)Wφs(s)ds

ε > 0 R T

FTF ≤ I F

引理 2. 对于任意标量 , 任意矩阵 ,   以

及任意满足  的矩阵 , 下述不等式成立[39]:

RFT + TTFTRT ≤ ε−1RRT + εTTT

H∞ 2　稳定性分析与  模糊边界控制器设计

H∞

在边界测量条件下, 该部分将解决模糊不确定

时滞一致误差系统 (11)的  模糊边界控制问题.
首先, 构建如下 Lyapunov-Krasovskii泛函:

V (t) =

2∑
i=1

Vi(t) (13)

其中,

V1(t) =

∫ l2

l1

eT(x, t)e(x, t)dx

V2(t) =

∫ l2

l1

∫ t

t−τ(t)

e2δ(m−t)eT(x, m)e(x, m)dmdx

δ > 0

H∞

其中,  . 利用上述 Lyapunov-Krasovskii泛函

(13), 可推导出如下定理, 以保证模糊不确定时滞一致

误差系统 (11)达到指数稳定且满足  性能 (12).
τ̄ γ̄ δ

P ∈ Rn×n

Kj ∈ Rn×n

定理 1. 对于给定标量 ,   与 , 若存在大于 0
的矩阵   与模糊边界一致性控制器增益

, 使得下列 LMI成立:

Γ =



Γxt
11 0 Γ13 Γxt

14 Γ15 Γ16

∗ Γ22 0 0 0 0

∗ ∗ Γ33 0 0 0

∗ ∗ ∗ Γ44 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Γ55 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Γ66


< 0

(14)

H∞

则模糊不确定时滞一致误差系统 (11)指数稳定且

满足  性能 (12).
其中,

Γxt
11 = 2(δ + 1)INn + IN ⊗As + IN ⊗AT

s +

IN ⊗∆As(x, t) + IN ⊗∆AT
s (x, t) −

π2

4(l2 − l1)2
(IN ⊗ P )

Γ13 =
π2

4(l2 − l1)2
(IN ⊗ P )

Γxt
14 = IN ⊗Aτs + IN ⊗∆Aτs(x, t)

Γ15 = IN ⊗Ds, Γ16 = INn

Γ22 = IN ⊗ P − IN ⊗Θ− IN ⊗ΘT

Γ33 =
1

(l2 − l1)
(L⊗ΘKj + LT ⊗KT

j Θ
T) −

π2

4(l2 − l1)2
(IN ⊗ P )

Γ44 = − (1− γ̄)e−2δτ̄INn, Γ55 = −γ2INn

Γ66 = − γ2INn

V (t)证明. 对 Lyapunov-Krasovskii泛函  求导

可得:

V̇1(t) = 2

∫ l2

l1

eT(x, t)et(x, t)dx =

2

∫ l2

l1

eT(x, t)(IN ⊗Θ)exx(x, t)dx +

2

∫ l2

l1

ℓ∑
s=1

ℏ̄iseT(x, t){(IN ⊗As)e(x, t) +

(IN ⊗∆As(x, t))e(x, t) +

(IN ⊗Aτs)e(x, t− τ(t)) +
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(IN ⊗∆Aτs(x, t))e(x, t− τ(t)) +

(IN ⊗Ds)d(x, t)}dx +

2

∫ l2

l1

eT(x, t)Ξsj(x, t)dx (15)

V̇2(t) ≤− 2δV2(t) +

∫ l2

l1

eT(x, t)e(x, t)dx −

(1− γ̄)

∫ l2

l1

e−2δτ̄eT(x, t− τ(t)) ×

e(x, t− τ(t))dx (16)

(15)对式  应用分部积分法, 可得:∫ l2

l1

eT(x, t)(IN ⊗Θ)exx(x, t)dx =

eT(x, t)(IN ⊗Θ)ex(x, t)
∣∣∣l2
l1
−∫ l2

l1

eTx(x, t)(IN ⊗Θ)ex(x, t)dx =

ℓ∑
j=1

ℏ̄ijeT(l2, t)(IN ⊗Θ)(L⊗Kj)e(l2, t) −

∫ l2

l1

eTx(x, t)(IN ⊗Θ)ex(x, t)dx (17)

P对于任意正定矩阵 , 利用引理 1可得如下不

等式:

−2

∫ l2

l1

eTx(x, t)(IN ⊗Θ)ex(x, t)dx ≤

−
∫ l2

l1

eTx(x, t)(IN ⊗Θ)ex(x, t)dx −

∫ l2

l1

eTx(x, t)(IN ⊗ΘT)ex(x, t)dx +

∫ l2

l1

eTx(x, t)(IN ⊗ P )ex(x, t)dx −

π2

4(l2 − l1)2

∫ l2

l1

(e(x, t)− e(l2, t))
T(IN ⊗ P ) ×

(e(x, t)− e(l2, t))dx =

−
∫ l2

l1

eTx(x, t)(IN ⊗Θ)ex(x, t)dx −

∫ l2

l1

eTx(x, t)(IN ⊗ΘT)ex(x, t)dx +

∫ l2

l1

eTx(x, t)(IN ⊗ P )ex(x, t)dx −

π2

4(l2 − l1)2

∫ l2

l1

eT(x, t)(IN ⊗ P )e(x, t)dx −

π2

4(l2 − l1)2

∫ l2

l1

eT(l2, t)(IN ⊗ P )e(l2, t)dx +

π2

4(l2 − l1)2

∫ l2

l1

eT(x, t)(IN ⊗ P )e(l2, t)dx +

π2

4(l2 − l1)2

∫ l2

l1

eT(l2, t)(IN ⊗ P )e(x, t)dx

H∞

为了保证非线性不确定时滞一致误差系统的

 性能, 考虑如下不等式:

V̇ (t) + 2δV (t) + ∥e(x, t)∥22 −

γ2∥d(x, t)∥22 − γ2∥Ξsj(x, t)∥22 ≤ 0

基于上述分析, 整理可得:

V̇ (t) + 2δV (t) +

∫ l2

l1

eT(x, t)e(x, t)dx −

γ2

∫ l2

l1

ΞT
sj(x, t)Ξsj(x, t)dx −

γ2

∫ l2

l1

dT(x, t)d(x, t)dx ≤

∫ l2

l1

ℓ∑
s=1

ℓ∑
j=1

ℏ̄isℏ̄ijξT(x, t)Γξ(x, t)dx < 0 (18)

ξ(x, t) = [eT(x, t), eTx(x, t), e
T(l2, t), e

T(x,

t− τ(t)), dT(x, t), ΞT
sj(x, t)]

T Γ < 0

H∞

其中 ,  
.  显然 ,  当   时 ,　

LMIs (14)成立. 那么, 模糊不确定时滞一致误差系

统 (11)在式 (12)的  性能下是指数稳定的.  □

由于在定理 1中的 LMIs (14)不能被 LMI工
具箱直接求解, 因此对式 (14)进一步处理可得如下

定理.
τ̄ γ̄ δ ι > 0

σ > 0 P > 0 ∈ Rn×n

Kj ∈ Rn×n

定理 2. 对于给定标量 ,   与 , 若存在 ,
, 矩阵  和模糊边界一致性控制

器增益 , 使得下列 LMI成立:
Λ =

Λ11 0 Λ13 Λ14 Λ15 Λ16 Λ17 Λ18 Λ19 Λ1, 10

∗ Λ22 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Λ33 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Λ44 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Λ55 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Λ66 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Λ77 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Λ88 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Λ99 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Λ10, 10



< 0

(19)

则模糊不确定时滞一致误差系统 (11)指数稳定且
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H∞满足  性能 (12).

其中,

Λ11 = 2(δ + 1)INn + IN ⊗As + IN ⊗AT
s −

π2

4(l2 − l1)2
(IN ⊗ P )

Λ13 =
π2

4(l2 − l1)2
(IN ⊗ P ), Λ14 = IN ⊗Aτs

Λ15 = IN ⊗Ds, Λ16 = INn

Λ17 = ι(IN ⊗Gs), Λ18 = IN ⊗ ET
1s

Λ19 = σ(IN ⊗Gs), Λ1, 10 = IN ⊗ ET
2s

Λ22 = IN ⊗ P − IN ⊗Θ− IN ⊗ΘT

Λ33 =
1

l2 − l1
(L⊗ΘKj + LT ⊗KT

j Θ
T) −

π2

4(l2 − l1)2
(IN ⊗ P )

Λ44 = −(1− γ̄)e−2δτ̄INn, Λ55 = −γ2INn

Λ66 = −γ2INn, Λ77 = −ιINn

Λ88 = −ιINn, Λ99 = −σINn

Λ10, 10 = −σINn

证明. 根据引理 2可得:

IN ⊗∆As(x, t) + IN ⊗∆AT
s (x, t) ≤

ιIN ⊗Gs[IN ⊗Gs]
T +

ι−1[IN ⊗ E1s]
TIN ⊗ E1s (20)

IN ⊗∆Aτs(x, t) + IN ⊗∆AT
τs(x, t) ≤

σIN ⊗Gs[IN ⊗Gs]
T +

σ−1[IN ⊗ E2s]
TIN ⊗ E2s (21)

结合式 (14)与 (21), 应用舒尔补定理可得:

Φ =

Φ11 0 Φ13 Φ14 Φ15 Φ16 Φ17 Φ18 Φ19 Φ1, 10

∗ Φ22 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ33 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Φ44 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Φ55 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ66 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ77 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ88 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ99 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ10, 10



< 0

(22)

其中,

Φ11 = 2(δ + 1)INn + IN ⊗As + IN ⊗AT
s −

π2

4(l2 − l1)2
(IN ⊗ P )

Φ13 =
π2

4(l2 − l1)2
(IN ⊗ P )

Φ14 = IN ⊗Aτs, Φ15 = IN ⊗Ds

Φ16 = INn, Φ17 = IN ⊗Gs, Φ18 = IN ⊗ ET
1s

Φ19 = IN ⊗Gs, Φ1, 10 = IN ⊗ ET
2s

Φ22 = IN ⊗ P − IN ⊗Θ− IN ⊗ΘT

Φ33 =
1

l2 − l1
(L⊗ΘKj + LT ⊗KT

j Θ
T) −

π2

4(l2 − l1)2
(IN ⊗ P )

Φ44 = −(1− γ̄)e−2δτ̄INn, Φ55 = −γ2INn

Φ66 = −γ2INn, Φ77 = −ι−1INn

Φ88 = −ιINn, Φ99 = −σ−1INn

Φ10, 10 = −σINn

Φ

diag{INn, INn, INn, INn, INn, INn, ιINn, INn,

σINn, INn}

针对式 (22)中矩阵 , 在其两边分别乘对角矩

阵  

, 可得定理 2. □

 3　仿真结果

本部分通过两个算例验证所提算法的有效性,
两个算例均满足图 1所示的智能体间通信拓扑关系.

例 1. 考虑由偏微分方程描述且存在外部扰动

的非线性时滞分布参数多智能体系统, 该系统由一

个领导者智能体与四个跟随者智能体组成. 各智能

体动态方程如下:

y0, t(x, t) = µy0, xx(x, t) +

f(y0(x, t), y0(x, t− τ(t)))

y0, x(x, t)|x=0 = 0, y0, x(x, t)|x=1 = 0

y0(x, m) = ϕ0(x, m), (x, m) ∈ Ω× [−τ̄ , 0]

(23)

 

跟随者
l

跟随者
2

跟随者
3

跟随者
4

领导者

 

图 1    通信拓扑

Fig. 1    Communication topology
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

yi, t(x, t) = µyi, xx(x, t) +

g(yi(x, t), yi(x, t− τ(t)), di(x, t))

yi, x(x, t)|x=0 = 0, yi, x(x, t)|x=1 = ui(t)

yi(x, m) = ϕi(x, m), (x, m) ∈ Ω× [−τ̄ , 0]

(24)

f(y0(x, t), y0 (x, t− τ(t))) = r0 y0(x, t −
τ(t)) − r0ξ

−1 y20(x, t− τ(t)) g(yi(x, t) yi(x, t −
τ(t)) di(x, t)) = r0yi(x, t− τ(t))− r0ξ

−1y2i (x, t −
τ(t)) + di(x, t)

考虑  

,   ,  
,  

. 在此算例中, 领导者智能体 (23)与
跟随者智能体 (24)的系统参数值如表 1所示.
 
 

表 1    系统参数及取值

Table 1    System parameters and values

参数 取值

µ 1

r0 0.1

ξ 2

di(x, t) 5e−tcos(2x)

ϕ0(x, m) 0.5

ϕ1(x, m) 0.9cos(πx/l2)

ϕ2(x, m) 0.8cos(πx/l2) + 0.8

ϕ3(x, m) 0.2cos(πx/l2) − 0.2

ϕ4(x, m) 0.4cos(πx/l2)

 

ϱ0(x, t) = y0(x, t −
τ(t)) ∈ [−α, α] ϱi(x, t) = yi(x, t− τ(t)) ∈ [−α, α]

α = 1.65

模糊系统前件变量选取  

,  ,
. 可得如下关系式:

ϱ0(x, t) = −αℵ1(ϱ0(x, t)) + αℵ2(ϱ0(x, t)) (25)

ϱi(x, t) = −αℵ1(ϱi(x, t)) + αℵ2(ϱi(x, t)) (26)

ℵ1(ϱ0(x, t)) ℵ2(ϱ0(x, t))

ℵ1(ϱi(x, t)) ℵ2(ϱi(x, t)) ∈ [0, 1] ℵ1(ϱ0(x, t)) +

ℵ2(ϱ0(x, t)) = 1 ℵ1(ϱi(x, t)) + ℵ2(ϱi(x, t)) = 1

其中 , 隶属度函数满足  ,  ,
,  , 且  

,  . 通
过式 (25)与式 (26), 可得

ℵ1(ϱ0(x, t)) =
α− ϱ0(x, t)

2α

ℵ2(ϱ0(x, t)) = 1− ℵ1(ϱ0(x, t))

ℵ1(ϱi(x, t)) =
α− ϱi(x, t)

2α

ℵ2(ϱi(x, t)) = 1− ℵ1(ϱi(x, t))

随后, 根据 (11), 可得本算例中模糊不确定时

滞一致误差系统的模型如下:

et(x, t) =

2∑
s=1

ℏ̄is{(IN ⊗Θ)exx(x, t) +

(IN ⊗As)e(x, t) +

(IN ⊗∆As(x, t))e(x, t) +

(IN ⊗Aτs)e(x, t− τ(t)) +

(IN ⊗∆Aτs(x, t))e(x, t− τ(t)) +

(IN ⊗Ds)d(x, t)}+ Ξsj(x, t) (27)

ℏs(ϱ0(x, t)) = ℵs(ϱ0(x, t)), ℏs(ϱi(x, t)) =

ℵs(ϱi(x, t)) Θ = µ A1 = A2 = 0 Aτ1 = r0 + αr0ξ
−1,

Aτ2 = r0 − αr0ξ
−1 D1 = D2 = 1 ∆A1(x, t) = 0.5×

M1(x, t)0.2 ∆A2(x, t) = 0.5M2(x, t)0.2 ∆Aτ1(x,

t) = 0.5M1(x, t)0.1, ∆Aτ2(x, t) = 0.5M2(x, t)0.1

其中 ,    

,  ,  , 

,  , 

,   ,  

  .

δ = 0.01 γ = 5 τ(t) = 0.7 + 0.3sin(t)

τ̄ = 1 γ̄ = 0.3

K1 = −7.657 2 K2 = −5.692 7 H∞

y0(x, t) yi(x, t)

H∞

令  ,   ,   .  则

,  . 通过求解式 (19), 得到可行控制增

益为 ,  . 将  模糊边

界一致性控制律应用于系统 (24), 对应的控制输入

演化轮廓及模糊不确定时滞一致误差系统状态演化

轮廓如图 2与图 3所示. 由图 3可知, 领导者智能

体状态   与跟随者智能体状态   之间

的误差趋于零, 这说明分布参数多智能体系统 (23)

与 (24)实现一致性. 计算  性能指标的真实值, 有
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ui(t) i = 1, 2, 3, 4图 2    控制输入 , 

ui(t) i = 1, 2, 3, 4Fig. 2    Control input  , 
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−1.0

−0.5

0

 

ei(x, t) i = 1, 2, 3, 4图 3    误差系统状态 ,   的
闭环演化轮廓

ei(x, t) i = 1, 2, 3, 4

Fig. 3    Closed-loop evolution profiles of the states of the
error systems  , 
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γ̄ :=

√√√√ ∫ tf
0

∥e(·, t)∥22dt∫ tf
0
(∥d(·, t)∥22 + ∥Ξsj(·, t)∥22)dt

=

1.652 4 < 5 = γ

H∞这意味着  控制性能 (12)得到保证.
例 2. 考虑存在外部扰动的非线性时滞分布参

数多智能体系统, 其领导者智能体与跟随者智能体

动态方程如下:

y01, t(x, t) = y01, xx(x, t) + y01(x, t) −

y301(x, t)− 0.1y01(x, t− τ(t)) −
y02(x, t)

y02, t(x, t) = ωy02, xx(x, t) + ηy01(x, t) −
oy02(x, t)− 0.2y02(x, t− τ(t))

y01, x(x, t)|x=0 = 0, y01, x(x, t)|x=1 = 0

y02, x(x, t)|x=0 = 0, y02, x(x, t)|x=1 = 0

y01(x, m) = ϕ01(x, m), (x, m) ∈ Ω× [−τ̄ , 0]

y02(x, m) = ϕ02(x, m), (x, m) ∈ Ω× [−τ̄ , 0]

(28)

yi1, t(x, t) = yi1, xx(x, t) + yi1(x, t) −

y3i1(x, t)− 0.1yi1(x, t− τ(t)) −

yi2(x, t) + di1(x, t)

yi2, t(x, t) = ωyi2, xx(x, t) + ηyi1(x, t) −

oyi2(x, t)− 0.2yi2(x, t− τ(t)) +

di2(x, t)

yi1, x(x, t)|x=0 = 0, yi1, x(x, t)|x=1 = ui1(t)

yi2, x(x, t)|x=0 = 0, yi2, x(x, t)|x=1 = ui2(t)

yi1(x, m) = ϕi1(x, m), (x, m) ∈ Ω× [−τ̄ , 0]

yi2(x, m) = ϕi2(x, m), (x, m) ∈ Ω× [−τ̄ , 0]

(29)

y0(x, t) = [y01(x, t), y02(x, t)]
T yi(x, t) =

[yi1(x, t), yi2(x, t)]
T di(x, t) = [di1(x, t), di2(x, t)]

T

ui(t) = [ui1(t), ui2(t)]
T

定义 , 
,  ,
. 在本算例中, 领导者智能

体 (28)与跟随者智能体 (29)的系统参数值如表 2
所示.

此算例中非线性函数可表示如下:

f(y0(x, t), y0(x, t− τ(t))) =[
1− y201(x, t) −1.0

η −o

]
y0(x, t) +[

−0.1 0.0

0.0 −0.2

]
y0(x, t− τ(t))

g(yi(x, t), yi(x, t− τ(t)), di(x, t)) =[
1− y2i1(x, t) −1.0

η −o

]
yi(x, t) +[

−0.1 0.0

0.0 −0.2

]
yi(x, t− τ(t)) +

[
1.0 0.0

0.0 1.0

]
di(x, t)

ϱ0(x, t) = y201(x, t),

y01(x, t) ∈ [−α, α] ϱi(x, t) = y2i1(x, t) yi1(x, t) ∈
[−α, α] α = 1.65

模糊系统前件变量选取  

;   ,  

;  . 可得如下关系式:

ϱ0(x, t) = ℵ2(ϱ0(x, t)) · 0 + ℵ1(ϱ0(x, t)) · α2 (30)

ϱi(x, t) = ℵ2(ϱi(x, t)) · 0 + ℵ1(ϱi(x, t)) · α2 (31)

其中, 隶属度函数满足归一化条件, 且具有与例 1

中定义的隶属度函数相同的性质. 通过式 (30)与

式 (31), 可得

ℵ1(ϱ0(x, t)) =
ϱ0(x, t)

α2

ℵ2(ϱ0(x, t)) = 1− ℵ1(ϱ0(x, t))

ℵ1(ϱi(x, t)) =
ϱi(x, t)

α2

ℵ2(ϱi(x, t)) = 1− ℵ1(ϱi(x, t))

ℏs(ϱ0(x, t)) = ℵs(ϱ0(x, t)) ℏs(ϱi(x, t)) =

ℵs(ϱi(x, t))

令  ,  

. 之后, 根据 (11), 可得在本算例中模糊

不确定时滞一致误差系统模型如下:

 

表 2    系统参数及取值

Table 2    System parameters and values

参数 取值

ω 1

η 0.45

o 0.1

di1(x, t) 5e−2tcos(2x)

di2(x, t) 5e−2tcos(2x)

ϕ01(x, m) 0.5

ϕ02(x, m) 0.4

ϕ11(x, m) 0.9cos(πx/l2)

ϕ12(x, m) 0.5cos(πx/l2) + 0.4

ϕ21(x, m) 0.8cos(πx/l2) + 0.8

ϕ22(x, m) 0.6cos(πx/l2) + 0.2

ϕ31(x, m) 0.2cos(πx/l2) − 0.2

ϕ32(x, m) 0.5cos(πx/l2) − 0.1

ϕ41(x, m) 0.4cos(πx/l2)

ϕ42(x, m) 0.8cos(πx/l2)
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et(x, t) =

2∑
s=1

ℏ̄is{(IN ⊗Θ)exx(x, t) +

(IN ⊗As)e(x, t) +

(IN ⊗∆As(x, t))e(x, t) +

(IN ⊗Aτs)e(x, t− τ(t)) +

(IN ⊗∆Aτs(x, t))e(x, t− τ(t)) +

(IN ⊗Ds)d(x, t)}+ Ξsj(x, t) (32)

其中,

Θ =

[
1.0 0.0

0.0 ω

]

A1 =

[
1− α2 −1.0

η −o

]
, A2 =

[
1.0 −1.0

η −o

]

Aτs =

[
−0.1 0.0

0.0 −0.2

]
, Ds =

[
1.0 0.0

0.0 1.0

]

∆A1(x, t) =

[
0.1 0.0

0.0 0.2

]
M1(x, t)

[
0.1 0.0

0.0 0.2

]

∆A2(x, t) =

[
0.2 0.0

0.0 0.1

]
M2(x, t)

[
0.1 0.0

0.0 0.2

]

∆Aτ1(x, t) =

[
0.1 0.0

0.0 0.2

]
M1(x, t)

[
0.1 0.0

0.0 0.1

]

∆Aτ2(x, t) =

[
0.2 0.0

0.0 0.1

]
M2(x, t)

[
0.1 0.0

0.0 0.1

]

δ = 0.01 γ = 3 τ(t) = 0.5 + 0.5sin(t) τ̄ =

1 γ̄ = 0.5

K1 = diag{−6.780 3, −6.780 3} K2 = diag{−7.554 3,

−7.554 3} H∞

y0s(x, t)

yis(x, t)

H∞

令 ,  ,  . 则 

,  . 通过求解式 (19), 得到可行控制增益为

, 

. 将  模糊边界一致性控制律应用于系

统 (29), 对应的控制输入演化轮廓及模糊不确定时

滞一致误差系统状态演化轮廓如图 4和图 5所示.

由图 5可知, 领导者智能体状态  和跟随者

智能体状态  之间的误差趋于零, 这说明分

布参数多智能体系统 (28)与 (29)实现一致性. 之

后, 计算  性能指标的真实值, 有

γ̄ :=

√√√√ ∫ tf
0

∥e(·, t)∥22dt∫ tf
0
(∥d(·, t)∥22 + ∥Ξsj(·, t)∥22)dt

=

1.548 8 < 3 = γ

H∞这意味着  控制性能 (12)得到保证.

 4　结束语

H∞

H∞

H∞

针对存在外部扰动的非线性不确定时滞分布参

数多智能体系统一致性控制问题, 提出基于 T-S模
糊建模的  模糊边界一致性控制方法. 通过 Lya-
punov直接法与不等式技术, 得到基于 LMIs的充

分条件来保证模糊不确定时滞一致误差系统指数稳

定且满足  性能. 至此, 模糊不确定时滞一致误

差系统的  模糊边界一致性控制问题可转化为

LMIs的可行性问题, 此问题可由已有的 LMIs算法
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uis(t) i = 1, 2, 3, 4 s = 1, 2图 4    控制输入 ,  , 

uis(t) i = 1, 2, 3, 4 s = 1, 2Fig. 4    Control input  ,  , 
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eis(x, t) i = 1, 2, 3, 4 s = 1, 2图 5    误差系统状态 ,  ,   的
闭环演化轮廓

eis(x, t) i = 1, 2, 3, 4 s = 1, 2

Fig. 5    Closed-loop evolution profiles of the states of the
error systems  ,  , 
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H∞

H∞

求解. 最后, 仿真结果及分析验证了所提  模糊

边界一致性控制算法的可行性. 由于本文方法在实

际应用中无法应对执行器或传感器突发故障以及网

络传输受阻等场景, 因此, 针对分布参数多智能体

系统安全一致性控制的研究将在未来展开. 此外,
如何结合 T-S模糊建模的特性设计隶属度函数依

赖的  性能指标[36], 保证被控系统更优的鲁棒性

能, 是未来的研究方向.
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