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摘    要   针对现有迭代学习控制方法中迭代次数依赖初始跟踪误差及系统不确定性影响控制精度等问题, 提出一种数据

驱动鲁棒固定次迭代学习控制方法. 首先, 通过构造沿迭代轴的双曲正切型趋近律, 设计固定次迭代学习控制器, 推导出跟

踪误差的稳态误差带并移除迭代次数上界依赖初始误差这一限制, 保证系统跟踪误差在固定迭代次数内收敛. 在此基础上,
基于系统输入输出数据设计沿迭代轴更新的参数自适应律与扩张状态观测器, 估计未知参数并补偿系统中未知干扰, 进而

提高系统的鲁棒性与跟踪精度. 理论分析和仿真结果验证了所提方法的有效性.
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Abstract   A data-driven robust fixed-iteration learning control method is proposed to overcome the limitations in
existing iterative learning control methods, such as the dependence of iteration number on initial tracking errors and
reduced control accuracy due to system uncertainties. First, a fixed-iteration learning controller is designed using a
hyperbolic tangent reaching law constructed along the iteration axis. The steady-state error band of the tracking er-
ror is derived and the restriction on the upper bound for the iteration number, dependent on the initial error, is re-
moved to ensure the system tracking error converges within a fixed number of iterations. Furthermore, parameter
adaptive laws and an extended state observer, updated iteratively using system input-output data, are developed to
estimate unknown parameters and compensate for unknown disturbances in the system. This ensures the robust-
ness and tracking accuracy of the system. Theoretical analysis and simulation results validate the effectiveness of
the proposed method.
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离散时间系统理论作为现代控制理论的重要分

支, 广泛应用于机器人和半导体制造装备等具有重

复运行特性的工业过程[1]. 这类系统对轨迹跟踪精

度往往有较高的要求, 而迭代学习控制通过利用历

史运行数据逐步优化控制输入, 能够显著提升跟踪

性能, 已成为实现高精度跟踪的有效方法之一[2−5].
针对系统模型未知或难以精确建模的情形, 数据驱

动迭代学习控制 (data-driven iterative learning
control, DDILC)直接基于输入输出数据设计控制

器, 为此类问题提供有效解决方案[6−7]. 例如, 文献

[6] 利用邻近智能体动态线性化技术, 提出一种安全

数据驱动迭代学习策略, 实现存在信道衰落与欺骗

攻击的非线性多智能体系统的跟踪误差收敛; 文献

[8]针对列车自动停站控制问题, 提出一种数据驱动

的空间自适应终端迭代学习预测控制策略, 在存在

执行器饱和的情况下实现高精度停车控制; 文献

[9−10]分别针对异构多智能体协同及随机丢包等场

景, 设计相应的数据驱动迭代学习控制方案, 提升

了系统在复杂工况下的跟踪精度与鲁棒性. 尽管上

述工作 [2−10]在迭代次数趋于无穷时能保证跟踪

误差的高精度收敛, 然而在实际工业过程 (如机器
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人焊接、半导体制造装备的周期性作业)中, 除精度

要求外, 系统还需在预先确定且较少的运行周期内

达到预设跟踪精度, 以提升生产效率并降低调试成

本. 因此, 有限次迭代学习控制 (finite-iteration
learning control, FILC)近年来受到广泛关注.

有限次迭代学习控制旨在使系统跟踪误差在预

设的有限迭代次数内收敛到指定范围. 文献 [11]首
次给出有限次迭代跟踪的定义, 并基于压缩映射方

法计算出误差收敛到指定精度所需迭代次数上界.
针对存在干扰的离散系统, 文献 [12]在假设干扰与

初始误差满足线性不等关系的条件下, 提出一种鲁

棒有限次迭代跟踪策略, 确保误差在有限次迭代内

达到指定精度. 在数据驱动框架下, 文献 [13]引入

误差分数次幂, 设计面向输出饱和未知非线性系统

的点到点有限次迭代学习控制方法; 文献 [14]则通

过求解线性矩阵不等式 (linear matrix inequalities,
LMIs)更新学习增益, 保证误差在有限批次内收敛.
此外, 有限次迭代学习控制方法已被拓展至执行器

受限系统[15]、参数不确定多变量系统[16] 及高阶连续

非线性系统[17], 拓展了该方法的适用场景.
在有限次迭代学习控制的基础上, 固定次迭代

学习控制旨在进一步严格确定收敛所需的迭代次数

上界, 且该上界与系统初始状态无关, 从而为重复

作业提供确定性的学习周期与性能保证. 然而现有

研究仍存在以下局限: 1)同一跟踪精度下的有限次

迭代学习控制方法所需迭代次数依赖初始误差; 基
于 LMIs的设计方法存在求解复杂度高、容易面临

非凸可行性问题. 2)鲁棒迭代学习控制在应对非重

复干扰时, 往往需采用较高增益, 易导致稳态误差

增大, 影响其控制性能. 受时间域固定时间控制理

论的启发, 文献 [18]利用反正切函数构造滑模控制

器, 实现跟踪误差在固定时间内收敛至允许范围;
文献 [19−21]等研究也为时域内实现误差快速收敛

提供重要技术支撑. 然而现有成果多集中于时间维

度, 如何在迭代学习控制框架下实现跟踪误差在固

定迭代次数内收敛至允许范围, 目前相关研究相对

较少. 固定次迭代学习控制能够确保系统在预先确

定的迭代次数内进入指定跟踪精度范围, 从而增强

学习过程的可靠性与生产调度的可预测性, 为高精

度高确定性的重复任务控制提供性能保证.
基于上述讨论, 本文针对一类存在模型不确定

和外部干扰的离散时间系统, 提出一种数据驱动鲁

棒固定次迭代学习控制方法. 本文的主要贡献包括:
1)为得到一个与初始误差无关的收敛次数上界, 利
用双曲正切函数设计固定次迭代学习控制器, 实现

系统跟踪误差在固定迭代次数内收敛至指定精度范

围内, 同时避免了 LMIs求解方法的高计算复杂度;
2)基于输入输出数据设计沿迭代轴的参数自适应

律与扩张状态观测器, 实现对系统未知参数和外部

干扰的估计与补偿, 保证跟踪误差在干扰情形下的

固定次迭代收敛特性.

 1　问题描述

考虑如下有限时间内重复运行的离散时变系统
xk(t+ 1) = A(t)xk(t) +B(t)uk(t) + ϱk(t)

yk(t) = C(t)xk(t)

xk(0) = x0

(1)

t ∈ {0, 1, · · · , N} k ∈ Z+

Z+

uk(t) ∈ R yk(t) ∈ R
xk(t) ∈ Rn A(t) ∈ Rn×n B(t)

∈ Rn C(t) ∈ R1×n

C(t)B(t) ̸= 0 ϱk(t) ∈ Rn

x0

其中,   表示离散时间点; 
表示系统运行的迭代次数,   表示正整数集合;

 和  分别是系统有界的输入和输

出;   是系统状态向量;  、

 和   表示未知但有界的参数矩阵

或向量, 满足 ;   是有界的外

部干扰;   是任意但有界的初始状态.
uk(t) yk(t)将输入  与输出  表示为超向量形式

uk = [uk(0), uk(1), · · · , uk(N − 1)]T

yk = [yk(1), yk(2), · · · , yk(N)]T

则系统 (1)重新表述为向量形式

yk = Fx0 +Huk + dk (2)

F H A(t) B(t) C(t)其中,   和  是由 、  和  构成的下三

角参数矩阵

F =



C(1)A(0)

C(2)A(1)A(0)

...

C(N)
N−1∏
l=0

A(l)

 =


(F 1)T

(F 2)T

...

(FN )T



H =


h11 0 · · · 0

h21 h22 · · · 0

...
...

. . .
...

hN1 hN2 · · · hNN


其中,

hij = C(i)

i−1∏
l=j

A(l)B(j − 1), i ≥ j

i−1∏
l=j

A(l) =

{
I, i = j

A(i− 1)A(i− 2) · · ·A(j), i > j
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dk = [dk(1), dk(2), · · · , dk(N)]T dk(i)总干扰 , 其中 

的表达式为

dk(i) = C(i)

i−1∑
j=0

 i−1∏
l=j+1

A(l)

ϱk(j)

yd(t)

ek(t) = yd(t)− yk(t)

ek(t)

令  为给定的期望轨迹, 则第 k次迭代时的

跟踪误差为 . 根据离散时间域

文献 [18], 跟踪误差  的性能可通过稳态误差带

和收敛迭代次数两个指标进行评估, 其定义如下:
K ∈ Z+

t ∈ {0, 1, · · · , N} k ≥ K |ek(t)| ≤ △ss

定义 1. 若存在正整数  , 使得对所有

, 当  时, 若 , 有

|ek+1(t)| ≤ △ss (3)

ek(t)

△ss ≥ 0

ek(t)

则称跟踪误差  收敛至稳态误差带, 且该误差

在未来所有迭代中均保持在此区域内, 其中 

表示稳态误差带的边界. 因此, 稳态误差带表征了

跟踪误差  收敛的指定稳态范围.
kss ∈ Z+ t ∈

{0, 1, · · · , N} k ≥ kss

定义 2. 若存在正整数 , 使得对任意 

, 当  时, 有

|ek(t)| ≤ △ss (4)

kss ek(t) △ss

ek(t) kss △ss kss

ek(t)

则称  为  首次进入  所需的收敛迭代次数.
若  在  次迭代内收敛至 , 且  与初始误

差无关, 则称  实现了固定次迭代收敛.

ek(t)

本文的目标是在参数信息未知且存在外部干扰

的情形下, 设计迭代学习控制器驱动系统 (1)(或系

统 (2)), 使系统的跟踪误差  在固定迭代次数内

收敛到指定的稳态误差带内.

 2　固定次迭代学习控制器设计

本节首先设计参数自适应律以实现对系统未知

参数的估计; 其次设计沿迭代轴的扩张状态观测器

以实现对参数估计误差和总干扰的快速估计, 有效

抑制其对系统性能的影响; 在此基础上, 设计固定

次迭代学习控制器, 保证系统输出在固定迭代次数

内实现对给定参考轨迹的高精度跟踪.

 2.1　参数自适应律

A(t) B(t) C(t)

F H

P = [F , H] ∈ RN×(N+n)

ϕk = [x0; uk] ∈ RN+n

考虑到系统参数矩阵 、  和  信息

未知, 为便于估计式 (2) 中的参数矩阵  和 , 定
义增广参数矩阵  和增广向

量 . 基于此, 系统 (2) 可表示

为输出分量形式

yk(i) = (P i)Tϕi
k + dk(i), i = 1, 2, · · · , N (5)

(P i)T = [(F i)T, (Hi)T] ∈ R1×(n+i) (F i)T ∈
R1×n F (Hi)T ∈ R1×i

其中 ,   ,  

 是矩阵   第 i 行向量,   是下三

H ϕi
k =

[x0; u
i
k] ∈ R

n+i ui
k ∈ Ri uk

角矩阵   第 i 行的前 i 个元素组成的向量; 
,   是   前 i 个元素组成的

向量.
k − 1由式 (5)可得第  次迭代的输出表达式

yk−1(i) = (P i)Tϕi
k−1 + dk−1(i) (6)

式 (5)和式 (6)相减, 得到输出增量方程

∆yk(i) = (P i)T∆ϕi
k +∆dk(i) (7)

∆yk(i) = yk(i)− yk−1(i) ∆ϕi
k = ϕi

k − ϕi
k−1

∆dk(i) = dk(i)− dk−1(i)

其中,  ;  ;
.

(P i)T针对式 (7) 中的未知参数向量 , 设计如

下参数自适应律

P̂ i
k = ηk−1(i)∆ϕi

k−1

(
∆yk−1(i) −

(P̂ i
k−1)

T∆ϕi
k−1

)
+ P̂ i

k−1 (8)

P̂ i
k = [F̂ i

k; Ĥ
i
k] P i

F̂ i
k F i Ĥi

k = [ĥi1
k ; · · · ; ĥii

k ]

Hi ηk−1(i) = 1/
(
µ +

(∆ϕi
k−1)

T∆ϕi
k−1

)
µ > 0

其中,   是  第 k次迭代时的估计值,

 是  第 k次迭代时的估计值, 

是   第 k 次迭代时的估计值 ;  
 为自适应增益,   为可调参数.

τ > 0

(P̂ i
k−1)

T |ĥii
k−1| ≤ τ

特别地, 对于任意小的常数  , 如果向量

 中的元素 , 则有重置算法

P̂ i
k = P̂ i

1 (9)

P̂ i
k

P̃ i
k

定理 1. 将设计的参数自适应律 (8)应用于被

控系统 (7) 中, 可保证参数估计值  和参数估计

误差  的有界性.
证明. 定义参数估计误差

P̃ i
k = P i − P̂ i

k

基于参数自适应律 (8), 参数估计误差的动态

方程为

P̃ i
k =− ηk−1(i)∆ϕi

k−1

(
∆yk−1(i) −

(P̂ i
k−1)

T∆ϕi
k−1

)
+ P̃ i

k−1 (10)

根据式 (7), 有

∆yk(i)− (P̂ i
k)

T∆ϕi
k = (P̃ i

k)
T∆ϕi

k +∆dk(i) (11)

式 (11)的结论代入式 (10), 取范数并应用三角

不等式, 得∥∥∥P̃ i
k

∥∥∥
2
≤
∥∥ηk−1(i)∆ϕi

k−1∆dk−1(i)
∥∥
2
+∥∥I − ηk−1(i)∆ϕi

k−1(∆ϕi
k−1)

T
∥∥
2

∥∥∥P̃ i
k−1

∥∥∥
2

(12)

∆ϕi
k−1

ηk−1(i) ≤ 1
µ |∆dk−1(i)| ≤ d̄ d̄

对于不等式 (12) 右侧第一项, 由于  有界,
, 且   (  为有界正常数),
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α故存在正常数 , 使得∥∥ηk−1(i)∆ϕi
k−1∆dk−1(i)

∥∥
2
≤ α (13)

对于不等式 (12)右侧第二项, 考虑其平方形式∥∥∥(I − ηk−1(i)∆ϕi
k−1(∆ϕi

k−1)
T) P̃ i

k−1

∥∥∥2
2

=

(P̃ i
k−1)

T (I − ηk−1(i)∆ϕi
k−1(∆ϕi

k−1)
T)T ·(

I − ηk−1(i)∆ϕi
k−1(∆ϕi

k−1)
T) P̃ i

k−1 =(
η2k−1(i)(∆ϕi

k−1)
T∆ϕi

k−1 − 2ηk−1(i)
)
×(

(∆ϕi
k−1)

TP̃ i
k−1

)2
+
∥∥∥P̃ i

k−1

∥∥∥2
2

(14)

ηk−1(i) = 1/
(
µ+ (∆ϕi

k−1)
T∆ϕi

k−1

)
由于 , 得

η2k−1(i)(∆ϕi
k−1)

T∆ϕi
k−1 − 2ηk−1(i) =

−(∆ϕi
k−1)

T∆ϕi
k−1 − 2µ

(µ+ (∆ϕi
k−1)

T∆ϕi
k−1)

2
(15)

µ > 0在参数条件  下, 有

−(∆ϕi
k−1)

T∆ϕi
k−1 − 2µ < 0 (16)

(∆ϕi
k−1)

TP̃ i
k−1 ̸= 0

0 < ρ < 1

因此, 在  的情形下, 存在常

数 , 使得式 (14)化简为∥∥∥(I − ηk−1(i)∆ϕi
k−1(∆ϕi

k−1)
T) P̃ i

k−1

∥∥∥
2

≤

ρ
∥∥∥P̃ i

k−1

∥∥∥
2

(17)

将式 (13) 和 (17) 代入式 (12), 得∥∥∥P̃ i
k

∥∥∥
2
≤ ρ

∥∥∥P̃ i
k−1

∥∥∥
2
+ α (18)

将式 (18)沿迭代轴递推, 得∥∥∥P̃ i
k

∥∥∥
2
≤ ρk−1

∥∥∥P̃ i
1

∥∥∥
2
+

α(1− ρk−1)

1− ρ
(19)

k → ∞当  时, 有

lim
k→∞

∥∥∥P̃ i
k

∥∥∥
2
≤ α

1− ρ
(20)

P̃ i
k这表明参数估计误差  是一致最终有界的.

(∆ϕi
k−1)

TP̃ i
k−1 = 0 P̃ i

k−1对于   的情形, 保证了  

的有界性; 另一方面, 结合式 (12) ~ (14), 得∥∥∥P̃ i
k

∥∥∥
2
≤
∥∥∥P̃ i

k−1

∥∥∥
2
+ α (21)

P̃ i
k进而  是有界的.

P̃ i
k

P i P̂ i
k

因此, 参数估计误差   是有界的. 又因参数

 的有界性, 可保证参数估计值  是有界的.  □

 2.2　迭代扩张状态观测器

基于参数估计算法 (8), 系统方程 (7) 可重新表

述为

∆yk(i) = (P̂ i
k)

T∆ϕi
k + wk(i) (22)

wk(i) = (P̃ i
k)

T∆ϕi
k +∆dk(i)其中,   为由参数估计误

差项和总干扰增量构成的集总干扰.
wk(i)为有效抑制  对系统性能的影响, 设计沿

迭代轴的扩张状态观测器
ŷk(i) = yk−1(i) + (P̂ i

k)
T∆ϕi

k + ŵk−1(i) +

γ1(yk−1(i)− ŷk−1(i))

ŵk(i) = ŵk−1(i) + γ2(yk−1(i)− ŷk−1(i))

(23)

ŷk(i) ŵk(i)

wk(i) γ1 γ2

其中,   为系统输出的估计值;   为集总干扰

 的估计值;   和  为观测器增益参数, 需满

足一定的稳定性条件.

∆wk(i)

γ1 γ2

定理 2. 考虑由式 (23) 描述的扩张状态观测器,
其中集总干扰增量  有界. 若选择观测器增

益 、  满足不等式
|γ2 − γ1| < 1

|γ1 − 1| < 1 + (γ2 − γ1)

|γ1 − 1| < 1− (γ2 − γ1)

G1 =

[
−γ1 1

−γ2 1

]
ρ(G1) <

1 ỹk(i) w̃k(i)

则误差动态矩阵  的谱半径 

. 从而输出估计误差   和干扰估计误差  

是一致最终有界的.
证明. 定义输出和干扰的估计误差分别为

ỹk(i) = yk(i)− ŷk(i), w̃k(i) = wk(i)− ŵk(i)

从系统方程 (22) 和观测器方程 (23) 可得
yk(i) = yk−1(i) + (P̂ i

k)
T∆ϕi

k + wk(i)

ŷk(i) = yk−1(i) + (P̂ i
k)

T∆ϕi
k + ŵk−1(i) +

γ1(yk−1(i)− ŷk−1(i))

(24)

因此, 输出估计误差动力学为

ỹk(i) = ∆wk(i) + w̃k−1(i)− γ1ỹk−1(i) (25)

∆wk(i) = wk(i)− wk−1(i)

|∆wk(i)| ≤ w̄ w̄

其中,   表示干扰增量, 满
足  (  为有界正常数).

同样, 干扰估计误差动力学为

w̃k(i) = wk(i)− (ŵk−1(i) + γ2ỹk−1(i)) =

∆wk(i) + w̃k−1(i)− γ2ỹk−1(i) (26)

联立式 (25)和 (26), 误差动力学可写成矩阵

形式[
ỹk(i)

w̃k(i)

]
=

[
−γ1 1

−γ2 1

][
ỹk−1(i)

w̃k−1(i)

]
+

[
1

1

]
∆wk(i)

λk(i) = [ỹk(i), w̃k(i)]
T令 , 则
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λk(i) = G1λk−1(i) +G2∆wk(i) (27)

G2 = [1 1]T其中,  .
G1 g2 + (γ1 − 1)g +

(γ2 − γ1) = 0

由于矩阵   的特征多项式 
 所对应的特征根为

g1, 2 =
1

2

(
1− γ1 ±

√
(γ1 + 1)2 − 4γ2

)
γ1 γ2根据离散系统稳定性判据, 若 、  满足如下

不等式条件:
|γ2 − γ1| < 1

|γ1 − 1| < 1 + (γ2 − γ1)

|γ1 − 1| < 1− (γ2 − γ1)

G1

0 < ḡ < 1 ∥G1∥2 ≤ ḡ

则  的特征根都位于单位圆内, 即谱半径小于 1.
故存在常数 , 使得 .

对式 (27)两边同时取向量 2-范数, 得

∥λk(i)∥2 ≤ ∥G1∥2∥λk−1(i)∥2 + ∥G2∥2|∆wk(i)|

|∆wk(i)| ≤ w̄ ∥G2∥2 =
√
2由于  且 , 将上式沿迭

代轴递推, 得

∥λk(i)∥2 ≤ ∥G1∥2∥λk−1(i)∥2 +
√
2w̄ ≤

ḡk−1∥λ1(i)∥2 +
√
2w̄(1− ḡk−1)

1− ḡ
(28)

k → ∞当  时, 有

lim
k→∞

∥λk(i)∥2 ≤
√
2w̄

1− ḡ
(29)

λk(i)

ỹk(i) w̃k(i)

因此, 误差向量  是一致最终有界的, 输出

估计误差   和干扰估计误差   也是一致最

终有界的.  □

 2.3　固定次迭代学习控制器设计

在基于参数自适应律 (8)实现对系统未知参数

估计, 以及通过沿迭代轴的扩张状态观测器 (23)实
现对参数估计误差和总干扰快速估计的基础上, 本
节设计固定次迭代学习控制器, 以保证系统输出在

固定迭代次数内实现对给定参考轨迹的高精度跟

踪, 同时对外部干扰具有较强的鲁棒性.
ek(i)为实现跟踪误差  固定次迭代收敛, 现设计

一种迭代轴上的趋近律, 具体形式为

ek(i) = δartanh ((1− σ) ēk−1(i))− w̃k(i) (30)

δ > 0 0 < σ < 1 artanh(·)
ēk−1(i) = tanh (ek−1(i)/δ) tanh(·)

其中,  ;   是可调参数;   是反

双曲正切函数 ;  , 
是双曲正切函数.

δ σ

注 1. 趋近律 (30)通过双曲正切函数及其反函

数的非线性特性, 实现对跟踪误差的动态调节. 参
数  和  的约束条件为固定次迭代收敛提供理论保

tanh(x)

arctan(x) x/(|x|+ a)

ek(i)

障, 提高控制器的工程实用性. 特别地,   函

数可替换为其他函数 (如 ,   等),
同样能得到一个与初始误差无关的收敛次数上界,
使误差变量  实现固定次迭代收敛.

基于系统方程 (22), 跟踪误差的动态方程为

ek(i) = ek−1(i)− (P̂ i
k)

T∆ϕi
k − wk(i) (31)

(P̂ i
k)

T = [(F̂ i
k)

T, (Ĥi
k)

T] ϕi
k = [x0;u

i
k]由于 , 且 ,

因此

(P̂ i
k)

Tϕi
k = (Ĥi

k)
Tui

k + (F̂ i
k)

Tx0 (32)

进一步, 有

(P̂ i
k)

T∆ϕi
k = (Ĥi

k)
T∆ui

k =

( ˆ̄Hi
k)

T∆ui−1
k + ĥii

k∆uk(i− 1) (33)

ĥii
k ∆uk(i− 1) (Ĥi

k)
T ∆ui

k

( ˆ̄Hi
k)

T (Ĥi
k)

T i− 1

( ˆ̄Hi
k)

T∆ui−1
k i− 1

其中,   和   分别是   和   的第

i个元素;   是  的前  个元素组成的

向量;   表示前  个时间点的控制更

新项.
将式 (33) 代入式 (31), 得

ek(i) = ek−1(i)−( ˆ̄Hi
k)

T∆ui−1
k −wk(i) −ĥii

k∆uk(i−1)
(34)

基于趋近律 (30)与误差动态方程 (34), 设计如

下固定次迭代学习控制器

uk(i− 1) = uk−1(i− 1) +
1

ĥii
k

(
ek−1(i)− φk−1(i) −

ŵk(i)− ( ˆ̄Hi
k)

T∆ui−1
k

)
(35)

φk−1(i) = δartanh ((1− σ) ēk−1(i))其中,  .
将控制器 (35)代入误差动态方程 (34), 即可得

到趋近律 (30).
因此, 整个数据驱动鲁棒固定次迭代学习控制

方法可描述为

∆yk(i) = (P̂ i
k)

T∆ϕi
k + wk(i)

P̂ i
k = ηk−1(i)∆ϕi

k−1

(
∆yk−1(i) −

(P̂ i
k−1)

T∆ϕi
k−1

)
+ P̂ i

k−1

ŷk(i) = yk−1(i) + (P̂ i
k)

T∆ϕi
k + ŵk−1(i) +

γ1(yk−1(i)− ŷk−1(i))

ŵk(i) = ŵk−1(i) + γ2(yk−1(i)− ŷk−1(i))

uk(i) = uk−1(i) +
1

ĥ
(i+1)(i+1)
k

(
ek−1(i+ 1) −

ŵk(i+ 1)− φk−1(i+ 1)− ( ˆ̄Hi+1
k )T∆ui

k

)
(36)

本文所提数据驱动鲁棒固定次迭代学习控制的
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i =

0, 1, · · · , N − 1

P̂ i+1
k ŵk(i+ 1) ek−1(i+ 1)

uk(i)

流程图如图 1所示. 在每一次迭代中, 系统利用上

一批次的历史输入输出信息, 通过参数自适应律更

新参数信息, 并结合扩张状态观测器进行扰动估计,
进而计算当前迭代的控制输入 .  也即 ,  对于  

, 固定次迭代学习控制器 (35)综合

、  与  生成当前迭代的控制

信号 , 完成一次迭代更新, 实现跟踪误差在迭

代轴上的逐步收敛.

 
 

dk − 1(i + 1)

yd(i + 1)

wk − 1(i + 1)

uk − 1

x0

yk − 1(i + 1)

ek − 1(i + 1)

i + 1

Pk − 1
i + 1

数
据
存
储
器

^ Pk
i + 1^

^ wk(i + 1)^

yk − 1(i + 1)^

yk(i + 1)
uk(i)

^

扩张状态
观测器 (23)

固定次迭代学习
控制器 (35)

参数
自适应律 (8)

被控系统 (6)

 

图 1    固定次迭代学习控制流程图

Fig. 1    Flowchart of fixed-iteration learning control
 

 3　收敛性分析

|w̃k(i)| ≤ △ △> 0

ek(t)

△ss ek(t)

kss

本节在干扰估计误差   (  是一

个有界正数)的前提下, 给出跟踪误差  的稳态

误差带边界 . 接着, 给出跟踪误差  进入稳

态误差带的固定迭代次数上界  的具体表达式.

ek(t)

定理 3. 将设计的固定次迭代学习控制器 (35)
应用于系统方程 (22) 中, 可得到跟踪误差  的

稳态误差带边界

△ss ≥ δartanh

(
−σ +

√
σ2 + 4(1− σ)△2

d

2△d(1− σ)

)
(37)

0 < △d = tanh (△/δ) < 1其中,  .
ēk(i) = tanh (ek(i)/δ) δ > 0

sgn(ek(i)) = sgn(ēk(i)) |ēk(i)| < 1 k = 1,

2, · · ·

证明 . 由于   且  ,  有
, 且 , 其中, 

. 因此, 趋近律 (30)可重写为

tanh
(
ek(i) + w̃k(i)

δ

)
= (1− σ) ēk−1(i) (38)

¯̃wk(i) =

tanh (w̃k(i)/δ)

利用双曲正切函数的加法公式, 并令  

, 得

tanh
(
ek(i) + w̃k(i)

δ

)
=

ēk(i) + ¯̃wk(i)

1 + ēk(i) ¯̃wk(i)
(39)

将式 (39)代入式 (38)中并解方程, 可得变换

后的趋近律表达式

ēk(i) =
(1− σ)ēk−1(i)− ¯̃wk(i)

1− ¯̃wk(i) (1− σ) ēk−1(i)
(40)

|w̃k(i)| ≤
△ 0 < △d = tanh (△/δ) < 1 0 < σ < 1

|ēk(i)| < 1

根据定理 2的结论可知, 干扰估计误差 

,  又已知  、  且

, 因此

| ¯̃wk(i)| =
∣∣∣∣tanh( w̃k(i)

δ

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣tanh(△δ )∣∣∣ < 1

|(1− σ)ēk−1(i)| < 1

由此可得, 趋近律 (40) 右侧的分母恒大于零.
△ss △̄ss ek(i) ēk(i)令  和   分别表示误差  和  的稳

态误差带边界, 则有

△ss = δartanh△̄ss (41)

ēk(i) ≥ 0

0 ≤ ēk(i) ≤ △̄ss

首先考虑  的情况. 根据趋近律 (40),
当  时, 可得

(1− σ)ēk−1(i) + △d

1 + △d((1− σ) ēk−1(i))
≤ △̄ss

(1− σ)ēk−1(i) − △d

1 − △d((1− σ) ēk−1(i))
≥ −△̄ss

(42)

考虑到不等式 (42) 左侧的分母均大于零, 将其

移项化简, 得{
ēk−1(i) ≤ △̄ss − △d

(1 − σ)(1 − △d△̄ss)

ēk−1(i) ≥ −△̄ss + △d

(1 − σ)(1 − △d△̄ss)

(43)

基于稳态误差带定义和式 (43), 得以下不等式{
△̄ss ≤ △̄ss − △d

(1 − σ)(1 − △d△̄ss)

0 ≥ −△̄ss + △d

(1 − σ)(1 − △d△̄ss)

(44)

解上述不等式, 得{
(1− σ)△d△̄2

ss + σ△̄ss− △d ≥ 0

△̄ss − △d ≥ 0
(45)

由此推得△̄ss ≥
−σ +

√
σ2 + 4(1− σ)△2

d

2△d(1− σ)

△̄ss ≥ △d

(46)

0 < △d < 1 0 < σ < 1对于  和 , 能够证明

−σ +
√
σ2 + 4(1− σ)△2

d

2△d(1− σ)
> △d

恒成立, 因此稳态误差带边界

△̄ss ≥
−σ +

√
σ2 + 4(1− σ)△2

d

2△d(1− σ)
(47)

ēk(i) < 0当  时, 可得相同结论.
ek(i)因此, 结合式 (46)和 (41), 可得误差  的稳
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态误差带边界为

△ss ≥ δartanh

(
−σ +

√
σ2 + 4(1− σ)△2

d

2△d(1− σ)

)
(48)

□

2△d/(1 + △d) <

σ < 1

ek(i)

|ek(i)| ≤ △ss kss

定理 4. 当系统方程 (22) 满足 

 时, 设计的固定次迭代学习控制器 (35)能够

保证跟踪误差  的固定次迭代收敛性, 且实现

 所需的迭代次数上界  为

kss =

⌈
1 + log(1−σ)(1+△d)

θ1
θ2

⌉
(49)

θ1 = △̄ss
(
σ(1 + △d) − △d

)
− △d θ2

= σ(1 + △d)− 2△d △̄ss > △d/
(
σ(1 + △d) − △d

)
⌈·⌉

其中, 参数 ; 参数 

;  ; 
为向上取整函数.

kss k̄ss ek(i)

ēk(i) ēk(i)

ek(i)

kss = k̄ss

证明. 令   和   分别表示跟踪误差   和

 进入稳态误差带所需迭代次数. 由于  是

 的单调连续函数, 且稳态误差带存在对应关

系, 因此 .
|ēk(i)| < 1 | ¯̃wk(i)| < △d < 1

zk = 1 + ēk(i) ¯̃wk(i)

基于  和  的结论, 令
, 得

0 < 1 − △d ≤ zk ≤ 1 + △d < 2 (50)

且式 (38)可转化为

ēk(i) = (1− σ) ēk−1(i)zk − ¯̃wk(i) (51)

ϑ = (1− σ) ×
(1 + △d)

进一步, 利用式 (50)的结论, 令 

, 误差动态方程 (51)可递推为

|ēk(i)| ≤ (1− σ)|ēk−1(i)|(1 + △d) + △d ≤

ϑk−1|ē1(i)| + △d
1− ϑk−1

1− ϑ
(52)

|ē1(i)| < 1 |ēk(i)| ≤ △̄ss由于  , 为实现  , 式 (52)
转化为

ϑk−1 + △d
1− ϑk−1

1− ϑ
≤ △̄ss

整理得

(1− ϑ − △d)ϑ
k−1 ≤ △̄ss (1− ϑ)− △d (53)

ϑ 1− ϑ = σ(1 + △d) − △d

2△d/(1 + △d) < σ < 1

根据  的定义得 . 在条

件  下, 得

1− ϑ − △d = σ(1 + △d)− 2△d > 0

△̄ss > △d/
(
σ(1 + △d) − △d

)
θ1 > 0

根据定理条件     得

, 且式 (53)转化为

ϑk−1 ≤ θ1
θ2

(54)

0 < ϑ < 1由于 , 取对数后, 有

k − 1 ≥ logϑ
θ1
θ2

|ēk(i)| ≤ △̄ss解得实现  所需的迭代次数上界

k̄ss =

⌈
1 + logϑ

θ1
θ2

⌉
(55)

ϑ θ1 θ2将 、  和  的值代入式 (55), 得

k̄ss =

⌈
1 + log(1−σ)(1+△d)

△̄ss (σ(1 + △d) − △d)− △d

σ(1 + △d)− 2△d

⌉
(56)

□

△̄ss ≤ △d/
(
σ(1 + △d) − △d

)
|ek(i)| ≤ △ss + ε ε > 0

kss, ε

注 2. 对于  的情况,

误差从初始状态实现  (其中 )
所需的迭代次数  是固定的, 且

kss, ε =

⌈
1 + log(1−σ)(1+△d)

θ3
θ2

⌉
θ3 = (△̄ss + ε) (σ(1 + △d) − △d)− △d其中,  .

kss LMIs

特别地, 与同一跟踪精度下所需迭代次数依赖

初始误差的有限次迭代学习控制方法[11−17] 相比, 本
文所设计方法得到一个与初始误差无关的收敛迭代

次数上界 , 同时避免了  求解方法的高计算

复杂度.
△ss

△ss kss

σ δ △ △d = tanh(△/
δ) σ

2△d /(1 + △d) < σ < 1

σ kss

△ss δ

δ

δ

△
△

△
kss △ss

注 3. 稳态误差带边界  的设计为跟踪误差

的变化提供了可接受的边界. 定理 3中的稳态误差

带  和定理 4中的收敛步数上界  由控制器参数

、  以及干扰估计误差上界  (体现为 

)共同决定. 其中  的取值影响误差的收敛速度.
在满足定理 4的条件  的前提

下, 增大  可减少跟踪误差收敛步数上界 , 从而

加快误差收敛速度, 但会增大稳态误差带 .   的

取值影响稳态误差带的大小. 增大  将加快进入稳

态误差带的过程, 但会降低稳态精度; 减小  则会

缩小稳态误差带范围, 提升稳态精度.   的取值表

明干扰估计水平. 减小  将提升收敛速度与稳态精

度.   的值越小, 扩张状态观测器对干扰估计的能

力越强, 同时,   与  的值也将减少.

 4　数值仿真

为验证控制方法的有效性, 考虑被控系统 (1)
的参数矩阵[14]

A(t) =

[
−0.24 0.01

0.2 sin(0.1t) + 0.04 −0.35

]

B(t) =

[
0.002 7t+ 0.1

0.12

]
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C(t) =
[
0.45 −0.001t

]
n = 2 N = 100

kmax = 50

系统状态维度 , 时间步长总数 ,
最大迭代次数 , 外部干扰选取为

ϱk(t) =

0.5 sin
(
2πt

5

)
+ 0.3 cos

(
πt

10k

)
0.5 sin

(
2πt

5

)
+ 0.3 cos

(
πt

10k

)


期望轨迹设计为

yd(t) = sin
(
2πt

50

)
+ cos

(
2πt

25

)
为评估本文设计控制方法的性能, 采用三种控

制方法进行对比分析:
1) DDRFxILC: 本文所设计的数据驱动鲁棒固

定次迭代学习控制方法 (36).
2) DDRILC[7]: 数据驱动鲁棒迭代学习控制方

法. 参数更新律和迭代扩张状态观测器同 DDRFx-
ILC方法, 控制器为

uk(t) = uk−1(t) +
mk(t+ 1)

ĥ
(t+1)(t+1)
k

(
ek−1(t+ 1) −

ŵk(t+ 1)− ( ˆ̄Ht+1
k )T∆ut

k

)
(57)

mk(t) = (ĥtt
k )

2/
(
0.1 + (ĥtt

k )
2
)

其中,   是学习增益.

3) PILC: 传统 P型迭代学习控制器, 不包含参

数更新律和迭代扩张状态观测器, 控制器为

uk(t) = uk−1(t) + 1.2ek−1(t+ 1) (58)

x0 =

5fk fk = [randn(1), randn(1)]T

u1 = [1, 1, · · · , 1]T µ = 0.1

σ = 0.4 δ = 2 ŵ1(t) =

0 ŷ1(t) = y1(t) γ1 = 0.28 γ2 = 0.40

三种方法采用统一参数设置: 初始状态  

, 其中  ; 初始控制输

入 ; 参数更新律参数 , 控
制器参数 ,  ; 观测器初始条件 

,  , 增益系数 ,  ; 初
始参数矩阵估计值

P̂1 =


0.002 0.002 0.100 0 · · · 0

0.002 0.002 0.002 0.100 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0.002 0.002 0.002 0.002 · · · 0.100


△ = 0.04 △d =

0.02

△ss = 0.12 kss = 11

选取干扰估计误差上界 , 计算得 

. 基于定理 3和定理 4的条件, 得稳态误差带边

界 , 迭代次数上界 .
仿真结果如图 2 ~ 图 6和表 1所示. 图 2展示

了三种控制方法在不同迭代次数下的输出跟踪性能;
图 3比较了三种控制方法在不同迭代次数下的跟踪

误差变化情况; 图 4描述了三种方法的最大跟踪误

max |ek(t)| (t = 1, 2, · · · , 100)

max|wk(t)|

max |ek(t)|

差  的迭代变化趋势;
图 5则对比了本文所提 DDRFxILC方法和文献 [7]
中 DDRILC方法的干扰估计误差  的变

化过程; 图 6展示了所提 DDRFxILC方法的最大

跟踪误差   在不同初始状态下的变化情

况. 表 1展示了本文所提 DDRFxILC方法在不同

初始误差下的性能对比.
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图 2    输出跟踪性能对比

Fig. 2    Comparison of output tracking performance
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图 3    跟踪误差变化曲线

Fig. 3    Variation curve of the tracking error
 

由图 2可以看出, 在系统存在未知参数与外部

干扰的情况下, 三种方法均能随迭代次数增加实现

对期望轨迹的有效跟踪. 与文献 [7]的 DDRILC方

法和传统 PILC方法相比, 本文所设计的 DDRFx-
ILC方法具有更快的收敛速度和更好的跟踪性能.
由图 3可知, 本文所设计的 DDRFxILC方法的跟

踪误差递减速度更快, 在第 5次迭代时已收敛至零

附近. 图 4表明, 三种方法的最大跟踪误差均随迭

代次数增加而逐步下降, 其中本文方法在第 9次迭
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代时进入稳态误差带, 小于理论上界 11次.

max |ek(t)|

kss

图 5结果显示, DDRFxILC与 DDRILC方法的

干扰估计误差均随迭代次数递增而降低, 验证了本文

所构造干扰估计策略的有效性. 图 6表明, 即使在不同

初始状态下, 最大跟踪误差  都能在 11次
迭代内进入稳态误差带. 从表 1可以看出, 系统进

入稳态误差带所需迭代次数  均小于或等于定理

4给出的理论上界, 且波动范围小, 证实了收敛次数

与初始误差无关的固定次特性. 此外, 收敛后的稳

态误差均值与标准差均维持在相似的低水平, 证明

了方法对初始状态的鲁棒性和输出性能的一致性.

x0 = 10fk

为进一步展示控制方案有效性, 在初始状态

, 期望轨迹

yd(t) =



3× (−1)round(
t
10 ) + 0.2, t ≤ 30

3 sin
(
πt

10

)
+ 3 cos

(
πt

10

)
+ 0.2,

30 < t ≤ 70

3× (−1)round(
t
10 ) + 0.2, t > 70

其余参数不变的情形下, 分别对本文所提DDRF-

xILC方法、DDRILC方法[7] 和传统 PILC方法进

行对比, 仿真结果如图 7和图 8所示.
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max |ek(t)|图 4    最大跟踪误差  变化曲线

max |ek(t)|
Fig. 4    Variation curve of the maximum tracking error
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图 5    干扰估计误差的变化曲线

Fig. 5    Variation curve of the disturbance
estimation error
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max |ek(t)|图 6    不同初始状态下  的变化曲线

max |ek(t)|Fig. 6    Variation curve of   in
different initial states

 

表 1    不同初始条件下 DDRFxILC方法的性能对比

Table 1    Performance comparison of the DDRFxILC
method under different initial conditions

初始状态
进入稳态所需

迭代次数
稳态误差均值

稳态误差

标准差

第 30次迭代

误差

x0 = 5fk 9 3.00 × 10−3 5.80 × 10−3 5.07 × 10−4

x0 = 10fk 10 2.70 × 10−3 4.90 × 10−3 3.75 × 10−4

x0 = 20fk 11 2.70 × 10−3 5.50 × 10−3 3.08 × 10−4
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图 7    输出跟踪性能对比

Fig. 7    Comparison of output tracking performance
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max |ek(t)|

图 7展示了三种控制方法在不同迭代次数下的

输出跟踪性能, 其中本文方法在第 5次迭代时已经

基本实现对期望轨迹的跟踪. 图 8给出了三种方法

的最大跟踪误差  的变化趋势, 对比可知,
相较于 DDRILC方法和 PILC方法, 本文方法具有

更快的收敛速度. 由上述对比结果可知, 本文所提

出的 DDRFxILC方法能够在固定迭代次数内收敛

到稳态误差带内, 同时在收敛速度和稳态精度方面

均优于对比方法, 具有较强的工程适用性.

 5　结论

针对一类存在未知参数及外部干扰的离散时变

系统, 提出一种具有固定次迭代收敛特性的迭代学

习控制方法. 利用双曲正切函数构造迭代轴上的趋

近律, 设计了具有干扰补偿的固定次迭代学习控制

器, 通过理论分析严格推导出跟踪误差收敛的稳态

误差带边界并得到一个与初始误差无关的收敛次数

上界. 仿真结果表明, 与现有数据驱动迭代学习方

法相比, 本文方法在保持不依赖系统模型优势的同

时, 跟踪误差在固定次迭代内即可进入稳态误差带.
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