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摘    要   研究了混杂多智能体系统在矩阵权重网络上的随机一致性问题. 针对此类系统, 提出一种基于采样信息的分布式

随机一致性协议, 该协议采用异步成对更新机制, 有效降低了通信与计算需求. 利用期望图理论和随机矩阵稳定性分析, 推
出系统达到随机一致性的充分必要条件, 该条件与采样周期和期望拉普拉斯矩阵的零空间有关. 特别地, 当反馈增益相同

时, 给出系统达到随机平均一致性的充要条件. 此外, 通过分析误差系统的二阶矩收敛性, 借助马尔科夫不等式, 导出其收

敛速度的  -一致性时间的解析上界. 最后, 数值仿真验证了所提协议的可行性与理论结果的有效性.
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Abstract   This paper investigates the randomized consensus problem for hybrid multiagent systems on matrix-
weighted networks. For such systems, this paper proposes a distributed randomized consensus protocol based on
sampled information, which employs an asynchronous pairwise update mechanism to effectively reduce communica-
tion and computational demand. By leveraging expected graph theory and stochastic matrix stability analysis, ne-
cessary and sufficient conditions are derived for the system to achieve consensus in expectation, which are related to
the sampling period and the null space of the expected Laplacian matrix. Specifically, when the feedback gains are
identical, necessary and sufficient conditions are provided for achieving randomized average consensus. Furthermore,
by analyzing the second-moment convergence of the error system and using Markov＇s inequality, an analytical up-
per bound for the   -consensus time is derived to characterize its convergence speed. Finally, numerical simulations
validate the feasibility of the proposed protocol and the effectiveness of the theoretical results.
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多智能体系统由多个具有自主性、协作性与竞 争性的智能体构成. 智能体通过相互交互与协调实

现全局目标, 从而为求解复杂分布式问题提供了重

要的理论与方法基础. 近几十年来, 多智能体系统

的协同控制研究持续受到很多学者的关注 [1−3]. 其
中, 一致性问题作为核心研究问题之一, 具有重要

的理论意义与工程应用价值, 成为控制领域的研究

热点. 目前, 分布式一致性策略已在传感器网络协

同[4]、无人系统编队与协同作战[5]、分布式数据融合

与计算[6] 等场景得到广泛应用.
多智能体系统的动态模型包括离散时间、连续

时间、单积分与双积分等形式. 针对同质多智能体

系统, 一致性问题已得到广泛研究, 并形成较为成

熟的理论体系[7−8]. 然而, 实际系统中智能体往往存

在动态特性差异、参数不确定性与外部扰动, 异质

性成为不可忽视的特征. 针对异质多智能体系统的

一致性问题, 已有研究提出多种控制协议与算法,
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Singh等[9] 针对异质高阶积分器, 设计一种基于分

布式观测器和去中心化跟踪控制器的最小一致性协

议. 混杂作为异质的特殊情况, 其一致性问题也得

到一系列研究. Zheng等[10] 提出混杂一致性概念并

分析单积分混杂多智能体系统的一致性. Su等 [11]

将其拓展至双积分多智能体系统. 在通信资源受限

场景下, 事件触发与自触发控制被提出以降低通信

负担[12−13]. 与此同时, 实际网络中普遍存在随机扰动

与通信不确定性, 促使学者们研究随机混杂多智能

体系统的协同控制. Teel等[14] 描述连续动态、离散

跳变与随机扰动的耦合机制, 推动随机混杂多智能

体系统控制理论的发展.
需要指出的是, 上述混杂系统的研究主要基于

标量权重的网络. 然而, 在实际应用中, 智能体之间

往往涉及多维度的状态交互, 标量权重已难以描述

其状态耦合关系. 因此, 矩阵权重网络被提出用于

刻画多维状态之间的依赖关系. Friedkin等 [15] 和

Parsegov等[16] 将矩阵权重应用于社交网络中观点

动力学的建模, 来描述多个观点的逻辑关联, 并分

析其收敛行为. 随后, 有关矩阵权重一致性的理论

不断发展[17−18]. Trinh等[19] 分析单积分矩阵权重多

智能体系统的一致性并给出其达到一致性的充要条

件. Miao等[20−21] 研究结构平衡与非平衡符号网络上

多智能体系统的二分一致性. Su等[22] 推出矩阵权

重有向网络上多智能体系统的一致性条件. Miao
等[23] 探讨二阶离散时间矩阵权重网络上多智能体

系统一致性. 文献 [24−25]分别进一步研究矩阵权

重网络上的单积分与双积分混杂多智能体系统一致

性问题. Le-Phan等[26] 研究矩阵权重网络上单积分

多智能体系统的随机一致性.
综上, 矩阵权重网络上的多智能体系统取得一

系列进展. 然而, 在现实的应用场景中, 如智能电网

的分布式频率与电压调节、边缘协同学习以及无人

机集群协同, 通信常呈现异步或随机, 多智能体之

间的信息存在多维状态耦合, 且系统中往往同时存

在连续时间动力学智能体和离散时间动力学智能

体. 标量权重网络无法准确描述多维状态耦合关系,
而混杂系统的随机一致性分析在现有文献中主要基

于标量权重网络. 基于上述分析, 并受相关文献 [24, 26]
启发, 围绕矩阵权重网络上混杂多智能体系统的随

机一致性问题展开研究. 本文主要贡献如下:
1)设计一种适用于矩阵权重网络上混杂多智

能体系统的分布式随机一致性协议, 该协议采用基

于采样的异步成对更新机制, 有效降低了通信成本

与计算开销.
2)基于期望图理论和随机矩阵稳定性分析, 推

ϵ

出系统达到随机一致性的充分必要条件, 其条件不

仅与采样周期有关, 而且与期望拉普拉斯矩阵的零

空间有关. 并进一步通过二阶矩分析, 导出  -一致

性时间的解析上界, 为量化收敛速度提供了依据.
3)现有的标量权重和矩阵权重一阶连续时间、

离散时间多智能体系统的随机一致性、一阶标量权

重混杂多智能体系统的一致性可以视为本文研究内

容的特殊情况, 因此更具有一般性.

 1　预备知识与问题描述

本节首先介绍文中使用的符号、图论知识和随

机分布式协议, 然后给出一阶混杂多智能体系统模

型, 并明确所研究的混杂多智能体系统随机一致的

定义.

 1.1　符号说明

使用的主要符号如表 1所示.

 
 

表 1    符号说明

Table 1    Notations

符号 含义

Z+ 正整数集

R+ 正实数集

Rd d维实列向量的集合

Id d × d 单位矩阵

1N N元素全为 1的  维列向量

0 元素全为 0的向量

0d×d 元素全为 0的矩阵

∥ · ∥ 欧几里得范数

IM {1, · · · , M}整数集合 

IN \ IM {M + 1, · · · , N}整数集合 

N (Q) Q矩阵  的零空间

range(Q) Q矩阵  的值域

diag{·} 对角矩阵

blkdiag{·} 分块对角矩阵

λi(E) E i矩阵  的第  个特征值

⊗ 克罗内克积

 

 1.2　矩阵权重图与期望图

G = (V, E, A)

V = {1, 2, · · · , N} N

E ⊆ V × V A = {Aij ∈ Rd×d | (i, j)
∈ E}

一个有向矩阵权重图可表示为 ,
其中,   为节点集合, 代表  个智

能体,   为边集合, 

 为矩阵权重的集合.
d ≥ 1

d = 1 G (i, j) ∈ E

i j Aij

  表示每个智能体状态向量的维度 ,  当
 时,   退化为标量权重图. 如果 , 表

示节点  可以向  通信, 其权重  为对称正定或
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(i, j) /∈ E Aij

Aij (i, j)

G A =

[Aij ]i, j=1, ··· , N Di =
∑

j∈V Aij

D = blkdiag{D1, · · · , DN} G
L = D −A ∈

RNd×Nd

半正定矩阵. 如果 , 则  为零矩阵. 如
果  是正定 (半正定)矩阵, 则称边  为正定

(半正定) 边.   的矩阵权重邻接矩阵定义为  

.  令   为节点 i 的度

矩阵 ,    表示    的度矩

阵. 矩阵权重拉普拉斯矩阵则定义为 

.
i ∈ V {Pij}Nj=1

Pij ∈ [0, 1] i j∑N
j=1 Pij = 1 i

j Hij =
1
N (AijPij +

AjiPji) Hij = Hji = HT
ij ≥ 0 G

GH = (V, EH , AH) EH = {(i, j)|
Hij ̸= 0} AH = {Hij}(i, j)∈EH

GH

AH = [Hij ]i, j=1, ··· , N DH = blkdiag{DH
1 ,

· · · , DH
N } DH

i =
∑

j∈V Hij LH = DH −AH ∈
RNd×Nd Hij = Hji = HT

ij GH

AH LH

GH P = {i1, i2,
· · · , il} k = 1, · · · , l − 1 (ik, ik+1)

Hikik+1
Hikik+1

> 0 P
T H GH

N

T H GH

对于每个节点 , 关联一组概率 , 其

中  表示节点  选择节点  进行信息更新

的可能性, 且满足 . 基于此, 节点  和

 之间的期望矩阵权重定义为  

. 易知 . 因此, 有向图 

导出一个对应的无向期望矩阵权重图, 简称为期望

图, 记为 , 其边集合 

, 矩阵权重集合 . 期望

图   的邻接矩阵、度矩阵和拉普拉斯矩阵分别

定义为:  , 
, 其中 , 

. 由于 ,   是一个无向图,

且其邻接矩阵  和拉普拉斯矩阵  均为对称矩

阵. 在期望图  中, 若一条节点序列 

 满足对任意  , 边  

的矩阵权重  为正定, 即 , 则称 

为一条正路径. 若一个连通无环子图  包含 

的所有  个节点, 且其每条边的矩阵权重均为正

定, 则称  为  的一棵正生成树.

 1.3　随机分布式协议

γ(k) ∈ V k ∈ Z+

k γ(k) = i i

Pij j

i j

γ(k) V

本节定义所使用的随机协议. 混杂多智能体系

统的随机性由随机过程  决定, 其中, 
称为时刻. 在时刻 ,   表示智能体  被唤醒,
随后它将以概率  选择一个节点  进行通信, 并
且两个智能体  和  同时更新它们的状态值. 假设

 是一个独立同分布过程, 且在  上服从均匀分

布, 其概率分布为

P (γ(k) = i) =
1

N
, ∀i ∈ V (1)

 1.4　问题描述

N

M

N −M

M 0 ≤ M ≤ N M

M

考虑一个由  个智能体所构成的一阶矩阵权

重混杂多智能体系统, 该系统包含  个连续时间

动态智能体与  个离散时间动态智能体, 其
中  满足 . 不失一般性, 将  个连续

时间动态智能体标记为 1至 , 其余为离散时间动

态智能体. 连续时间动态智能体与离散时间动态智

能体分别表示为

{
˙̄xi(t) = ūi(t), i ∈ IM
x̄i(tk+1) = x̄i(tk) + ūi(tk), i ∈ IN \ IM

(2)

tk = kτ k = 0, 1, · · · τ = tk+1 − tk > 0 x̄i(·)
∈ Rd i ūi(·) ∈ Rd

i t i ∈ IM
tk i ∈ IN \ IM x̄i(0) = x̄i0 i

x̄(0) =

[x̄T
10, x̄

T
20, · · · , x̄T

N0]
T

其中,  ,  ,  . 
 表示智能体  的状态向量,   表示智

能体  的控制输入, 其中, “·”表示  (当 ) 或
 (当 ). 令  为智能体  的初

始状态, 该系统 (2) 的初始状态向量记为  

.
定义 1. 若对于任意初始条件, 下列条件均成立:

lim
tk→∞

E[∥x̄i(tk)− x̄j(tk)∥] = 0, ∀i, j ∈ IN (3)

lim
t→∞

E[∥x̄i(t)− x̄j(t)∥] = 0, ∀i, j ∈ IM (4)

则称矩阵权重混杂多智能体系统 (2)达到随机一致.

 2　主要结果

ϵ ϵ

首先推导出混杂多智能体系统的期望形式, 并
给出期望系统达到随机一致与随机平均一致的充分

必要条件, 然后分析期望系统的收敛速度, 通过引

入  -一致性时间, 推出期望系统  -一致性时间的一

个解析上界.

 2.1　混杂随机一致性

tk i j

i j ū(·)

首先, 为系统 (2)设计混杂随机一致性协议, 该
协议基于第 1.3 节的随机唤醒机制, 在任意时刻

, 一个智能体  被唤醒并选择一个邻居  进行通

信. 此时,   和  为激活智能体, 其控制输入  定

义为

ūi(t) = −kiAij(x̄i(tk)− x̄j(tk)), t ∈ (tk, tk+1],

i ∈ IM
ūi(tk) = −kiτAij(x̄i(tk)− x̄j(tk)), i ∈ IN \ IM
ūj(t) = −kjAij(x̄j(tk)− x̄i(tk)), t ∈ (tk, tk+1],

j ∈ IM
ūj(tk) = −kjτAij(x̄j(tk)− x̄i(tk)), j ∈ IN \ IM

(5)

ki > 0

l /∈ {i, j} ūl(·) = 0
其中,   为待设计的反馈增益. 所有未被激活

的智能体 , 其控制输入 .

i

将该控制律 (5)代入系统 (2), 可得激活智能体

 在该时刻内的状态演化:
x̄i(t) = x̄i(tk)− ki(t− tk)Aij(x̄i(tk)− x̄j(tk)),

t ∈ (tk, tk+1], i ∈ IM
x̄i(tk+1) = x̄i(tk)− kiτAij(x̄i(tk)− x̄j(tk)),

i ∈ IN \ IM
(6)

x̄j(·)  的演化同理.
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t = tk+1为分析该系统在采样时刻的演化, 令 ,
代入式 (6)得

x̄i(tk+1) = x̄i(tk)−kiτAij(x̄i(tk)− x̄j(tk)), i ∈ IN

x̄(tk) = [x̄T
1 (tk), · · · , x̄T

N (tk)]
T ∈ RdN

i j

令  . 当智

能体   唤醒并选择   时 , 整个多智能体系统可以

写为

x̄(tk+1) = Wijx̄(tk)

其中

Wij =



Id · · · 0d×d · · · 0d×d · · · 0d×d

...
. . .

...
...

...

0d×d · · · Id − kiτAij · · · kiτAij · · · 0d×d

...
...

. . .
...

...

0d×d · · · kjτAij · · · Id − kjτAij · · · 0d×d

...
...

...
. . .

...

0d×d · · · 0d×d · · · 0d×d · · · Id


k因此, 在第  个随机时刻, 可以推出

x̄(tk+1) = W (k)x̄(tk) (7)

W (k) {Wij |i, j ∈ V }
i

P (γ(k) = i) = 1/N i j Pij

W (k) Wij P (W (k) = Wij)

= 1
N Pij W (k) W̄

其中,   是一个随机矩阵, 从集合 

中独立同分布地抽取. 根据式 (1), 智能体  被唤醒

的概率为 , 且  选择  的概率为 .
因此,   取特定值  的概率为 

.   的期望矩阵  为

W̄ = E[W (k)] =
∑
i∈V

∑
j∈V

1

N
PijWij

W̄  的分块项确定如下:
i = j1)若 , 则

W̄ (i, i) =

1− 1

N

∑
j∈V

(Pij + Pji)

 Id +

1

N

∑
j∈V

(Pij(Id − kiτAij) +

Pji(Id − kiτAji)) =

Id − kiτ
1

N

∑
j∈V

(PijAij + PjiAji) =

Id − kiτ
∑
j∈V

Hij

i ̸= j2)若 , 则

W̄ (i, j) =
kiτ

N
(PijAij + PjiAji) = kiτHij

x̄(tk+1) = W̄ x̄(tk)

W̄

因此, 期望系统  的状态转移矩阵

 等价为

W̄ = INd − C(DH −AH) = INd − CLH

C = blkdiag{k1τId, · · · , kNτId}其中,  .

W̄

在所设计的混杂随机一致性协议 (5) 下, 原混

杂多智能体系统 (2)被转换为期望系统. 为了研究

期望系统的稳定性, 矩阵  的性质被刻画如下.

τ 0 < τ <

mini∈V

(
∥ki
∑

j∈V Hij∥−1
)

W̄ = INd −
CLH

引理 1 [ 2 4 ] .  假设采样周期   满足  

,  那么矩阵  

 满足以下性质:

ρ(W̄ ) = 1 p ∈
N (LH) W̄p = p

1) 其谱半径满足  , 并且对任意  

, 均有 .

12)特征值  的几何重数等于其代数重数.
在引理 1下, 给出主要结果.

τ 0 < τ <

mini∈V

(
∥ki
∑

j∈V Hij∥−1
)

x̄(0) ∈ RNd

N (LH) = range{1N ⊗ Id}

定理 1 .　假设采样周期   满足  
, 对于任意初始状态向量

, 系统 (2)在随机一致协议 (5) 下达到

混杂随机一致当且仅当 .

Q = [q1 · · · qNd] W̄

Q−1 i W̄

wT
i wi ∈ RNd Q−1 = [w1, · · · , wNd]

T

q1, · · · , qm1 wT
1 , · · · , wT

m1

W̄ m1

W̄

证明 . 结合引理 1, 设   为  

的右特征向量矩阵, 设  的第  行为  左特征

向量   ( ) ,  即  .

不失一般性, 令  和  是对

应  特征值 1的右、左特征向量, 其中  是特征

值 1的代数重数. 则  的 Jordan标准型可以写为

W̄ = QJQ−1

J = diag{1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m1个

, Jm2
, · · · , Jms

)}∈RNd×Nd

Jmi ∈ R
mi×mi i = 2, · · · , s

∑s
i=1 mi = Nd

Jmi

其中,  ,

,   ,   ,  且

 对应的特征值的模长均严格小于 1, 因此

lim
k→∞

W̄ k = lim
k→∞

(QJQ−1)k = Q( lim
k→∞

Jk)Q−1 =

Qdiag{1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m1 个

, 0, · · · , 0}Q−1 =

m1∑
i=1

qiw
T
i (8)

所以, 可以得到

lim
k→∞

E[x̄(tk)] =

(
m1∑
i=1

qiw
T
i

)
x̄(0) (9)

N (LH) = range{1N ⊗ Id}
m1 = d

q1, · · · , qd [q1, · · · , qd] =
1N ⊗ Id

1) 充分性. 因为 , 所

以,  . 不失一般性, 可以选择对应于特征值 1

的右特征向量为  , 使得  

. 将此代入式 (9), 结合式 (8) 可得
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lim
k→∞

E[x̄(tk)] lim
k→∞

W̄ kx̄(0) =(
m1∑
i=1

qiw
T
i

)
x̄(0) =

(
d∑

i=1

qiw
T
i

)
x̄(0) =

(1N ⊗ Id)[w1, · · · , wd]
Tx̄(0) =

(1N ⊗ Id)x̃

x̃ = [w1, · · · , wd]
Tx̄(0) ∈ Rd

limk→∞ E[∥x̄i(tk)− x̄j(tk)∥] = 0 i, j

∈ IN

其中,   是一个常向量.

因此,  , 对所有 

 都成立, 即式 (3)成立.
接下来, 证明连续智能体达到随机一致. 结合

式 (6)得到

E[∥x̄i(t)− x̄i(tk)∥] =

E [∥−ki(t− tk)Aij(x̄i(tk)− x̄j(tk))∥] ≤

E [kiτ∥Aij∥∥x̄i(tk)− x̄j(tk)∥] ≤

kiτ max
(i, j)

∥Aij∥ · E[∥x̄i(tk)− x̄j(tk)∥]

E[∥x̄i(t)− x̄i(tk)∥] =
0

由于所有参数有界, 所以 

. 又因为

E[∥x̄i(t)− x̄j(t)∥] ≤

E[∥x̄i(t)− x̄i(tk)∥] +

E[∥x̄i(tk)− x̄j(tk)∥] +

E[∥x̄j(tk)− x̄j(t)∥], t ∈ (tk, tk+1]

因此, 可以得到

lim
t→∞

E[∥x̄i(t)− x̄j(t)∥] = 0, ∀i ∈ IM

N (LH) ̸= range{1N ⊗ Id}
range{1N ⊗ Id} ⊆ N (LH) m1 > d

m1 > d N (LH) {q1, · · · , qm1
}

qd+1 qd+1 /∈
range{1N ⊗ Id} x̄(0) =

qd+1

2)必要性. 假设 . 由于

,  这必然意味着  .
既然  ,  可以从   的基  

中选择至少一个向量, 不妨设为 , 使得 

. 现在, 考虑选择初始状态为 

. 根据式 (9)和特征向量的双正交性, 期望系统

的极限期望状态为

lim
k→∞

E[x̄(tk)] =

(
m1∑
i=1

qiw
T
i

)
qd+1 = qd+1

qd+1 range{1N ⊗ Id}

range{1N ⊗ Id} N (LH) =

range{1N ⊗ Id}

然而 , 选择的   并不属于  .
这与系统达到混杂随机一致的条件即极限期望状

态必须在  内相矛盾. 所以 

.  □

注 1. 在连续时间子系统分析中采用采样数据

控制方法来研究该矩阵权重混杂系统 (2), 此方法

易于实现, 并可以节省通信与计算资源.
τ

ki

ki τ

0 < τ < mini∈V (∥ki
∑

j∈V Hij∥−1)

τ

τ

注 2. 采样周期  与期望矩阵权重以及反馈增

益  相关, 是一个重要参数. 当期望矩阵权重确定

时, 可通过调整  来控制  的范围. 从定理 1的推导

过程可知, 在满足 

的前提下, 较大的采样周期  可能有助于加速系统

(2)的收敛. 然而, 若采样周期  超出此阈值, 则期

望系统可能不稳定.
GH N (LH)

= range{1N ⊗ Id} ki

τ

注 3.  若期望图   的拓扑结构满足  

, 那么不论反馈增益   如何, 只
要采样周期   取得足够小, 该矩阵权重混杂系统

(2)就能达到混杂随机一致.
ki注 4. 由于反馈增益  可能不同, 即使系统 (2)

达到混杂随机一致, 也不一定达到混杂随机平均

一致.
0 < τ < mini∈V (∥ki×∑

j∈V Hij∥−1) GH

x̄(0) ∈ RNd

推论 1 .  假设采样周期  

. 若期望图   包含一个正生成树 ,

则对于任意初始状态向量 , 在随机一致

性协议 (5)作用下, 系统 (2)达到混杂随机一致.
注 5. 与定理 1相比, 推论 1为系统 (2)达到混

杂随机一致提供了一个相对直观的充分条件.

ki = k i ∈ V W̄

特别地, 假设所有智能体的反馈增益相同, 即
 对所有  成立. 此时, 期望矩阵  可重

写为

W̄ = INd − kτLH

LH W̄
1√
N
(1N ⊗ Id) W̄

由于  是对称的, 此时  也是对称矩阵. 并
且,   的每一列都可以选作  对应于特

征值 1的左特征向量. 因此, 可得如下定理.

ki = k > 0 τ 0 < τ < mini∈V ∥ki×∑
j∈V Hij∥−1) x̄(0) ∈ RNd

ˆ̄x = 1
N (1T

N ⊗ Id)x̄(0)

N (LH) = range{1N ⊗ Id}

定理 2. 假设所有智能体使用相同的反馈增益

, 且采样周期  满足 
. 对于任意初始状态向量 ,

在随机一致性协议 (5) 作用下, 系统 (2)达到混杂

随机平均一致, 一致值为  当且

仅当 .
由于其证明过程与定理 1 的证明类似, 故此

处略.

ϵ 2.2　  -一致性时间

ϵ

第 2.1节分析了混杂多智能体系统达到一致的

条件. 然而, 仅有定性的收敛性结论在工程应用中

是不够的, 收敛速度是衡量算法性能的另一个关键

指标. 为定量刻画该混杂多智能体系统的收敛快慢,
本节引入  -一致性时间的概念.

ϵ 0 < ϵ < 1

ϵ

定义 2 (   -一致性时间). 对于任意  ,
 -一致性时间定义为
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T (ϵ) = sup
x̄(0)

inf
{
·≥ 0 :P

(
∥x̄(·)− 1N ⊗ ˆ̄x∥
∥x̄(0)− 1N ⊗ ˆ̄x∥

≥ ϵ

)
≤ ϵ

}
T (ϵ) x̄(·)

ϵ

直观而言,   表示  以高概率收敛到一致

值所需的时间. 值得注意的是,   同时度量系统 (2)
达到混杂随机一致的精度和概率.

ȳi(tk) = x̄i(tk)− ˆ̄x ȳ(tk) =

x̄(tk)− 1N ⊗ ˆ̄x

定义误差向量  , 则  

, 可得

ȳ(tk+1) = x̄(tk+1)− 1N ⊗ ˆ̄x =

W (k)x̄(tk)−W (k)(1N ⊗ Id)ˆ̄x =

W (k)(x̄(tk)− (1N ⊗ Id)ˆ̄x) =

W (k)ȳ(tk) (10)

ȳ(tk) x̄(tk)因此, 误差向量  与状态向量  具有相

同的线性系统. 从式 (10), 可得

E[ȳT(tk+1)ȳ(tk+1)] = ȳT(tk)E[WT(k)W (k)]ȳ(tk)
(11)

W (k) WT(k)W (k)

{WT
ijWij}

与  类似, 可将  视为一个随机

变量, 其从集合  上的某个分布中独立同

分布地抽取.
ϵ下面给出随机平均一致性算法的  -一致性时

间的上界公式. 首先, 需要说明一致性误差向量的

二阶矩的收敛性.

ki = k > 0

引理 2[26]. 假设所有智能体采用相同的反馈增

益 ,

τk < min

(
1

max λmax(D
H
i )

i ∈ V

,
1

max λmax(Aij)
i, j ∈ V

)

则以下结论成立:
[0, 1]

WT
ijWij

1)特征值均在  区间内的所有实对称矩阵

构成的集合是凸集. 每个可能的矩阵  均属

于此集合.
E[WT(k)W (k)]2)   的谱半径为 1, 且其对应于

谱半径 1的特征值的几何重数等于代数重数.
1N ⊗ Id E[WT(k)W (k)]

λ = 1 d

N (LH) = range{1N ⊗ Id}

3)   的列向量构成  对应

于特征值   的   个正交右特征向量当且仅当

.
N (LH) = range{1N

⊗ Id} E[WT(k)W (k)]

{v1, · · · , vd} = range{1N ⊗ Id}
ȳ(tk) = x̄(tk)− 1N ⊗ ˆ̄x ȳ(tk)

ȳ(tk) ⊥ range{v1, · · · , vd}

根据引理 2 的结论 3), 当  

 时 ,    对应于特征值 1 的特征

空间恰好由   张成 .
由于  , 易知   与该特征

空间正交 ,  即  .  运用

Rayleigh-Ritz定理得

ȳT(tk)E[WT(k)W (k)]ȳ(tk) ≤

λd+1(E[WT(k)W (k)])ȳT(tk)ȳ(tk)

λd+1 E[WT(k)W (k)]其中,   是   的第二大特征值. 结
合式 (11)有

E[ȳT(tk)ȳ(tk)] ≤

λk
d+1(E[W

T(k)W (k)])ȳT(0)ȳ(0) (12)

ϵ

式 (12)保证误差二阶矩的收敛性. 下面给出关

于混杂随机平均一致性及其收敛速度  -一致性时

间的定理.

ki = k > 0 τk

定理 3. 假设所有智能体采用相同的反馈增益

, 且等效更新步长  满足

τk < min

(
1

max λmax(D
H
i )

i ∈ V

,
1

max λmax(Aij)
i, j ∈ V

)

x̄(0) x̄(·)
x̄∗ = 1

N (1N1T
N ⊗ Id)x̄(0)

N (LH) = range{1N ⊗ Id} ϵ T (ϵ)

对于任意初始状态向量  , 系统 (7) 的解  

依概率收敛至   当且仅当

. 另外  -一致性时间 

满足如下上界:

T (ϵ) ≤ Tup(ϵ) =
τ
(
3 log(ϵ−1) + 2 log(Kc)

)
log(λ−1

d+1)

其中

λd+1 = λd+1(E[WT(k)W (k)])

Kc = 1 + 2τkmax
(i, j)

(∥Aij∥)

t ∈ (tk, tk+1]

tk

证明. 首先分析连续时间  上的收

敛时间, 然后分析离散时刻  的收敛时间, 最后比

较两者大小.
t ≥ 0

P ( ∥ȳ(t)∥∥ȳ(0)∥ ≥ ϵ) t ∈ (tk, tk+1] t ∈ (tk,

tk+1] ȳ(t)

目标约束混杂轨迹在任意时刻   的概率

.  当  ,  对于任意  

,   满足

∥ȳ(t)∥ ≤ ∥ȳ(tk)∥+ ∥x̄(t)− x̄(tk)∥

τ通过分析协议 (5)下连续动态在  时间内的最

大偏离量, 可约束为

∥ȳ(t)∥ ≤ Kc∥ȳ(tk)∥

Kc = 1 + 2τkmax(i, j)(∥Aij∥)其中 ,    是一个大于 1
的常数.

应用马尔科夫不等式, 可得

P

(
∥ȳ(t)∥
∥ȳ(0)∥

≥ ϵ

)
≤ P (Kc∥ȳ(tk)∥ ≥ ϵ∥ȳ(0)∥) =

P

(
∥ȳ(tk)∥2 ≥

(
ϵ

Kc

)2

∥ȳ(0)∥2
)

≤

E[∥ȳ(tk)∥2]
( ϵ
Kc

)2∥ȳ(0)∥2
≤

λk
d+1∥ȳ(0)∥2

( ϵ
Kc

)2∥ȳ(0)∥2
=

K2
c

ϵ2
λk
d+1
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P ( ∥ȳ(t)∥∥ȳ(0)∥ ≥ ϵ) ϵ要求  的上界小于 , 得

k ≥ 3 log(ϵ−1) + 2 log(Kc)

log(λ−1
d+1)

k Tup(ϵ)所得  对应的时间上界  即为定理 3中的一致

性时间上界.
tk

k

Kc = 1 k

同理, 仅分析系统在采样时刻  达到收敛所需

的迭代次数   的上界. 这等价于在上述推导中令

, 可得最小迭代次数  满足

k ≥ 3 log(ϵ−1)

log(λ−1
d+1)

ϵ

Tup, dis(ϵ)

因此, 离散时间子系统的   -一致性时间上界

 为

Tup, dis(ϵ) =
τ
(
3 log(ϵ−1)

)
log(λ−1

d+1)

ϵ

· ≥ 0 Tup(ϵ) ≥ Tup, dis(ϵ) ϵ

Tup(ϵ)

  -一致性时间的定义 (2)要求上界对所有时刻

 均成立. 显然 . 因此,   -一致

性时间上界由  给出.  □

 3　数值仿真

d = 2

本节考虑一个由 6个智能体构成的矩阵权重上

的混杂多智能体系统, 其状态维度 . 该系统中

智能体 1至 3为连续时间动态智能体, 智能体 4至
6为离散时间动态智能体.

6个智能体的初始状态和矩阵权重分别给定为

x̄1(0) =

[
−2
1

]
, x̄2(0) =

[
3

−6

]
, x̄3(0) =

[
−3
4

]
x̄4(0) =

[
5

−4

]
, x̄5(0) =

[
3

−1

]
, x̄6(0) =

[
6

−3

]

A13 = A56 =

[
2 −1

−1 1

]
, A15 = A24 =

[
2 1
1 1

]
A23 =

[
1 1
1 2

]
, A12 =

[
1 0
0 0

]
A45 =

[
0 0
0 1

]
, A46 =

[
2 0
0 0

]
Aij其他未列出的  均为零矩阵.

N (LH) = range{16 ⊗ I2}
k1 = k2 = k3 = k4 = 1/2 k5 = k6 = 1/3

τ = 0.35

0 < τ < mini∈V

(
∥ki
∑

j∈V Hij∥−1
)

τ = 0.85

可以计算出  . 令反馈

增益  以及 . 选
取采样周期 . 此参数满足定理 1所要求的

稳定性条件  . 仿

真结果如图 1所示, 6个智能体成功实现随机混杂

一致性. 所有参数保持不变, 取 . 此时, 稳
定性条件已不再满足. 仿真结果如图 2所示, 所有

智能体的状态轨迹均未收敛. 这与定理 1的理论结

论相符.
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τ = 0.35图 1    采样周期  下的状态轨迹
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 4　结束语

ϵ

本文针对矩阵权重网络上混杂多智能体系统的

随机一致性问题展开研究, 设计一种基于异步成对

更新机制的分布式随机一致性协议, 有效降低了系

统在多维度耦合、混杂动态和随机通信下的通信与

计算负担. 基于期望图理论和随机矩阵稳定性分析,
严格推出了系统达到混杂随机一致性的充分必要条

件, 并在此基础上, 给出系统的  -一致性时间的解

析上界, 为量化算法的收敛速度提供理论依据. 最
后, 通过实验仿真验证了所获理论结果的正确性.
未来, 可考虑将研究成果推广至二阶或高阶混杂多

智能体系统. 此外, 在当前矩阵权重网络上, 进一步

研究非周期采样、通信时滞、数据丢包以及信道噪

声等非理想因素对一致性和一致性时间的影响.
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