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关于常参数修性系枕初始条件的一些注祀

张 洪 载

在研究自动调节系统时
,

通常假定系统在
才 二 。时受到一个突然加上的外作用

,

而系统在

一 。一 时的初始条件则是给定的 由于外作用函数在
多 。时发生间断

,

系统在
,

和
, 二

一 时的初始条件一般是不相同的 在理论计算和模拟计算时
,

如果需要决定
才

时的初始

条件可用本文中给出的计算公式
,

这比〔
、

习等所用的方法更为普温和适用 此外
,

对 。一 型

和 型拉氏变换式中的初始条件项也进行了讨论
,

井指出了〔习中的不确切处

一
、

一 时初始条件的箭算

设系统的微分方程是
, 二 ” 。一, 二 ”一 ‘,

…
‘ 召。 。二 “

。、 一‘,

…
‘〕

 
,

式中 八 乡, 是常数
,

‘二

东

生 、 “户 且加 旅 田二、 , 八、 扔  “、 。 二、 , 山
甘 、 ,

‘杏 ‘,
目

目

, 奋 , 、‘ 二 卜少‘ 四翔男凡 , ‘

— 一
下 , 孟 二 又 刀 谷〔于月叮瓜月
‘

量
, ‘

此外
,

设
二  及其头

” 一 个导数在
, 一 时的值

,

 二 一 、 二
 丁

、

…
、刃 一 。一

’

为已知
,

并令 。一  
一

…
”一
 

一 的情况称作
“

常态初始条件
” 我们

先讨论  占 时
,

系统在 时初始条件的计算
,

进而讨论更复杂的情况

一 占 时

 如所周知
,

这时式  在常态初始条件下的解 脉冲过渡函数 可记作

友 占一‘ ,

这里
,

丸 ‘ 是 的齐次方程在满足一组初始条件 勺
、

冲
, 、

自由解
, 占卜 ,  则是单位阶跃函数 逐次求 出 左

‘ 的各阶导数
,

意阶导数的连续性
,

郎有
二 一 一 一 左

,

, , 一 ‘, 一
‘, 一 夜

‘, ,

…
、

津
一”

下的解

并注意  及其任

二 一‘, 一 一
, ,

就可得到如下的求解 权 的非齐次方程
,

左
。 。一 左

”一 , ,

一 全
”一 , , 一 左

”一‘,

… 反
‘ 。。交

,

友 占一
‘, ,

互
‘, 口 。

一左 古
, 一

… 十

〔
、

夜一
, , 。一 左

”一 ,

… 左 舀
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、产‘、

、、‘,

相反地
,

如给定常态初始条件下的解 反  满足下面的非齐次方程
,

天
”

一 互
”一‘

一 左‘ 。

夜 一 乡
,

一占
”一 ,

吞 一  
”一2)

(
t
) + … + 云:J (1) (

t
) + 动(

t),

并令其右端与式(叼右端相 同阶脉冲 沙)(t )前的系数相等
,

则可得
a,

及(一
, )

(
o +

) +
a 二

一左(
”
一幻

(
o +

) +
a 。一2友(

”
一3)

(
o +

) + … +
召2无(

‘
)
(
o
+

)
+

a :左(o
+
) ~ 乡。,

。 ,

反(一
2,
(
o 十

) +
。。

、反(
。一3)

(
o +

) + 一 +
a3
反(

, ,
(
o +

) +
a Z友(o

+
) 一 石1,

(
, )

a 。

左(
‘,

(
o +

) +
a , 一:友(0

+
) ~ b

, 一2

、,了、J了

7

�吕2
.、Z气、

a

。

反(o
+
) ~

由于 △ ~ (
a。

)

”

牛。,

故 由式(6)可得出唯一的一组解
: 反(o

+
)

、

反,
(

o +
)

、 ·

(

2

)

,
~ 、 : 这时式(l) 在常态初始条件下的解应写成

友(t) ~ 二i
(
t
) 占(一

,
)
(

t
) +

c
a

(
t

)

,

式中
‘ 是待定常数

.
按与前相同步骤

,

可得出
‘
一 玉

,

b

。

刁
。

”
、

友
。

、(
o十

)

.

、
、Z

9

了.、

、.,.....f‘‘..‘、
J。。

反(一
, ,

(
o +

) +
。。

一反(一”
(
o +

)
+ 4 。、友(一

, ,
(

o +
) + …+

。2左(
‘〕
(
o +

) +
: ,左(o

+
) 一 , 。一 。。

鱼
心人一心

口

一
b

一一
a ,

左(
“一幻

(
o +
) +

a ,

、反(
”一 , )

(
o +

)
+ … +

夕。友(
‘〕
(
o +

) +
a Z左(o

+
)

…
幸 , . .

…
, . .

… …
, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

……。 ,

天(
:)(o
+
) +

。 ,

~l 反(o
+
) 一 ;

。

、 一 召一2玉
召”

。 ,

天(o
+
) 一 。

。

一
。。

一玉
.

口n

当m > , 时
,

及(t)

如 , ~
,

+ ‘,

可将解 左(
t
) 写成

式中
c, 、 c Z 、

·

. ’ 、 ‘矛十1

x i
(
t
) 占(

一。
(
t
) +

c i占(
t
) +

c Z占(‘〕(
t
) + … +

c, + i古(‘) (
t
)

,

是待定常数
,

这里不再作讨论
.

2
.
, (, ) (

君

卜 t
, , )(

才

卜氢
+… 十 艺

戍
‘。‘一‘,

( 一
, ,二

) + 见 △,、
, ‘“(一

:;、 ,
:

)
+

、
。‘/一(

君

一
)1

。‘一,
(
:
)

.

(
‘一 。,

1
,

…
, ·

)

这里户)(t ) 是连续面数
,

△汉 是 f(i )(t ) 第一类间断点的跃度
,

M
,
是正整数 (可为零)

,

o
,

1
,

2
,

…
, , .

显然
,

这里 f( t) 是不包舍脉冲面数的
.

这时
,

式(l) 在常态初始条件下的解可写成

(10)

(11)

泣~

’
(
才, 一

{;

-

因当 公
<

: ,

友(
t 一 丁

) ~ o ; 丁 < o
,

f (

:

)

二
(
t
) 一

{
二
二

左(
t一 : )f(

r
)dr
.

~ 0 ,

于是将积分区间扩充后
,

可得

左(
‘一 :

)f(
:
)J
r

(12)

(13)
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(、) / .、
_ f

” 。(
‘,友(
t 一 :

)
工、_ 、J _ 、:

_
,

孟 \ ‘
/ 一 、

—
J\‘ / “ ‘ 。

\
‘

一
上 , ,

J 一的 O t
j

为求出系统在
, 一 0+ 时的初始条件

,

先证明下面的极限成立

(]斗)

{ :

…
{:

, ( ,
) ( 浮

!
)一 {:二…l:二f(

t)(Jt)“ ~
o

,

{ :.,. 仆
(。(dt )“

q

一

芡二…芡二
·
(
t
) (

d ,
)一

、~

一尸

一q
}

(15)

m刊刊m刊钊
�hl小�卜�补小

式中 几< o , , > 。
,

q 为任意正整数
.

f(t)在 [o
, t

] 区间的有界性可值接从式 (11) 看出
,

设在区间[o
, ‘

]
,

! f (

:

) } 蕊 材
l,

( 对
1

是常数)
,

并合 又~ :一 T ,

则由式(12)可得

}· ( : ) } 、

又
一

!, (
·
) , (

一
)}“· 、 、1

异
}*(‘) }““.

( 16 )

注意到
n 》 m 时

,

友(又) 是 由式(2)和式(7)所确定
,

它在有限区间的积分是一个有限值
,

郎

{孚
, *( “) ,““簇 M

Z,
M

Z 是常数
(17)

故可得到在【0
, ‘

l区间

}
x (t) ! 钱 M

,

M ~ 叭M
2. (18)

又因

1{)
…
{:

·
(
;
) (
‘,

,
·

{

毛 M (“一 “)
“

(
1 9

)

‘- , 尸- 创

g

对于任意给定的
e > o

,

总可找到一个 占 > o ,

例如 咨
一

蠢
6
‘

,

使当 (。 一 “, < “时
,

有

1犷…买
·
(
才
) ( “

公
)

·

{

<
·

故至此证毕
.
同理

,

也可证明式(15 )中第一式成立
.

现对方程 (l) 左右两端从
:一 。一 到 : 一 0+ 进行积分

.
为方便起见

,

将式 (l) 右端写

到 n 阶
.
对式(l) 积分一次

,

并考虑到 x( t)
、

f( t) 和它们的各阶导数在有限区间的积分是

存在的
,

于是可得
a。

[

x (一
‘,

(
t
) ]名士

+
· 。

一。·‘一(
:)」:士+ … +

·1
:
·
(
!
) l :士+

·。

l二
·
(
才
) 浮

才
-

一 ‘
·

〔, ‘一(
:, ,”士+ ”一〔, ‘一(

君
) ,“士+ … +

占,

: , ( , ) J :士+ 、

l:
二, (

才
) 浮

才 ,

注意到式(15 )和
: < o 时 f(t) 二 0

,

并设系统在常态初始条件下
,

则上式就可化成
aox(一

‘,
(

o +
) +

口。

书
(。一2)

(
o +

) + … +
。1二

(
o +

) 一 石
,

f
(
”一‘,

(
o +

) + … +
占I
f (
o +
)

.

用类似方法积分式(l) 由 1 至
。
次

,

可得
召 ,

x (一
, ,

(
o +

) +
。 ,

、x(一
2)(o
+
) + …

。 ,
x (一
2)(o+ ) + …

+ ai二 ( o + ) ~

+
a Z二

(
o +

) ~

b
,

f

气一
l,
又0甲 ) 十

乡
,

f
(
“一幻

(
o 十

) +

(一
‘〕
(
o +

) +
·

+

占
1j (

o 十
)

,

+
石Z
f (
o +
)

,

(
2 0

)

a 。
x (
‘,

(
o +

) +
a 。一lx

(
o +

) ~ 占
,

f
(
‘,

(
o +

) + 乡一
If(o+ )

,

召产(o
+
) ~ 云

n
f (
o +
)
.
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由式(20)郎可解出
二
(
o +

)

、 之 (‘,
(

o +
)

、

…
、 二(

”一‘,
(

o +
)

.

二
、

微分方程拉氏变换式中初始条件项的甜希

下面采用两种拉氏变换
:

0+ 型拉氏变换
—
F+(s)

0一 型拉氏变换
—
F一

( s)

一

{二
‘(, )

‘一“J ‘
’

一

l二
‘(:, ‘一

’‘“‘’

(
2 1

)

(
2 2

)

而 F 一
(
S
) ~ F 十

(
s
) f (

t
)
e 一s ‘

d
t

,

(

2 3

)

十工
J, .J

、|泊十�广...J0’Q-

.

1

沪

斗E

从上式可见 F
一
( s) 与 F +( s) 的差别仅在 f(t)

。一 S ,
d

t

这一项
.
现分二种情况讨论如下

:

1
.
f(t)由式(11)确定

这时 f(
t)
e一s ‘
在 (o

一 ,
o

+

) 区 i司有界
,

同式(15)所证
,

可得

故
{井

, (
: ,一“ ‘: 一 “,

F
一
(
s
) ~ F +

(
s
)

.

}

(
2 4

)

2
.

f (
t
) 一

c。占(
t
) +

‘ i占(‘)
(
t
) + … +

:才(”)
(

t

)

可得 l:二
, (
:
)一

‘才 一

丁二
〔一‘( , , + 一“

‘’
(
公

卜
’ ‘ .

+

:
,

J (
”
)
(

t

) ]

。一S ‘浮t ~
c 。

+
c
1s + … + c万v,

故
F 一

(s ) 一 F+ (s ) 十艺
cisi.

公= 0

由于 0+ 型变换不能反映 (0
一 ,

0
+) 区间的脉冲面数

,

郎

l二
“/, ( : ) 一“d : 一 ” ,

(
‘

+

{

{

又” ,

( 2 6 )

故在 F +( s) 中不可能有 s 的多项式项
,

而只能是 s

~ 0
,

1
,

·

的真分式

·
, ,

)

.

从式(25 )的第二式可看 出

从 F
一
( s) 中括出 艺

‘
isi 这样的项后

,

剩下的 : 真分式就是 F
、
( 5)

.

亡= 0

现将式(l) 的拉氏变换式简记为

刀(s )尤(s ) 一 材(s )尸 (s ) + M
月
(
s
)

,

式中
:

(27 )

D (s ) ~
。,

s

n

+
。 , 一

1S 一1 +

材(s ) ~ 去, s ,
+ 乡, 、s , 吐 + 二

M
、
(
s
) 一 M

ox
(s ) 一 M

月r
(
s
)

,

… +
als 十 a0

,

·

十 去1占 + b0
,

而

(25)

(z夕)

( 3 0 )

M 刀x
(
s
) ~

a 。
x

(
舀)s一

1 + [a
,

x (‘〕
( 言) +

a。一lx
(奋) ]s

”一2
+ … +

+ [。 ,
x (

”一 ‘,
( 曹) +

a , 一i x (一2) (普) + … +
aZx(‘,

( 普) +
ai二

( 登) ]
,

(

3 1
)

对二,
(

s
) ~ b ,

f ( 睿)s一
1
十 [b ,

f
( 1)

( 曹) +
b ,

刁(言) ]s
, 月 + … +

+ [吞,
f
(一

, ,
( 誉) +

吞。一汀(”一幻(右) + … +
吞
21
(, )

(
誉) + 石J (言) ]

.
(咒)
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为区分起见
,

对 。十 型变换
,

上面的符号分别换为
: x +( s)

、

F
+( s)

、

喝(s)
、

M 古试s)
、

M 南(s)
,

又 曹~ 0+
; 而对 。一型变换

,

则分别换为
: x 一( s)

、

F
一
( s)

、

M 武s)
、

M 爪(s)
、

屿f(s)
,

又睿一 。一 由式(27 )可得出
:

X+ (s)
一

黯
F+(s) +
黯

(33)
X一 ( s) ~

M ( s )

D ( s )

F 一 ( s) 十
M 石( s )

刀(s )
’ (

3
4

)

在用 0+ 型变换时
,

需计算被
:一 0+ 初始条件决定的 M 寿(s)

,

现分二种情况讨论如何

确定它
.

( i) f(
t) 一 占(

t
) ( F

一
(
s
) = 1

,
F

+

(
s

) 一 。
) 时

当 ,
> 。 ,

由式(2)可知 x( t) 不舍脉冲函数
,

故 X 一
(
s
) ~ x

+
(
s
)

,

(
3 , )

比较式(33)和(3斗)
,

并注意 M 石f(s ) ~ M 声r(s) = o
,

可得

M 寿x(s) = M (s) + M 石x (s )
.

( 3 6 )

在常态初始条件下
,

因 M 石x( s) 等于零
,

故

喝
x(s)= 材(s )

.
(37 )

当 ,
~ 卿 , x

( t) 包合脉冲函数
,

由式(7)
、

(
8
) 可得

x 一 (s ) 一 x + (s ) + 玉 (35)

比较式(33)
、

(
3 4

) 可得

材声二 ( s ) 一 材石
、
(
s
) + 材(s ) 一 刀(s ) 玉

.

口月
(
3 9

)

在常态初始条件下
,

有

M 卉、 (占) 一 M (s ) 一 刀 (s ) 玉
.

(40)
召.

( 2 ) f (
t
) 由式(11)确定时

这时 f(
t) 不舍脉冲函数

.
此外

,

对
, 李 m

,

从式(15) 可知 x(
,
) 在有限区间上有界

,

即

也不包合脉冲函数
,

故 F +( s) ~ F
一
( s)

,

x
+( s)

一 x 一 ( s)
,

并注意 M 石r(s) ~ 0
.
比较式

(33 )
、

(
3 4

) 可得

M 鑫x(s ) 一 M 云
x
(s ) + M 去, (

s
)

.

(
4 1

)

在常态初始条件下
,

有

材声x(s ) ~ M 声
,
(

s
)

,

(
4 2

)

而

材声(s) = M 直
x
(s ) 一 人星声r(s) 一 0

.
(
斗3
)

这样
,

M 益(s) 和 从直了( s) 虽分别地不为零
,

但在变换式的初始条件项中相互对消了
,

由此也就省去了计算
,

~ 0+ 时初始条件的麻烦
.
在 「3 ] 中并未 清楚地 区分

,
~ 旷 和

,
~ 0 一 时初始条件项的不同处

,

而只笼统地说
: “

M Hx ( s) 完全决定于初始条件
,

当初始

条件为零时
,

它也等于零
” ,

因而是不确切的
.
此外

,

应指出直接将式(6)
、

(
9

) 和 (20 )代入

式(31)也可得出式(37)
、

(
斗。)和 (42 )

.



斗 期 张洪铁: 关于常参数线性系统初始条件的一些注记

由上面讨论可知
,

0+ 型拉氏变换可以
“

自动地
”
考虑系统在

,
~ 0+ 时的初始条件

,

而

不必各别地计算它们 ;在用 。一 型拉氏变换时
,

则可道接采用
, 一 。一 时的初始条件

.
这二

种变换所得的解在(0+
,

co ) 区间是相同的
。

本文在撰写过程中
,

曾得到钟士模
、

郑大钟
、

文传源诸先生指正
,

深表感谢
.
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