
第 � 卷 第 � 期

� � ‘� 年 夕 月

自 动 化 学 报
� � � � � � �  � � � �� � � �� ���

� � �
�

�
,

� �
�

�

�� ��
,

王� � ,

�‘

敷然
李雅普错夫函数的分解周题

�

刘 永 请

在一些工程技术中
,

常需考虑非拔性微分方程

李
一 � ,

�
� � ,

一
, 二 ,

� �� 一 � , �
,

…
, , � �� �

� �

过初值
� ,
�
�。

� � ��� � � , � ,

…
, �
� 的运动稳定性简短〔其中 欠 ,

��
,

…
, � � 斗 。, 蔺一 �

,

� ,

…
, , ,

自��� �的原点不为奇点 �
�

由李雅普带夫函数方法
,

从理希上可以解决这类简题
,

只要所找出的稳定域包含初值

在内郎可
�

但是在构成李雅普豁夫函数的过程中
,

当 , 逐渐增大 �如
。 � � �� 时

,

其豁算

量是相当繁杂的
�

本文从理萧上研究了以 � 祖相互无关的微分方程祖的李雅普豁夫函数

之和
,

代替方程粗�� 的李雅普带夫函数
,

来估算 �� 的稳定域简题
,

从而大大地压缩了斜

算量
�

将方程祖��� 昆作下面形式
�

会
一 ‘乞 �

客一
� , 了�

·� ,

一
,

,

�‘一 ‘
·

,
,

一
,

�� �

式中 �� ,

为常量
,

�, 为 � � , � � ,

…
, � 。

的不低于二次的解析函数
,

�‘为不同时为零的常量
�

毅方程粗�� �距原点最近的奇点为 �� ���
。,

劫
,

…
,

介��
�

利用

夕, � � , 一 � , 。

�� � � , � ,

…
, ,
� �� �

将�� �的坐标原点平移到奇点 �� 上去
,

便使方程粗�� �化为以下形式
�

贵
一

客一
� � ‘

�·
� , ·�

,

一
,

,

�� �

式中 � 、

是 � � , � �
,

…
, �

。

的不低于二次的解析函数
�

方程粗�� �的原点为奇点
,

故可将所

研究的简题化为求过初值 为��� 一 一 心�� 滋一 �
,

�
,

…
,

的 运动的稳定性简题
�

方程祖

�钓的拔性部分为
,立���

�
� ‘

� �
“” “ ��

’ ‘ ’

“‘”

甜
一

…�
于���矛… �于 �� �

��
,

现考虑 � 粗相互无关的微分方程祖

召刀 � 召。 �

…
口月 ”

�
本文于 �� �  年 � 月 �� 日收到

�



� 期 刘永清 � 李雅普诺夫函数的分解间题

� �几 �

�
, 一 月 �� �

夕
。

二 召 � � 月 �

�� �

口��月���
�
几��月���万��,�口���
�
口��
�
���

弓上
十了‘

� , 一 , ��  , 一” �� �
’ � ’

� � 一� �� � ,
夕

, 一 �

� , , 一” �� � ”
‘ ’ ‘ ’ �

” � 那 ”

�’��呼
�

�
�

�一介

其中 艺
�� � , ,

每一个
。‘为正整数

�

方程粗 � � �中每一粗的李雅普带夫函数分别为
�

月 � 月 �

� 、, , 、万
厂 ‘
一 万白白

� ,�� �� 
’

”� � · � � 乏

,

处朴咔叹

艺 艺
, , , , , , �,

一 � 招友一 � �
�

�� �

,’� 月计
“

斗叹一��
�
产

移

计

� 、, ,

丫 � � — �
,

� 介二认�
�
艺 � � �� �� �

��
� 一月�� �

正定函数 � ‘�
�

沿着方程祖 � � �的积分曲拔分别有

誉一 州 � … 、 , 认�
,

争一
� , �� 一

, 一 �� � � … 十 瓜
�

,

二 � , ,
�

,

争一拭
一
。

�
� … � , �� 

� � �

自�方程粗� � �的每一粗独立的微分方程祖的一般解
,

都是渐近稳定的
,

存在着稳定域
�

现在首先对方程粗 � � �的李雅普带夫函数进行估算
�

将方程祖 � � �的任一祖方程昆作

� � �

� �
一 艺

� , , , ,
,

�‘一 � , � ,

…
, � �

其特征方程为

�
� , , 一 占, , 又�一 户。又“ � 户� 又, 一 ‘ � … � 户, 一�又 � �。 一 。

,

式中 �。
,

�� ,

…
,

�, 是
� � � , � 二 ,

…
, � � , ,

…
, � , 二 的多项式

�

昆方程祖 �� �的李雅普带夫函数为

� � �

� � � �

� 下, 下 ,

一 万自自
‘��� ���

’

其中

�一 � � � 今
� ‘

�
、

� 汀 �

—
�

,

行打
‘ 。

��口 �丁石
� �

,

� � � , �
,

…
, � �



自 动 化 学 报 � 卷

这里 � 为卢斯
一
霍尔推茨行列式

,

而 试护�� 是在卢斯
一
霍尔推茨行列式中的第一列

,

以 �票
,

,

茄劣
一 � �
代替后获得

�

� � �� �� ”
’

��一 � � ��
‘ ’ ‘

� � � ��
’

二

� �� �� 二
’

�� � �一一�

户
, � ��

� �夕�、�子�… 对井
一‘,

�� ��
’

“ �

� 八
’ ‘ ’

�

� 两
‘

” 二

�
……

’ ‘ ’

�
, � ,

是这样确定的
�
在特征方程�� �� 中去掉第 �行第 �列后

,

所得子行列式为 粼
,

�又�
,

而

麟姗

。�蛋
,
�‘� 一 或

,

�“�△,
,

�一又� 一 见
� �,�‘

, ‘叨一‘一 ,
,

�一� �

故可看出 彭髯是 必护�劝 中多项式 又的系数
�

对�� �� 进行一些筒单的针算
,

郎可得到

引理
�
合

卿�有

注 � � � � � �
� � , ��

,
, � �口

, ,
��

,

�
,

了� � 一�
,

一
, 扔

�
�� � �

 
,

少= 1
,

2
一, 二 , 份

1

}
p
。

}
D

m
形一2

( m ! )
3

n
( 左一 i)

“一‘、 〔饰 , + , ‘阴一‘, ,
.

( 1 3
)

由
n
一 艺

, , ,

每一个 、 为正整数
,

令 ”
=

In ln
才= 1 , 2 ,

一
,

l

[

n ‘
]

, 万 二二二 1〕l a X

i = 1
一
2
- - 一

l

[

, ,
]

,

拮合以上

引理得到

定理 1
.
如果方程祖 (6) 的每一粗方程

,

都存在正定的李雅普带夫函数 v
:,

v
Z ,

…
,

v
, ,

且有些(i
一 1

,

2

,

…
,

O 是食定的面数〔如公式(7)和(8 )所示 ]
,

RlJ 一定可以找到正数
dt

△ > 0 ,

使当

E < △ 一

—
·

睁
, +

a(n 一司
(1斗)

时
,

方程祖 (5)也存在正定函数 v 一 v 、
+ v

Z
+ … + v

, ,

且毕 对(, ) 是负定的
.

Jt

a: 。 :+

小 … I
a, , 。 1

+

小 … l
a。1 。

}

;

!

a
, : + , 1

1

,

… }
a。 : + 。 : + ;

}

,

…
a。i + 。, 。1

1 ;

a
, 一 。 , + 1

小

a” i + 1 ” i +
刀 , + 1

a 刀一 刀
z + 1

月
~

”
z

二 }
a 。 :+ , ,

二 I
a ,

:

I

,

, . ’ .

1
a

o

l+

。 。 。

… }
。。 。一 , ,

}

.

}

( 1 5
)

r....哎、..,t
、

Xa

m一一E

V 沿着方程(幻的积分曲拔对
公
求导数

,

有

+

、、J./

y
一 兰旦1+ 引鱼 十

d t dt

‘ ’ ·

+

些
_ 书 av

,

/ 好
, 、

.

自
.
石犷戈自

“
洲口十算瓮(奢

:
业击

里证

+ … + 全f=月一”l + 1
。「 ,

了令 、_

万;丁戈自
“

iiy i)
一 一 (对 + … 十 此l) +



、,

3 期 刘永清: 李雅普诺夫函数的分解问题 181

一 ( , 三
i+1+ … +

, 几
+, ,

)
+

、LIJ
, .
l
t.J

.
‘J

y

;

‘
.
‘J口

,

艺
二 1

{ !氢
(
一
)一
} !

、
见+

户
.1+ 1

+

、

lr

J飞.....J

t
匆口
.

y

‘J:
‘召

,

艺+
拼
n
l+

那 , + 1

.

、

1

2
)

1

1

.
t
‘

J

,.y
.声,.口

�艺间
,

艺

冬华叮
,

忿华
, 、

1 「么+ _乙 1}
_
乙
_
又“‘

+ “ ,
) y ,

} }乙
“‘, y j

乞= 月
1+

1 、 ‘l= 丹

计
几 一 ‘ ] = 1

月

十
· ·

一 (
y三一。十: 十… 十 , 劲 十 艺

矛二 移一移户
1 l=。一n r+ 1

(
, , *

+ 。才
, 一

} {

rl.estLr.‘l胜、

由

客{l馨
(’“‘

月1 月 1 月1

+
, ,

艺
犷= 招 i+ 1

y

、
艺间、

、
了

刀
一
n

厂、

rl‘...L

汀E刀成

1..ee
月

J

y
口

·

艺�
r.es...Llsese�

yl
、.2

J+

同理有

提

、

l

,
/

为

,

艺
.1+“‘ + 月左 移 i+ 二咔 行乏-l

艺间
/
l
、.

F一y刀a一0
. 声

了、

艺
仁
n
l+ .+叹一沙1

十
护
n
计

·

+
n

砂
1

,

飞..‘厄J.

2
-�‘

y毛 入E ‘
, ,

)

口ij y 产

矛, 、斗
“‘

+
即
无一i+ 1

.
1+ …

n
互一1

式 十
, ,

名
y
卜 … 十 。

亡= 1

.

, 心,..,J

2
-J‘

y鲤‘岁
口y ‘ \ 仁或 ) 1

、 一“

小
一 ‘,

,
月 一移l

艺
, 圣+

。 ,

艺
,

艺
宕‘ n一r+

1 =移一丹户1 = 1

合并以上补算有

擎} 、 一 州 + … +
,

:

、

十 ,
:1+

,

+.

二 十 , 幼 + 。 际
刀 一 2动

浮t l(5)
- 一 L

月 1

艺
, 子十

= 1
雌
l+

·

十n 搜

+
,
全艺

, 了+ … +
, *

(
, 一 Zn *) 名

一

对十 … + 砍 艺 对 +

‘
= 1 了= 、十

.
+ 俘壳月十

1
= 1

+ … 十 ,
l(

, 一 Znl ) 艺 十 y三) +
犷= 作一n 汁1

此 + 对艺 此

十 E ,

}

、(
·

件 1

一 ;) 艺
, 芳十 万

件 i+ n ,

(

, 一 ”) 艺
,

卜… 十 、(
, 一2。)

.1+
”咔.掩

艺
, 矛十

= 1 i=nl+
1 ￡= 招 1+

·

+
月
灸一1+

1

十 … + 武
。 一 2; ) 艺

, 梦+ (斌 +
·

犷”移一 ,

汁1

二 十 动 艺式

一 州 + … + 卿 + 。巨
一 2

5)+ 客司艺 此 < 0
·

= 1

至此
,

定理征毕
.

对非核性微分方程(4)
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这里
,

, 是与 M 有关的适当小的常数(至少是 M 的三次式)
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对非钱性微分方程(的的稳定域为 v 一 M
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.
亦郎靓明了方程粗 (2) 的过初值

x、
(

‘
0) ~ 0 的运动落在稳定

域中时为渐近稳定的
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注 1
:
若方程粗(2)的原点为奇点

,

别求过初值 x, ( t0) ~ 0 的运动稳定性简短
,

郎为
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x: 一 x: ~

· · ·
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,

可以不必再取变换 (3)
.
由此看来

,

本

文中的尚题提法是带有一般性的
.

注 2
:
也可用汇2」中提出的李雅普带夫函数方法来估针稳定域

.

注 3
: 由引理中对 ‘ 的估爵可知

,

稳定域 △ 还可以适当放大些
.

〔I J

[ 2 ]

参 考 文 献

A . K
. Be八e , I b 6 a e B ,

0

n o e T P
o e H H H

中y
HK从““ A

.

M

.
Jl o n y H o B 0 B H 八e K sa 八P a T月: H o 沂 中oPM 曰

,

H

3 o
.

A H

K
a 3

CC

P e e
p

H 月 M a T e M
.
H ‘Ie x a H

. , B 目n
.
4 ( s )

,

2 9 5 6

.

蔡遂林
,

常系数线性微分方程的李亚警诺夫函数公式
,

数学学报
,

9 卷
,

4 期( 1959)
.

D E C O M P O S IT IO N O F L IA P U N O V
,

5 F U N C T I O N

L
l u

Y
u N G

一
e H x N G


