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多填式迭加平稳过程信号的预报过滤周题
�

陈翰馥 安万福

本文考虑了系数未知的多项式迭加平稳过程的信号
,

给出了均方误差意义下最优预报及

多项式系数估计公式中的谱特性应满足的必耍和充分条件
�

当平稳过程具有有理谱密度时
,

可以把决定最优谱特性问题归结为解线性代数方程组
�

一
、

阴 题 的 提 出

假设真信号 � ��� 为系数未知的
,

次多项式 � ��� 一 艺
�
�

扩 迭加一均方连续 的 宽平
� ‘ �

稳过程 � �
, �

,

郎 � � ��� 一 � �
�� � � �� 

�

夹杂有噪声后所接收到的信号是 � �
��� 一 � �� �

�� �� 
,

� , �� 也是均方连续的宽平稳过程
,

并且和 � �� 平稳相关
�

根据在
�。 一 � 簇 才� �。时间 内

,

对 � ���� 的观察
,

要求估计 � �
�。 � 人�

、

均方误差意

义下的导数 � �� ��
�。 � � ��� � � ,

� � �
,

� ,

… � 以及未知系数 �
,

�� 成
了 � ,

·

�
,

并且要求

上述各种待定估计都是均方意义下最优无偏线性估计
�

�
�

�
�

�� �� � 和 �
�

� �
�� �� ��� 〔‘� 早在 � � � � 年曾用待定系数法把这一类预报过 滤 问

题归结为解积分方程问题
,

从而提供了一个工程上的解决方法
�

此法在文献【� 」的第八章

有详细叙述
�

�� , � 年
, �

�

�己�� � � � � � � 利用 �
�

�
�

只�刀� � 在文献 �斗�中提供的处理方法
,

对
一

� �� �为一次多项式的情形
,

给出了 一个预报 � �
�。 � 的的数学方法

�

这里
,

我们用类似

的方法
,

把 �
�

�改� � � � 的结果推广到 � ��� 为任意次多项式的情形
,

并对 ��
夕��

,。 � 的 及

系数 �
�

�� 镇
� 蕊

�

� 进行了估计
�

当过程的谱密度是有理画数时
,

我们可以看到间题归

结为解线性代数方程组
�

不妨碍一般性
,

设 百�� �� 一 五� �� 一 �
�

根据平稳过程的已知理论
,

得 凡�
, � 的谱

表示式 �� 

二 ��才� 一

�一
、。

�

�、�
,

�‘�

式中 氛�劝 为正交增量过程
,

它和 � �
��� 的谱函数 � 二 ,

�劝 的关 系是
�

� 二 � �尤� 一 五 �夸
,
�一 ��

, �
��

’
�

不妨碍一般性
,

可假设
‘。一 �

�

二
、

�’� 哟 的 估 言�

设 � 是 � �的 的无偏线性估计�这相当于文献「� �的��
�

� � ��
。

则 � 可表为

本文于 � � � � 年 , 月 � 日收到
�
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� 一 艺
� 、� ,

�
‘, �

,

一 � � , � 簇 � ,

或者是这种和的均方极限
�

这里

艺
� 、一 艺 、

� 一 ‘,

…
,

艺
�

溅一

考虑到 � �

�, � 的谱表示式�� �
。

便知对每个 � 存在一个 � � 、 �

�约 测度意 义下均方可积

的函数 甲�又�
,

使

� 一

�
, �‘��协卜客砂 �� �

这里 甲�劝 应该是如下的均方极限
�

�卜
�� � 一

氢
·“一‘

一 �
’�
一�� �
二

。·

左件

一 � � 、� � 。,

艺 、、一

及刀

二 ,

艺
� ,

琳, 一 ��
�

七� �

�� �

我们用 � 表示 � 的全体
,

记 � 为二阶矩有穷随机变量组成的希尔伯脱空间 �内积

��
,

� � 三 � � � �
�

显然
, � 是 � 中凸的闭子集

,

存在唯一的 � 。 〔 � ,

使

万 ��
。

一 � �人��
�
� � �。 五 �� 一 � �人��

’
�

�任�

这个 � 。

就是对 � �的 的最优线性无偏估计�参阅文献〔� 」�
�

现在证明 � 。

必满足下列条件 � 和 � �

�
�

� � �
。

一 � �、��瓦石万一 艺
� , ‘“

,

一 � � , � �

� � 是和 君

无关的常数 �

�
�

� �
〔 �

�

只要证明 � 。

满足条件 � 郎可
�

任取不同的
� , ,

一 � � ‘、 � � ,

‘ � �
�

从线性方程组

, �

先设
, 今 � � ,

� ,

一 � �

� 友一 � ,

吸权 � 价�� � 一 左,

�� 艺目
�

艺目

乞
。�

� 价�� �� 一 人
� ,

解得
� , ,

�� �

△

�
, �

�� �

△

尸

��  ! 一 云
·

尸试
� �是 工的

�

次多项式
,

左一 犷 , � 是常数
,

行列式
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一

……
二

�
一…

·

�

乍
、、 �

、, ‘ � 、 �

令 尸衍�� 
、二 ,

�
、 。 二 ,

、品二、 二 。
、 , � � 、 � , 二 �

、
口习 �

—
� ��‘ � � 丁 �

,

—
� �又咨

钊 �� � 汁
」
日� � 匕夕�瓷 ,

川� ‘ 。

一
� 长� 夕一匕 �

一 乙 �, 目凡

△ 不二 △

二。�
。
一 二�� �」�里

二 ,
�
, � � 夕里

全
�

少� �
�
�

, �
� 一 � 。

�
一 。

�△ 不写 △ 」

班 � 。
一 � ���� 奋衷万一乞

� 左“
’

�� �

显然
, � � ,

反一 。,

…
, ,

·

是和 ‘
无关的常数

�

现设
‘等于 红 ,

…
, � ,

中的某一个
,

例 如
才一 tl ,

1 毛 l成 :
.
这时 可取 石钾 权 ,

左一

1 ,

…
, , ,

井使 耳和
t, 相当靠近

,

在 石和
, ,
组成的区间内不再包合 其他 的

t* ,

左铸 1
.

用 ( ,
,

…
, ‘卜:

, ,
;
, ‘, + : ,

…
, ,

) 代替 (,
: ,

…
, ‘,一 i , , , ,

z , + 1 ,

…
, , r

)

,

同样可得式 (4)
.
应

注意
,

这时 仇(0 簇 及提
,

) 是 石的连续函数
,

故合 片、
t, ,

可得式(斗)
.

这样就证明了 z
。

满足条件 A
,

而 z
。

满足条件 B 则是很显然的
.

若某个 Z 满足

E [Z 一 Y (h )]Y
l
(
t
) 一 宝

。*:*

一 T < t 叱
( O

Z 〔V ,

则 z ~ z
。

( 注意到条件 A
,

对一切
君
均有 五

[Z
。

一 Z 」于兀奢歹一 。,

一 T < 公
< 0)

.

这样

我们就证明了条件 A 和 B 是使 z
。

为最优线性无偏估计的必要和充分条件
.

设 凡(t) 的谱面数 F
x、

(

二
) 以及 X (t) 和 Xl (t ) 的互相关函数的谱 函数 F

二 x :

(幻 都 是

绝对连续的 (f
x、

(

劣
) 和 f

x x:
(
、
) 是其导数

,

郎谱密度)
.

根据式 (2)
,

设和 Z 。相应的谱特性为 甲0( 劝
,

则可将条件 A 改写成(参见文献 [2] 的

(8
.
23 ))

{
一。,

。

(
、) ,

·:

(
、

卜 一 ,二
1
(‘)」“ +

息
(一 , , 友

十1

一
0,

T
>

t

>
0

此时应注意到
1一 ‘一iT 久

2 兀
公凡

、、一

{
一 ,

。

(
‘)‘“

,
,八J杏

‘
.‘

e

产

l

f

、,
:

「
。一‘人T 一 I T 。一‘久T

l

, ,

f

~
l
‘

’
‘’

l

—
一

—
IJ儿 一 l 『“

五以 少d 凡
,

J L
Z
兀凡

‘

2
汀公又 」 J

乃

f

、, :

「1 /
。一 ‘, T 一 x\

.
1 丁 e 一‘, T

T
, 。一“T

l
犷 ~ l 已

一

! — 飞

—
!丫卜 —
—

一

—
ld儿 一

J L 汀 \ 艺犷 / 忆 矛 2 万乞凡 」

一

{

·“ ““(‘) 了又
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公

一 !
一,

·

(
‘, “‘

·
0

<
‘
< T

·

上述等式是不难证明的
,

例、口对
!· 白勺积分表示式

!
一f

·

(
、)“‘

,

可根据分布函数

F ,

(

t

) ~

{

0

·

}
笙二上二卫i

}

1 ,

T

『

t 镇 一 T ,

一 T <
t
( O ,

t
>

0
,

算出 :
;
(t) 的特征函数

{
一、;

·

(

t

)

,

然后再用逆转公式去掉一些积分为, 的二数
.

发现 从劝 所包合的指数函数只有 ‘
‘
气

这样就可将条件A 和 B 改写为
·

)

}
二
二

一。(‘)“ 一 0 · 0
<

才
< T

,

必(几) 一 甲。

(
凡) f

二i

(
又)

b ) 甲。
(
几) 满足式(3)

.

使 物(劝 满足条件
a
) 和 b) 一

a ‘

)
甲。

( 劝 能扩展成形如

一
。“‘

r
x x :

(
*
) + 艺 (一 ‘)

“+ ‘c *
r
,
(
‘)
;

可以

(弓)

的充分条件是
:

甲。

(
几) 一 甲 ,

(
凡) +

。一‘, T 甲2(几)

的整函数
,

这里 恤()v) 和 恤(劝 是有理函数
,

且

!
, ,

。

(
‘) ,

’

‘一(‘’“ < co ;

b’
)
甲。

(
o
)
一 1 , 甲占(o) =

:乃, 甲占
’

(
o
) = 一 人2 ,

… 甲亨)(o) ~ (i)
r
人
r
;

。’

)
价(劝 能表示成 机(劝 十

e一‘灯九(劝
,

且 汽(劝 能在上半平面扩展解析函数
,

咖(劝

能在下半平面扩展成解析函数
,

同时
,

当 }引。 co 时
,

在相应的半平面上
,

它们一致地趋

近于零
.

可以证明 [4J c’) 保证了
a
)

,
a’) 保证了 物(劝 属于由 {尹

久,

一 T 成 之
< 叶 恢测度

jxl (劝以 组成的均方意义下的线性包
。

b’) 保证了估计的无偏性
.

下面将证明
,

当 jx
:
(又) 和 j

xx:
(又) 为有理函数且 j

x:
(又) 等 o 时

,

可找到满足
a‘

)

,
b

‘

)

,

c ‘

) 的 物(又)
.
这时

,

问题归结为解线性代数方程组(参见文献〔2 ]的第八章 5 4
、

5

、

6
)

.

设

fx
:
(又) 一 B 。

刀 (又)
·

万(又)

以劝
·

万(劝
’ f

x x l

(
又) 一

D (劝
r (又)

·

护(几)

式中 B 。

>
o

,
B 以) 一 抓 一 夕i)

· ·

… (
又一 月。 )

,

万(又) 一 (又一 风)
· ·

… (
又一 厅

。
)

,
I m 口

‘

>
。,

1 镇 、( m ;

左 (又) 一 (几一
a
l)

· ·

… (
又一 气)

,

万(、) 一 (; 一 丙)
· ·

… (
、一 氏)

,
I m

a ‘
> 0

,
1 簇 :毛 , ;

r 以)一 抓 一 为)
· ·

… (
}v一 钧)

,

户以) 一 帆 一 宁l)
· ·

… (
、 一 入)

,
I m

丫 ,
> 。,

1 钱 i毛 l;

D 扭)是 交阶多项式
, ,

> 。 ,

21 > 友十 1
.
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用以下形式找 (Pl (劝 和 物(劝
:

叭(劝 -
i
(兄)印1气儿 夕

以劝
·

欲劝
·

r(
劝

·

犷+1

甲2(劝 ~
。2
(
凡)

侧劝
·

敏劝
·

r( 劝
·

犷+l
’

。,
(
又) 和

〔。2

(
又) 都是

也要确定
,

故共有 2(m +

从条件 b’) 可得到
:

把

m 十 n + l + ; 阶多项式
。

它们的系数待定
,

另外
,

仇
,

o 簇 左抓

十 l) 十 3 (
; 十 l) 个待定常数

.

个方程
,

因此还有 2(。 + , 十 l) + 2 (
, 十 l) 个待定常数

.

甲。

(
几) -

。i
(
凡) +

。一‘又T o Z
(
几)

刀 (又)
·

万(又)
·

r

(

兄)
·

几
r+‘

代入式(, )
,

归并舍有乘子

必(又) ~

。一‘汀 诸项
,

便有

gl (劝 十
e一汀久

9
2

(
凡)

A (劝
·

A

( 劝
·

r( 劝
·

八劝
·

万+1 A (劝
·

万(劝
·

r( 劝
·

万+1

式中 g
,
( 凡) 和 9

2
(劝 是整函数

.

合

必1(又) ~

必
2
(兄) 一

gl (劝
左 ( 、)

·

万(又)
·

r

(

又)
·

户(又)
·

几
·
+ ‘ ’

9
2

(
又)

A (劝
·

万(劝
·

r(
劝

·

万+1
‘

价
,

口
, ,

八
,

1 毛
:
蕊

, ,
l 蕊 j钱 , ,

l
( 友蕊 l都是不同的

,

出现重根时
,

下面的讨论应稍

加修改(考虑导数)
,

但这些细节这里不再赘述
.

为使 物(劝 是整画数
,

应要求当

又一 凡
,

…
,

夕, ,

风
,

…
,

风
,

九
,

…
,
为

日寸
,

‘, , 1

(
兄) +

。一‘T 又。2
(
又) ~ o ,

以及当

又~ O

共 [
。1
(
;
) +

。一“了。2
(
;
) ] 一 。,

左一 。,
1

,

…
犷
.

d 凡
戈

(
6
)

上述条件给出了 2。 + l +
r
+ 1个方程

.

为使 汽(劝 在上半平面解析
,

必需要求

象(劝 ~

砂gl (劝
d又左

0
, 兄 ~ a l ,

.

0
,

反

”
,

a
, , 丫i,

…
, ,

,

z
,

(
7

)

七述条件决定了
二

+ l 十 : 十 1 个方程
.
咖(劝 应在下半平面解析

,

故

92(几) 一 。, 凡~ 又
,

…
, 反

。 ,

(
s

)

砂豹(劝 } _ 。 :
_

。 ,

一

—
t

—
u 气 气

—
u 、 1 ‘

一
’ 、 了 _

武
、

脚
一 ’

“
‘ ’
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由此又得到
, 十

,
·

十 l 个方程
.

不难验证
,

在 由式(6)
,

(
7

)

,

(
8

) 决定的 3 (
r + 1)个方程中

,

只有 2(
,

,

+
1

) 个线性独

立
.
这样为了决定 2(m 十

n
+ l) 十 2 (

,
·

+

l) 个未知常数
,

就恰好得到同样数 目的线性

方程
。

也就是说
,

能够找到满足 条件的
〔

袱劝 和 。2
(劝
.
故满足

a‘
)

。
b’) 及

。’

) 的 孕。

(
又)

,

可 由解线性代数方程组求得
.

三
、

P 阶导数 抖力 (的 的估箭

假设 X( 川
(
,
) 是平稳的

,

并和 Xl (t) 平稳相关
,

此时可设 E X( 代t) 一 0
.

要求根据 yl (约
,

一 T 钱 t蕊 0
,

对

Y (”)
(
h
) 一 艺 丁书气

了
= P \ ‘ 一 尸夕

g
:
h
‘一p

+ 尤(”) ( h )

作线性无偏估计
.

对 Y(
”)
( /t) 的线性无偏估计

,
Z 可表示为

Z ~ 万a、Y i
(

, ,
)

,

一 T 挺 , 、毛 。,

或者是这种和的均方极限
.
系数 恢 应满足下列条件

:

0 ,

O 钱
,

簇 P 一 1 ,

了)

(
: 一 p ) !

尔一户 ,

P 毛 : 成
;.

然后
,

可以和上面作类似的讨论
,

的谱密度
,

而条件 b‘
) 则应改成

:

甲亨)(o) 一

甲台
‘
)

(
o

)
~

只是应把 f洲
:
(劝 换成 X(

户
)(t ) 和 Xl (t ) 互相关函数

0,
0 提

/
毛 P 一 l;

(
了

一 P ) !
(i)

‘

人
‘一 p ,

P (

!

毛
,
:

四
、

根据对 乙(t)
,

一 T 毛 名簇 0

多项式系数的估豁

的观察
,

对 g
, ,

o 簇 了蕊
,

·

作线性无偏估计
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