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摘 要

本文讨论了下列三个问题的对数分析方法 �

在第一个问题中
,
讨论了非线性自动控制系统单频强迫振荡的对数分析方法

,

给出了一

个可以简化求解强迫振荡参数 才� 和 , 的算图 �图 � � 以及一个分析单频强迫振荡稳定性的对

数稳定�� 据
�

在第二个问题中
,
讨论了如何确定正弦信号对缓变信号在对称非线性系统中涌行时所带

来的影响
,

其中包括歌差
、

稳定性等问题
�

在第三个问题中
,

讨论了如何确定强迫振荡的振幅 召和频率岛 以及辗平非线性元件的井

线性特性
,

从而提高系统的动态性能
�

一
、

阴 题 的 提 出

众所周知
,

应用对数幅相特性可以使拔性系就的豁算工作大为筒化
�

目前以揩波线

性化原理为基础的非核性系杭的研究也已翘获得相当广泛的应用和发展
�

本文现提出非

拔性系就的单频张迫振淇的对数分析方法
,

衬萧了正弦扰动信号对援变信号在系就中通

行时所引起的动态性能的影响
,

确立了研究这些固题所必要的若千对数稳定判据
,

同时还

尉渝了根据拾定的品质指标选择外加正弦信号的振幅和频率的粽合方法
�

因为所有的舒

算都应用了典型化的或者标准化的对数特性
,

因此称之为对数分析方法
�

二
、

单频强迫振蔼

�
�

确定单频强迫振藩振幅 �
,
和相位 甲 的蓦本方程

任一具有单个对称非筱性环节的 自动控制系枕
,

它的拮构 图握过适当的变换后
,

可写

成图 � 所示的形式
�

对这一系枕存在有如下方程
�

� ,
� � 二 �户� � �

� � ,

户劣 � � � 刀 �户�����
,

�� �

�

本文于 � , � � 年 � 月 � 日收到 � �� � � 年 � 月 � 日收到修改稿
�



� 期 项国波 � 非线性自动控制系统若干间题的对数分析方法

式中 。一
李

,

� , �刃 和 � �习 为钱性粗传递函数
, � ��

� , , �� � 为非拔性特性
,

而周期
� �

�

函数 了�� !∀# 取为

��� � � � � �� 夕, ‘�

�� �

当方程�� 满足弦制牵入同步条件 �� 时
,

根据揩波拔性化原理
,

方程 �� 的解
� � 的一

次近似值可以表示成
�

� 护一 � , �� � �夕
。� � , �

,

�� �

式中 � 。 为非拔性环节翰入端的振幅
, 中 为 才 相对于 �� �� 的相位差

�

这样
,

根据揩波平衡原理
,

非钱性特性 � �
� , ,

��
,
�可以表示成

�

� �
� , , � � �� � �

二
�汉

� ,

夕
�

�
� 护

,

式中 砰试 �
� ,

夕
,

�称为非核性特性等效�基波 �传递函数
�

� 二
�才

, ,

口� � 一 奋二�汪
� ,

口,
� � �奋孙��

。 ,

口
�

�
,

式中

、�� 一 “
·

卜六��
“

� ��一‘· ,
, � ·“

一
价,

�‘·‘“,
,

, 孙�� 一 “·, 一

六�丁
� ��一‘� ‘

, � ·“

一
‘�一‘“,

, � �� �

必� 口�� 十 叭

将方程��� 写成复数式
,

并利用方程�� �和 �� �把它改写成下式
�

� � 牙刀��口
。

�砰 , ��
, ,

夕
,

� � 刀 。一�甲

若研究 尸�
� � , � � � � � � �

� �

�

� ��口
。

�

的情况
,

只��有 � 二
��

。 ,

口
,

� � 砰
二
��

,
�

�

�� �

这时方程�幻可

取为

击生土工鱼垫坦兰业旦 一 。� 一,
�

‘当
州

夕二 一 。时、 �� 
� ��口

。

�
一

� 口户� � �

方程 �� �或 �� � 称为确定 � �

和 甲的基本方程
�

对它们取对数
,

便得到对数基本方

� � �� � , � � � �� � , �汉
, ,

口
,

� 一 � � �� � 。
�夕

�

� � � � �� �
,

� , �才
, ,

口
,

� 一 �
。
�口

�
� � 一 甲 ,

�� �

式中
� , ��

, ,

口
。

� � �砰 , ��
, ,

口 �
� � � �� � � 二 ��夕

,
��

二
��

,

� �
,

� ,
��

, ,

口
�

� �
� � � � , ��

, ,
夕�
� �

� �� � � � � 刀��口
�

��
二
��

�
� �

,

月�
�口

,

� � �� ��口
。
� �

,

� � �夕
,

� 一
� �� � ��口

,

�
�

当 � 和 口,
抬定时

,

用方程祖�� �良�可确定 � , 和 甲 � 反之亦然
�

�
�

一个算图

方程祖�� �中所包含的对数特性
,

除了

� , ��
, ,

口
,

� � � � � 二��口
�

��
二
��

,

�

的对数特性外
,

其余的对数特性均容易擒制
�

把方程�� 改写成下式
�

�� �
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方程 (10 ) 是人们所熟知的开环系扰传递函数为 评
。

(
A

。 ,

岛) 和阴环系就传递面数

为 W
,

(
A

: ,

口 ,
) 之简的关系式

,

它可以表示成如图 2所示的算图
.
而 W

二

(
A

, ,

岛)R[J 是图
1 系就开环状态传递函数 砰抓刃

:
)W 试A

: ,

岛)的倒特性
.

因此
,

应用图 2 的算图
,

并根据图 1 系枕开环状态传递函数

邵,
( 汪

。 ,

夕
B
) 一 W 二(j口

,

) W
。
(
A
二

)

,

(
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)

就可以很方便地箱制出方程(7)中的对数特性
,

从而求得待解参数 A
。

和 叭

3
.
对数稳定利据

研究方程(1) 稳定性的最理典的办法
,

是在所求得的解[方程(3)]的附近
,

引入足够小

的增量
,

然后分析这一增量是否收敛
.
如果收救

,

则对应的解是稳定的 ;反之
,

nlJ 不稳定
.

根据这一原理
,

抬方程(1) 的变量
x:引入一足够小的增量 △x , ,

郎
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于是求得方程(17 )的特征方程
:
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方程(15) 是一祖具有周期系数的齐次拔性方程
.
严格地分析这种方程所描述的系就

的兹迫振淇稳定性
,

尚缺少切实可行的数学工具
.
因此需求助于一些近似的方法 [3J

.

文献t3]应用所稠周期系数平均值
K 和 K

‘

代替方程(18 )中的周期系数
,

从而得到
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这一方法的实厦是将具有常系数的方程(19)代替具有周期系数的方程(18)
.
这样处

理
,

便可以应用核性稳定理渝中任何一个判据来分析方程(19 )所描述的系扰的嗤迫振淇

稳定性
.

把方程(19)改写成:
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为图 1 系杭等效开环状态传递函数
,

其中

(22)

IK
一
代

一一月
T

称为等效时尚常数
.
这样就可以将方程(21) 所描述的非拔性系就的单频弦迫振淇稳定性

的对数稳定判据叙述为
:

若 w 从
,

( 户 中没有正实部的复根
,

且在等效开环状态传递函数 w H,
,

( j 口
,

) 的对数幅

频特性大于或等于零分具的所有频段下
,

其对数相频特性穿越一 二拔的正食次数相等或

乙

物月 粤 日 l6(,) 片

图 3

f(
t
) 一 B si n

等于零
,

RlJ 所求得的解是稳定的 ; 否则
,

便是不稳定的
.

4
.
举例

现分析图 3 所示的撇电型随动系挽

的解及其稳定性
.

假定加入系枕的外作用为
:

夕
刀t ,

式 中 B ~ 20 伏
,

口
。

~ 10 1/ 秒
.
现求解张迫振淇的参数 A

,

和 甲
.
钱性粗传递函数为

:
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w 刀
(p ) ~

反

(了沪 + i ),
’

而理想撇电型特性(如图 3b 所示)等效传递函数为
:

4 C
砰

。
( A

。

) ~

一
~
止止乙

,

欠A B

式中 左~ 10 1/秒
,

c
~

1 0 伏
,

T
、
~

0
.
0 1 秒

.

工,

分员
口
.
度

仁, 。o

卯80706050403020功口

气(A 。
,

岛 )一
况(儿

,

口月

戈

爪二四
¹20喧玉生壑)1‘传 (月。 aB )

2 0 19 君

¹

2 0 1已凡
op. 201晓月。

、

\
/

, , / ‘

奋迎
~

’

。寸一气分协
几

,
,l 2 3 4 5 7

U

矛.-
~ , 一 ~ 一50 100 200 5D0

20 媲传 (彻
,

马) ‘ 20 堪场(Aa )
05\

乙(
10)

瞥
20坡巧 (马)

豪:
袋ee60
一
70

一一 80

—
90

一二 100

一
110

一一 120

- 一 130

一一 140

— 150
-一 160
-一 170

·

一 lao

123引一一�一

图 4
.

根据始定条件
,

在图 4 上作出方程 (12 ) 所对应的传递函数对数特性 加 19 月二( 口户
,

O 刀 (口力和 加 19 月
月
(
A 力
.
对应于 口。 一 10 1/ 秒

,

开环状态传递函数的对数特性为
:

20 lg H ,
(

A
,

)
% 月

。

~
2 0 I

g

HH
(
A

,

)

,

0
,

(
A

B

) 纷
10 一 0二( 1 0 ) ~ 一 9 6

“ ,

而
20 19 凡(A

,

)
与一10 ~ 一20 lg H ,

(
A

,

)

。广10 二

- 一20 19 月二
(
汉 ,

)

,

0

。

(
A

,

)
与一:

。

~ 一 0刀 ( 1 0 ) ~ 9 6 “ ,

它们分别用虚核 ¹ 和 º 示于图 4 上
.
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在图 2 的算图上
,

作出函数

20 lg H
。

(
A
。

)
%
一1。一 j[0

。

(
A

,

)
%
一;0

]

曲拔
.
它和算图中实换簇和虚挂簇的交点分别抬出 20 啥Ht (A

,

)

D , 10 和 8
,

(
A 户%

一1。的曲

拔
.
于是在图 斗上求得最释的解曲梭

:

20 lg A ,

一 20 19从(A
,

)
。。一10 一 20 lg B ,

(

2 3
)

o
,
(

A
。

)
% 、

。
~ 一 0

了

(
A

。

)乍
1。
一 一 ,

.
(
24 )

图 4 中
,

用粗实拔¹ 表示方程(23)的左边项解曲技
,

它和 20 】g B 的交点确定了 A
。一 18

.
2

伏
.
对应于 A

。

值
,

在 氏(A户 曲钱上可确定 , 一 38 0
.
弦制牵入同步最低限 B

nop 一 12
.
3

伏
.
可以敲明

,

提高 夕,
值

,

能够显著地改善牵入同步条件
.

根据图 3b 的特性和方程(20
a
)

,

求得

2CK 二二二二

—北A B
(
2 5

)

对应于 才,
一 18

.
2伏

,

c 一 10 伏
,

20 馆K 一 一 9
.
1分只

,

求得

20 19月。
,

,
( 夕
a
) + 2 0 19 ‘

~ o 分具

时
,

8
刀
(口

。

) - 一9 0
。 ,

它大于 一二
,

故所求的解是稳定的
.

方程(25 )指 出
,

提高 A
。
值

,

亦郎提高 B 值
,

可以提高强迫振淇的稳定性
.

三
、

正弦扰动信号对援变信号在系杭中通行时的影响

1
.
签本方程

对于图 5 的系就
,

存在如下方程
:

x,
+ W

,
( 户) F (

x ;
) 一 D

,
( 户) f

:
(
t
) + D

Z
(户) j

Z
(
t
)

,

(
2 6

)

图 5

式中 j2 (t) 为正弦扰动信号
,

它具有方程 (2)

形式
,

f

;

( t) 为在系兢中通行的有用信号
,

并

假定屯在 T 一粤 的时简简隔内近 似 等 于

一 夕
B
一

” 一 ” 一 ” ~
’ 一 ’

一 一
’

一
常数

.
这时

,

根据揩波拔性化原理
,

方程(26)

的一次近似解
x;为 :

x、一 谓 + 才
,

( 27 )

式中 理称为直流信号或援变分量
,

才 称为

交流分量
,

它具有方程(3)的形式
.
这时 甲为 才 相对于 九(t) 的滞后相位

.

对应于方程(27)的解
,

方程(26)可以分解成对应于援变信号 f
,

( t) 的解的方程
x
坚+ 砂马(

x
坚

,

才,

) W
,

( 户) ~ 刀:(户) f
i
(
t
)

和对应于交流信号 九(t) 的解的方程
x护+ W 声(

x
全

, 才B )牙 ,
( i夕

B
)
x犷一 刀

2
( j夕

,

) j2 (
t

)

,

其中

砰乳(
x
坚

,

才B)

W 存(
x
呈

, 汉B )

一

拭
‘

尸 (

x?+

“·“·价’‘价
,

~
叮。

(
x
呈

,

月。

)
+ j公(

x
全

, 才e )
,

(
2 5

)

(

2 9

)

(
3 0

)

(

3 1
)
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夕。
(
x
至

, 刀B) ~

公(理
,

心) ~

价~ 口Bt + 中
.

六介
(x?+

“·

sin ” ‘· ’鱿

六{:
’

F
(

·
, + “一‘·必)

cOS
“,

,

(
3 2

)

(
3 3

)

方程(25) 和 (29 )便是分析正弦扰动信号对援变信号在系枕中通行时产生的影响的基

本方程
.

2
.
交道流静态偏差

从外形上看
,

方程(29)和方程(l) 的复数式[式(幻和式(6)]具有相同形式
,

因此利用

第一节的桔果
,

对不同的 谓(~ 常数)值
,

求得方程(29)的解 才 的参数 A
,

和 甲为:

A ,
~ Z

,

(

x

呈
,

B
,

夕
, ,

产)
,

(
3 4

a

)

甲 一 Z 甲

(

x

全
,

B
,

心
, , ”

)
,

(
3 4 b

)

式中 产表示 图 , 系枕的参数总体值
.
应敲指出

,

方程(34)不是交流解的最籽值
,

因为 刁目

前仍 是方程(25) 的待解值
.

把方程(34
a
)的 A

,

值代入方程(25) 中
,

便得描述援变过程的动态方程
x
全+ W 马(

x
全

,
B

,

口
, , 严) W J (户) 一 D i(户) fi(t)

.
(3 5 )

这里只有唯一待解值 理
,

故 它是可解方程
.

应孩指出
,

对于大量非藏性特性来靓
,

函数 砰县是 理速擅可微函数
,

故可近似地表达

评乌(
刃
全

, 刀 ,

夕。 , 产) ~ 友。才空
,

(
3 6

)

式中 如称为非找性特性弦迫振蔫技性化系数
,

它取为

左、
口x全

(37)

式中
,

理是方程(3匀的静态解
.

考虑到方程(36)
,

可将方程(35 )取为
x
全+ 友

。
(
x
旦

, 刀 ,

夕B
, 户

) W
刀 (户)

x
全~ D

,
( 户) f

,
(

t
)

.

(
3 5

)

方程(38 )称为非拔性方程(3, ) 兹迫振淇核性化方程
.
用核性方法求其解

,

x

空~
x
竺~ y (B

,

召, , 拌 ,

f

i

(

t

) )

.

(

3 9

)

式(39 )指出
,

直流偏差 嫂值不仅和援变信号 fl( t) 有关
,

而且还和扰动信号 fz( t) 的振幅及

频率有关
.

把式(39)的 月值代入式(3的中
,

便得交流静态偏差 才 的最将解
:

才,
一 Z ,

(
B

,

夕
。 , 产 ,

fl (

t

) )

,

(
4 o a

)

, ~ Z 、

(
B

,

口
, , ” ,

f

i

(

t

) )

.

(
4 o b

)

上式指出
,

交流偏差 才 值
,

不仅和交流信号 fz( t) 有关
,

而且还和援变信号 f
:
(t) 有关

.

3
.
缓变信号的对数撼定利据

援变信号的动态性能取决于式(38 )
,

后者的特征方程为
:

1 + 友。 (
:
仑

,
B

,

口。 , ”) W
,

( 户) = 0
.

(
呼1
)

作出方程(41) 所对应的开环系扰传递函数

左、(
x
兮

,

B
,

夕
, , ”

) W
,

( 夕夕
,

)
~

o
(

4 2
)
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的对数幅相特性
,

便可用钱性对数稳定钊据[5] 研究扰动信号 九(t ) 对援变信号 沂, ( t) 在系

扰中通行时的稳定性的影响
.

4
.
粉变信号的稳定度 右

如果不仅需要考虑扰动信号对援变信号稳定性的影响
,

而且还要求分析 f
;
(‘) 在系杭

中稳定衰减过程的速度
,

刻需确定方程(41 )中的稳定度 言的大小
.
合

了 一 睿 + 加 代替方

程(41) 中的 户 ~ 神
,

便求得描述援变信号 tl( t) 稳定度的特征方程
:

1 + 友*(
x
尽

, 刀 ,

夕B
,
严
) W 二(

,

) ~
0

.

(
4 3

)

应用
了
一 言+ 加 和 p 一 加 的变换关系12,1 0] ,

可把 w 刀
(言十 加) 变换成由典型环节祖成的

沐刀
,

e(i 司
.
因此

,

作出开环系扰传递函数

友二 (
x
Z

,

B

,

口
, , 产) W 刀

,
:

( j

。
) (

4 4
)

的对数幅相特性
,

应用拔性对数稳定判据
,

就可确定 曹值
,

从而能够分析扰动信号 九(t )对

援变信号衰减速度的影响
.

5
.
交流循号的对数德定利据

应敲指 出
,

在上述分析中
,

我佣都假定交流解 [方程(40)]是稳定的
,

没有征明如何判

别它的稳定性
.
现分析方程(26)

.

引入下标
“
o ”表示方程(26)的未受扰动 (除 八(t ) 以外的其他扰动信号) 时的稳态解

,

亦郎
xl, 。

~
x

盛
。
+

劣
全

,
。 ,

[

x

井
。
= 才 , s

i
n

(
夕。

+ 中) ]

式中 设
。 ,

A
。

和 甲分别对应于方程(39)和 (4的所确定的值
.
用不加下标

“
0
”

的
x;表示受

扰动后的坐标值
:

x,
一 才 十 月

,

由于已趣假定在 T 一粤 的时简简隔内
,

tl (t ) 近似等于常数
,

故有

材B

x
呈、

x
呈

,
。
.

考虑到这个关系
,

可将
x;的增量写成

△x
l
~ x; 一 xl,

。

七 x护一 x
盛
。
~ △戈护

,

式中 △才 是交流分量的小增量
,

故
x:可写成

:

x:~ xl,
。
+ △x;、 才

。
十 谓

,
。
+ △x六

将上式的
x ,

值代入方程(26 )中
,

并将 F (
x:
)在解点 xl,

。

附近展开成泰劳极数
,

取一次近似

值代入方程(26)中
,

则得
x, ,

。
+ 二x。+ 砰二

( , )
}

; (
x ;

,
。

)
+ 牌三兰丝、 二x ,

\
dx

l / 、二气。

~ 刀
1
(户)j

l
(
t
) + 刀

2
(户) f

Z
(
t
)
.

考虑到
x、,

。
+ 川二

( p )
F
(
x ,

,
。

)
一 。 ,

( p ) f
l
(

t
) + n

Z
( p ) f

Z
(

t
)

,

于是便可求得分析交流信号稳定性的特征方程

(4弓)

: + 、二
( , ) 兰互业过}

-
‘x i J

二 i二 ‘i
,
。

(
4 6

)
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方程(4约是一个带有周期系数的梭性方程
,

且周期系数

些里业}dx 叭
一气

。
(
4 7

)

不仅和交流信号有关
,

而且还与援变信号有关
.
但在 暇趋于零或 A

:
》 理的两种情况下

,

对大量的非钱性特性来靓
,

理的影响可略而不针
.
因此可应用判别单频张迫振蕃对数稳

定判据来判别带有援变信号时单频弦迫振蔼的稳定性
.

四
、

按照拾定的品质指标选择 介(t) 参数

有意款地引入 fz (t )用来改善系就对援变信号而言的动特性
,

这一方法可用来辗平非

钱性特性
,

消除停滞
、

跳跃或危害性的 自振等现象
,

使系就对通行援变信号而言具有优良

的特性
.

1
.
按照拾定的稳定裕度选择 人(t) 的参数 B

当对援变信号而言的稳定裕度抬定时
,

方程 (44) 便始出满足这一要求的 左试理
,

B

,

口
, ,

司 值
.
由于 B 是待解值

,

故将 如 表示成 友试理
,

A
, ,

沁 是合适的
.
这时

,

依据方程

(4的的对数特性求得满足抬定稳定裕度的

值
,

从而求得

畏二 ~ 反二(
x
旦

,
A

B

)

A
,
一 A ,

(
x
分

,

友二)
.

(
4 5

)

(
斗9 )

在一般情况下
,

需要解出 耀后方能最籽确定 A
。
值
.
但是当 理趋于零

,

或 A
, 》 湘时

,

力
下了厂

O /
_ _
O , 、 l

孟
~

.
竺二生旦竺丝乙二丝必 1

气月 。 0 !
。 ,

。x i
’劣

笙=
。

(
5 0

)

故可得
才 ,

~ 汉 ,

( 左二 )
.

(
5 1

)

根据上式的 A
,
值

,

应用第二节的方法郎可求得B 值
.

2
.
按照抬定的静态偏差选择 fz (t) 的参数 B 和 口B

利用 fz (t) 改善系就对援变信号而言的稳定性时
,

还需保敲在系扰翰出端产生的交流

偏差 才 充分小
,

自p

根据图 多的系枕
,

这时有
才 、 0

刀
2
(护口

a
)j
Z
(
t
) 七

x扩

(52)

(53)
它对应于方程(29)中的

牙君(
x
翌

, 才,
) 牙二 (i夕

,

) ~
o

,

(
, 4 )

式中 A
,
取决于方程(51)

.
作出方程(5斗)的对数特性

,

在对数幅特性充分小的频段中
,

选

取一个 夕, ,

它便是保征交流偏差 才 充分小的外加弦迫振淇频率
,

其通式为

口
,

~ 口
,

(

x

呈
, 左 。

)

.

(
弓5 )

当 暇趋于零
,

或 A
。

》 月
,

谓可略而不舒
,

于是便有

‘
,
一 忍,

(
A ,

)

.

(
5 6

)

这时
,

B 和 A : 的关系可确定如下
:

因
,
2
( ,

) 一手
X扩一’ ,

(
5 7

)
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故方程(53 )可取为
_ / .。 、

B
_

;。

刀
ZL IJ才习 )
—
e ” 一 上。

刁 B
( 苏8 )

作出方程(58 )的对数特性
,

便得
20 19 刀 一 2 0 lg A 。

一 20 19 D
z
(了夕

。

)

,

(
, 9 )

式中 口
。

取决于方程(5幻或(56)
.
当 九(t) 是直接加在非枝性翰入端时

,

RlJ 有

刀 一 左。
.

(
6 0

)

一
上面只尉萧了两种最筒单的情况

.
实际上

,

在振动搔性化后
,

可以应用任何拔性方

法
,

根据抬定的品厦指标来选择 jz( t) 的参数
.

应用这里所叙述的粽合方法和拔性祖拮构粽合相配合
,

可使系杭对缓变信号而言具

有良好的性能
.

五
、

精 束 藉

由上可兄
,

对数方法不仅适用于研究栈性系挽
,

而且也可用来研究非核性系枕
,

分析

工作是在应用一些解的曲拔基础上进行的
.
除了拔性祖对数频率特性已 为 人们所 熟知

外
,

还引入了具有筒单撇电特性的非钱性等效传递函数 W 试A
。

) 和 W 井(谓
,

A 砂 的对数

特性
、

周期系数平均值
x 和 x’ 的对数特性以及非拔性特性振动搔性化系数 如 的对数特

性等
.
对于大量的非拔性特性

,

它仍的对数特性均可绘制成标准化的对数特性
,

以备术解

时选用
.
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