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本文所提出的几何作图法
,

仅用圆规和三角板就可迅速且准确的作出根轨迹
,

不须任何计

算
�

文中详细说明这种方法的实质及理论基础
,

井有实例
�

本文还提出用 图解法求根的灵敏

度的方法
,

这种方法简单方便
,

免除了任何计算
�

求解根轨迹
,

就是在 � 平面上找 出满足方程式

� �
, � 一

� �土�
, 一

� �
�

宕� �
� � � � �, � 一

,
�
�

�
���

� �一 � ,
�

的
,

以 � 为函数的 � 点的轨迹
�

式中
二 , , 产,

分别为传递函数 � �乃 的零
、

极点
,

可以为实数

或为成共扼的复数
�

已经提出过很多求解根轨迹的方法〔, 一�,�,
”� , 有 图解的方法

、

解析的方

法和仪器求解法
�

除了实轴上及 � 和 卜�很大时的一部分轨迹外
,

要迅速准确的绘出根轨

迹还是一个复杂和困难的问题
�

� �� �� �� 提出的根轨迹法是一种图解方法
,

所以能直接用

几何作图的方法迅速且准确的绘出根轨迹是有意义的
�

利用
“

对数螺旋尺
” ��, “� 作图是一

种试算方法
。

不甚准确
�

��
� � � � ��� 的等相角轨迹作图法 �� 虽能得出准确的结果

,

但要

作出各种角度的等相角轨迹
,

相当麻烦
�

�
�

�� �� �� �� 曾提出过应用重迭原理 由简单根轨

迹求作复杂根轨迹的方法 �� 
,

但作为作 图基础的简单根轨迹须用公式计算
,

没有从根本上

解决几何作图间题
�

�� ��� 介绍过一些简单的求根轨迹的作图法 �� 
,

但只能在特殊情况

下作出个别点
�

上述几种方法各有特点和不足
�

按 �� 式的相角条件
,

根轨迹上的点应满足方程式

� � � � �
, � 一 艺 ��

了
一

� ,
� 一 艺 ��

了
一 � 、� 一 士反

·

�� � �

其中 友为整数
�

当 反为奇数��
, � ,

, 二 �时
,

称为 � � � 。 轨迹 � 当 左为偶数 ��
, � ,

称为 。。 轨迹阳 �
�

本文所提出的几何作图法仅仅用圆规和三角板来求解�� �式
,

有二
�

�� �

� … �时
,

它的基础

���

计算 �

�� �

算
�

一些简单的根轨迹可以用圆规和三角板直接由零
、

极点分布绘出
,

不必进行任何

用增添
“

辅助零
、

极点
”

方法由简单根轨迹绘出复杂根轨迹
,

也不必进行任何计

本文曾于 � � � � 年 � 月在中国自动化学会年会上宣读
�

本文于 �� � � 年 �� 月 �� 日收到
�
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利用本作 图法同时还可很方便的求出根的灵敏度
�

一
、

一些筒单根戟迹

二阶系统传递函数有 � ��
,

� �
, � ��

,

�� 及 � ��
, � �三种类型 �括号内前一个数表示

极点个数
,

后一个数表示零点个数 �
�

它们的根轨迹都可以值接

用三角板和圆规绘出
,

是一些最简单的根轨迹
�

� ��
,

�� 型传递函数的根轨迹是直线
,

二个极点的垂道平分

线就是其 � �  。 轨迹 �见图 � �
,

这一点十分 明显
,

不用证明了
�

了 ��
,

�� 型传递函数的根轨迹是圆或部分圆周
�

二个极点

可以是重极点
、

共扼复极点或不相同的二个实数极点
�

当二个

极点是重极点或共扼复极点时
。

这个圆很容易绘出
� 以零点为

圆心
。

零点至极点的距离为半径作圆 �见图 � �
�

图中实线圆弧

为 ��  。 轨迹
,

虚线圆弧为 。。 轨迹 �以后均如此 �
�

图 � 所绘轨

迹的证明见附录 �
�

当二个极点是不相同的实数极点时
,

根轨迹

洲户
一

、、

、

�

� 份� � � 刁�
�

�
�

、一 �
�

图 �

仍是以零点为圆心的圆
,

但圆周不通极点而通过对点 �见图 � �
�

� 点是这样求出的
�
将

三角板的值角顶点保持在通过

九 �靠近零点的一个极点 �的纵

座标线 八�上
。

同时使二个值角

边分别通过零点
万
及另一个极

点 ��
,

这时三角板顶点的位置

郎是�点
�

当二个极点在零点

之右时
,

所绘 之圆 是 � �� 。 轨

迹 �当二个极点在零点之左时
,

所绘之圆是 。。 轨迹
�

其实
,

图 �� 及 图 �� 就是图 �� 及 图 �� 中 �, 一 �
�

的极限情况
�

图

� 所绘轨迹的证明见附录 ���
� ��

, � � 型传递函数的根轨迹也是圆或部分圆弧
�

这又有几种情况
,

二个极点 �或二

个零点 �可以是重极点 �或重零点 �
、

共扼复极点�或共扼复零点 �或二个不相同的实数极点

�或零点 �
�

当二个极点和二个零点是重极点和重零点时
,

以极点和零点联线 娜 为值径所

作的圆就是其 � � � “ 轨迹 �见图 � �
,

这由附录图一及相应的 �附
一
功式郎可得到证明

�

当二

个极点和二个零点是共扼复极点和共扼复零点时
,

在实轴上取一点
‘

使
。 � , 一

。
��

,

以
‘
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一一一为圆心
, ‘ � � 一

�
�� 为半径作圆�见图 的

,

这个圆的 �� ��及 钓�
�

圆弧自�为 � � � 。 轨迹
,

而 八儿

及 �� 。� 圆弧为 。。 轨迹
�

图 � 所绘的轨迹可以用与附录 � 相似的方法证明
,

也可 用 增添

、
‘ ,

二

�‘� �
�

“

辅助零
、

极点
”的方法证明

,

本文

拟用后一方法证明 �见下一节 �
�

当二个极点为共扼复极点而二个

零点为不相同的实数零点时 �见

图 � �
,

应该这样来绘圆
�
首先用

试选法在实轴上确 定 圆 心
“ 点

,

郎将三角板值角顶点保持在通过
� � 的纵座标线 赴�上

,

一个直角边保持通过
� � 点

,

另一个直角边与实轴交于
‘ 点

,

当 ‘� 一

即
, 时

,

该
‘

点郎确定为圆心
,

以
‘

为圆心
, ‘
�一

。
��

为半径作圆郎是所求的轨迹
�

这个圆 的 通 过
么� , 脚

之间的 �� �
�

圆弧为 � �  。 轨迹
,

另一部分 �� �
�

圆弧则

为 � 。 轨迹
�

图 � 所绘的轨迹可以如图 � 那样 用增

添
“

辅助零
、

极点”方法证明
,

读了下一节证明 图 � 所

绘轨迹后就易于理解 图 � 所绘的轨迹也是 正确 的
,

毋须证明了
�

当二个极点和二个零点均为不同的实

数极点和实数零点时�见 图 � �
,

可以这样来绘圆
�
首

先用试选法在实轴上确定
‘

点
,

郎对于 ��
,

�
� , ‘

三

点及 ��
, � � , ‘

三点如图 � 的方法分别用值角三角板

定出 � �
及 �

�

二点
,

当 。

�� �
�

�
�

时
,

该
‘ 点郎确定为圆心

�

图 �

以
‘

为圆心
, ‘� � 一

�

从 为

半径作圆
,

郎是所求之轨迹
�

‘ 点的大致位置从图 � 是容易看出的
� 如图 � “ ,

当 � � , 之� 和

�����
‘‘丫

�
���

图 �

户�
,

户
�

各在一边时
, ‘ 点在

� � 与 �
�

之中点略靠左�
’

� 之� �  � �沪
�

� �如图 � � ,

当 万 � , � �

在 �,
,

户�

之间
,

且 色
� 、 � 九。 � 时

, ‘ 点在全部零
、

极点之右�当 � �之、 � �� � 时
, ‘ 点则在全部零

、

极点

之左了 �
�

准确的求作图 � 的圆的方法可参看附录 ���
�

但是可预先指出
,

上述用试选法

确定圆心的作 图法是较实用的
,

特别是当二个零点和二个极点中有一个是辅助零 �极 � 点

时
,

可以先确定圆心
‘ ,

然后再按作 图规则选定该辅助零�极 �点
�

下一节的例二中将要说

明这一点
�

图 � 所绘的轨迹也和图 � 和图 � 所绘的轨迹一样
,

都可用增添辅助零
、

极点方

法证明
�

上面已经说明了二阶系统根轨迹 的作 图法
�

� ��
,

�� 型传递函数的轨迹是容易记住
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的
�

丁 ��
, � �型传递画数的轨迹是由 � ��

,

�� 型传递函数的轨迹推论而来的
�

� ��
,

�� 型

传递函数的轨迹
,

只要把图 � 及 图 � 五个圆的 。“ 轨迹与 � � � “轨迹分清楚
,

也就容易记住

了
�

为此
,

把图 � 及图 � 的轨迹重绘于图 � 。 自右至左观察极点变化规律就可看出区分 � 。

� 产、

�
�

�沁
�

� � 、
,

·

价‘刁一�
� 一

�

于
、、一 �

、 �
、一 洲

�分分
·

母图 �

轨迹与 � � � 。 轨迹的规律了
�

最后指出
,

在传递函数中
,

若零点变为极点
,

极点变为零点
,

其根轨迹是不变的
,

因此
,

对 � ��
, � �

, � ��
, � �型传递函数的根轨迹

,

就不必另行说明了
�

二
、

增添
“

翰助零
、

极点
”

的作图法

从 �� �
,

�� �式可看出
。

在传递函数中
,

增添任意一对相同的零
、

极点
� 么。 ,

�
。

�
� 。

� �
。

)

,

它的根轨迹是不变的
.
适当的增添一对零

、

极点有助于求作根轨迹
,

这样的零
、

极点
,

我们

称之为
“

辅助零
、

极点
”
.

首先
,

通过对图 5 所绘的轨迹的证

明来说明辅助零
、

极点的意义
.
设图 9 中

,

P

l ,

八
,

zl

, 君: 为

T (2
。

2
) 型传递函数的零

、

极点
,

P

。 , 。。

为增添的一对零
、

极

点
.
现将六个零极点分成二组

: Pl, P

Z , :
。

及 勺
,

御
,
岛
.
对

于 P
:,

P
Z , z 。

三点可作一圆
,

P
,
P

:

左边圆弧为其 180
。

轨迹
,

右边圆弧为其 。。 轨迹
.
对于 几

,

为
,

P

亡

三 点 也 可作一圆
,

赴
z:
左边圆弧为其 180

。

轨迹
,

右边圆弧为其 。。 轨迹
.
若

二个圆的半径相等 (自p 乓p
:一 八勺)

,

则二个圆重合
.
显然

,

对于具有 P
、,

P

Z , 二: , 二:

及 P
。 , z

。

六个零
、

极点的 T (
了
) 来说

,

这个重合的圆上
万i户1及

zZP:圆

弧为 180
。

轨迹 (0
。

轨迹与 18。
“

轨迹重合部分)
,
气z:圆弧为 。“ 轨迹 (180

。

轨迹与 180
。

轨迹重合部分)
,

九P
:
圆弧亦为 o

。

轨迹
.
由于 几 一 名。 ,

故上述重合的圆弧也自p是原来具有

pl, 九 , : , , z : 四个零
、

极点的 T (s) 的根轨迹
.
图 5 中 ‘ 点就是辅助零

、

极点所加的位置

(
‘z :

~
‘
Pl )

,

故其作图法是正确的
.
用同样的道理可以证明 图 6

、

图 7 的作图 法也是正确

的
。

在此不必重述了
.

上述结果给我们一个启发
:
增添

“

辅助零
、

极点
” 后将全部零

、

极点分成二组
,

分别作

出根轨迹
,

郎使这二组轨迹不是重合而是相交
,

那

末交点应是原来传递函数的根轨迹上的点
.
由于

辅助零
、

极点的位置是可以改变的
,

因而相应的二

组轨迹的交点也随着改变
.
根据这些交点就可利

用简单根轨迹作出复杂根轨迹
.
现在先通过下例

作进一步说明
.

例 1
.
求作 T (

了
)

轨迹
.

K
:
(
: + 斗

) (
,

+ 1 6
)

的根

所求的轨迹是双曲线困
,

利用本作图法可以迅速而准确的作出
.
首先通过图 10 说明
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作 图法的实质
.
图中

,

p
, ,

p
Z ,

p

,

为原有三个极点
,

p

。 , z 。

为增添之
“

辅助零
、

极点
” ,

以 △表

示之
.
五个零

、

极点分成二组
: 如 ,

八
, z

。

及 p
:,

P

己 .

对于 九
,

八
, z

。

三点可作
‘ l

圆
,

是其 0
。

轨迹 (△ 必须位于 九
,

P
; 之右)

.
对于 Pl

,

P

。

二点可作垂直平分线 与
,

是其 180
。

轨迹
.
直

线 Ll与圆
‘,
之交点 几 。

式是所求的 180
。

轨迹上的点
.
改变△ 的位置

,

可得另一些
, , ,

式

点
.
由这些点郎可联成 180

“

轨迹 (见图 11)
.
实际上

,

在座标纸上作 图时
,

一些辅助的查

线及辅助的圆都不必绘出
.
例如以

a
点为第一次所选 的辅助零

、

极点 (见图 11)
,

则利用

值角三角板定出 M
, 点后

,

先后以
“

及 p
:为圆心

, 。
M
l 为半径作二个小圆弧所得的交点 几

及
了

;

,

自p是 180
。

轨迹上的点
.
用同样的方法郎可确定轨迹上其他各点

,

在图 中已表明了
.

在求作 0
。

轨迹 时
,

△须取在 p
, ,

p
:

之左
,

轨迹上的点是二组 180
。

轨迹的交点
.
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由上例看到
:
作 图时

,

先要分配零
、

极点
,

使得尽可能利用简单的根轨迹
.
一般说

,

可

以按表 1 的方案进行 (不是唯一的 )
.
必要时也可增添二对

“

辅助零
、

极点
”
.

下 面再举三

个例子说明之
.

例 2
.
求作 T (力 一

尺(
, 2

+ 5 0 ,
+ 2 0 0 0

)

(
,

+ 2 5
) ( 产 + 20 ,

+ 3 2 5
)

尺 (
,

+ 4 0 + Z o j ) (

,
+ 4 0 一 Zoj)

(
,

+ 2 , ) (
,

+ 1 0 + 一, 了)(
: + 10 一 一, 护)

对于 T (3
,

2
) 型传递函数

,

可增添一对辅助零
、

极点
,

然后分成

组
,

分别绘出 。。 或 180。 轨迹
.
使
z、, 之: ,

产:及 户
。

为一组
,

p
Z ,

p

;

及

的根轨迹

了 ( 2
,

2
) 及 T (2

,

l
) 二

z。 为另一组
,

分别绘出
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表

原原传递递 增添辅助助 新传施施 。
。

或 180 。

轨迹的零
、

极点分配及其轨迹迹
函函数类型型 零

、

极点对数数 函数类型型型

TTT (3
,

( )

)))
111 T

(
4

,
l
))) 万

T(2,

‘)一圆
___

LLLLLLLLL 了住
, 。)一直线线

TTT (3
,

l
)))

lll T
(
斗

,

2
)))

{ 李霎盘履
线 或

咪龙暑暑
了了( 3

,
2
)))

lll 丁(斗
,

3

))) 丁T(2
,

2
) 一圆圆

‘‘‘‘‘ T ( 2
,

l
) 一圆圆

TTT (3
,

3
)))

111 T
(

4
,
斗))) 万

7、
(

2

,

“)一圆圆

足足足足足 了( 2
,

2 夕一圆圆

丁丁( 4
,

0
)))

222 T
(

6
,

2
)))

r T
(2

,
2

) 一圆
、、

T
(
2

,
l

) 圆圆

飞飞飞飞飞:(4
,

o
) 一谊线 取取 T(2

,
l
) 圆圆

TTTTTTTTTTT (2
,

0
) 直线线

注: 在绘(4
·

l) 型以上函数的轨迹时
,

利用前面的一些简单轨迹作为基础
,

见例 3
.
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_ 了, 上上
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日日日日日日日日 压压扫扫扫扫扫扫扫扫扫扫扫 口口
图 12

各自的轨迹 C l圆及 L:圆(见图 12)
.
为了作 c

l圆方便
,

可以先在实轴上选定
。: 为圆心

,

以 01
2: ~ o1 万: 为半径绘 c

l圆
,

然后利用直角三角板使二个值角边通过
口1 ,

p
:

二点
,

值角顶



一喘一一
学一 报一

卜匕一

一

动

一
自

一
点置于 ‘: 圆上的 M

, 点
.
由 Ml 点自时目应地定出辅助零

、

极点的位置
.
c ,
圆与 L

, 圆的交

点 , 1
及

了
; 自p为 了 (

了
)根轨迹上的点

.
0“ 与 180 。 轨迹的交点为 180

。

轨迹
,

而 180
。

与 1so
C

轨迹的交点为 。“ 轨迹
.
在绘 c

:圆与 L :圆时
,

只须绘出部分小圆弧郎可
.
为了能清楚的

看出作 图过程中这些小圆弧
,

图 12 中下半平面未联成轨迹
.
此题采用文献〔8」的例题

。

可

以进行对照
.

例 3
.
求作 丁(习 ~

尺(
,

+ 3
)

,
(
s

+ 2
) (

,
+ l 一 i)(

,
+ z + j )

的根轨迹
.

对于 T (4
,

l) 型传递函数
,

可增添一对辅助零
、

极点
,

然后分成 T (2
,

2
) 及 T (3

,

0) 二

组
,

分别绘出
z , , z

了 ,

P
Z ,
产3的轨迹 (c

, 圆)及 p
;,

p
; ,

p

。

的轨迹 (五
i
一xso

。

轨迹或 L ;一o
。

轨

迹 )(见图 13 )
.
c 圆的 180

。

轨迹与 川 的交点 红 及 c 圆的 。。 轨迹与 L
, 的交点

, :

都是所

求的 180
。

轨迹上的点
.
在绘 T (3

,

的 型双曲线轨迹 L l及 斌 时
,

只绘出交点附近二个或

三个点
,

郎可得出这一段轨迹
.
图 13 表示出最后所作出的 180

。

轨迹
.
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;.t
{{{日日日日

口口口日日LLL 口口口口口口口口口口口口口口口口曰曰厂厂厂 口口口口口口区区
‘

屯
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口口口口
口口口口口LLL 口口口口口口口口口口口口口口口口口口口 门门门门巨巨口口入入入口口口口
口口口口口巨巨口口口口口口口口尸尸门门日日口口日日口口]]] 门门门门「「「「 \ 闷闷口口口口
日日日口口LLL 口口口口口口巨巨「「口口口口口口口口口口口口曰曰口口巨巨巨巨

卜卜

困困口口一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一户一一一一一一

口口口口口巨巨口口口口口口巨巨口口口口口口口口日日口口口口曰曰口口巨巨[[[ lll 口口口口
LLLLL LLL 巨巨口口口口口口巨巨[[[ 口口口口口口口口口口口口口口口口[[[ 「「l } {{{口口口口

例 4
.
求作 了

’

(

了
)

K

(
,

+ l
) (

,
+ 3

) (
,

+ 7
) (

,
+ 1 0

)

的根轨迹
.

对于 T (4
,

0) 型传递函数
,

可增添一对辅助零
、

极点
,

然后分成 T (2
,

l) 型及 丁 ( 3
,

的

型二组
,

与例 3 相似地分别绘出圆及双曲线轨迹
。

求出其交点
.
但是

,

增添二对辅助零
、

极

点 (p
。
: , 二。

:

及 p
己2 , 二‘2

)

,

然后分成 T (2
,

2
) 型及 T (斗

,
o

) 型二组
,

分另
,
j绘出 150

“

及 。。 轨迹
,

更为方便
.
因为

,

对于 色
,

九
, 碑1 ,

乓
:
四点可绘出 C

:圆 (见图 14 )
。

是其 180
。

轨迹 ;对于

户
2 ,

P
l ,

p

o
l ,

P

。:

四点
,

只要所选之二对辅助零
、

极点的位置
a, , a :

能保证
ala:一 plpZ

,

则 p,
,

Pe
:

之垂直平分线 L
l,
就是其 。。 轨迹

. al, a :

二点可以这样选取 (参看 图 14 )
:
首先在实

轴上 如
,
产
3
之右取一点 o1

,

利用值角三角板 由 p
、,

p

3 , o , 三点 确 定 叭 点
,

以
口 , 为 圆 心

,

o1
M

I 为半径作出 c
:圆 ;再用直角三角板

,

使一个直角边通过
。: ,

直角顶点在 c
, 圆上的位
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置 (M
Z
) 要保证使 al

a: ~ 八九
.
这样所作成的 c

, 圆与值线 L
, 的交点

了:
及 式

,

8[] 是所求的

180 。 轨迹上的点
.
图 14 表示出最后作 出的 180

。

轨迹
.
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对于 T (4
,

0) 型传递函数
,

增添二刘
一

辅助零
、

极点后也可以分成 T (2
,

1
)

。
T

(
2

,

l) 及

丁 ( 2
,

0) 型三组来求作根轨迹
.
这时

,

要保证三组轨迹能相交于一点 (见 图 1的
.
具体的

说
,

在选定
;:
点和 a:点时

,

要使由 P
, ,

八
, 礼:所作的 c

;圆的半径 处M
: 和由 色

,
P
、,

共
:
所

作的 L
、 圆的半径

。Z
M

:
相等 (这在作图时很容易做到 )

.
因为只有这样

, ‘1 圆和 L 、 圆的

交点
, ,
及 式才在 Pc

:与 内 的垂值平分线 (第三组轨迹)上
. ‘, 圆及 L

, 圆都是 。。 轨迹
,

而
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第三组轨迹是 180
。

轨迹
,

故交点 红 及 式是所求的 180
。

轨迹上的点
.
图 巧 表示出最后

所作 出的 180
。

轨迹
,

它与图 14 是相同的
.

三
、

根 的 灵 敏 度

研究开路传递函数 T (
,
) 的零点

、

极点及K 的变化对于根 (右)的影响
,

对于分析和综合

挂制系统是有意义的
,

特别是当 右 为主导极点或位于稳定边界时
.
这种影响以灵敏度表

示网
.
将(l) 式写成

月(
, ,

天) 一
n
(
,

) + 尺
·

m

(

了
) 一

n
(一 。,

) + 、
n
(一
z,

) 一 o ,

(
3

)

公 = 1

郎可求出根(
, ,

) 关于 K
,

零点(
z、
)或极点(p

‘
) 的灵敏度

:

己H
K

’

石又

口H

日, ,

‘m (
了,

)

, ’

(

了,

)
+ 尺m

‘

(

, ,

)

’
(
4
)一一

右一K一‘无一刃一K
一一

尺K

S

近沙了

d 、
,

_ d
z i

_

口
2 1

口11

口:
,

口月

口, ,
_ 口产i _

口P i 口H

f
。 ’

(

s ,

) + 尺
·

m

‘

(

, ,

_ _ 过
. ~
一二一一

口凡 / 、 ,

气万z 一
2 1产

( 苏)

‘了、一r/、

。

(

s ,

)

[

, , ‘

(

了,

)
+ 尤

·

m

‘

(

, ,

) ] (

, ,
一 p ,

)

S 畏
(
, ,
一 p ,

)

’ (

6

)

己
, ,

利用上述公式计算灵敏度是麻烦的
.
但是

,

利用下述图解方法求灵敏度就很方便
.
设所

研究的传递函数 T (习 的根轨迹 如 图 16 所

示
,

其中 p
, 为 了 (

,
) 的一个极点 (其余零

、

极

点图中未表示出)
,

现在要求出 P
、
变化 对轨

_
、

, , 、 一 ,
,

_

。 , _
二 二 _ , 、 , , .

口了
、 二

一 。

迹上 A 认)点的影响
,

自p求出 毛牛
.
合极点 Pi

’

“
’

一 ’
‘
-

-

一
’ 一

己P
i ’

增加 △P , ,

则对应于新的传递函数

了
’

1

(

;

)
一 T (

s
)

了
一 Pi

, 一 (p
,

+ △p
;
)

图 16

立郎可用所讲的几何作图法在 A 点附近作出

一点 B 认 十 △sj)
.
显然

,

△s
,

是由于 户, 的改

变及 K 的改变 (作图时 A
,

B 二点的 K 不 相

同)而引起的 右 改变的向量和
,

郎

△、,
一 (△

:,
)

。二
+ (

△:s)
‘ , , 七 碟

△K
,

口了
、

.

—
月一

一
.

等式(7)中答值未求出 (也不必求出 )
,

但 (△劝
。二

入

K 口P i

的方向必与

△P ( 7 )

A 点的切线方向 A q 一
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致
,

而 (△劝、
,

一

/△户,

一 / (
s, 一 丸)

.

巫
.

口Pi

此处

△P
、

的相角
,

根据公式 (6) 可知它必较 (△sj) 、 的相角大
:

匕全鱼 一 o ,

因此
,

作 出 A p线
,

使 /qA p 一 一 / (s
, 一 八)

.
再由

B 点作平行于 A q 的直线与 A 夕相交于 c
,

便得到
:

(△了,

)

二 p 、 一
李

·

△户
;
一
丽

,

d
P

i

(
s

)

故

口
s ,

A C

不
犯
瓦

·

由(
9
)式的结果

,

又可利用公式(6)求出 成
:

口, ,
、

A e

欲 一 不丁
·

又
, ,
一 P

i
) 一 下兀二

·

又
‘,
一 户

;
)
.

口产 矛

‘君j

(
9
)

(
1 0

)

, ,

对于其他零
、

极点的灵敏度可以用上述图解法直接求出
,

也可利用所求出之 毅
,

再

按公式 ‘幼 或 (6)求出
.
须要说明

,

当 p
,

为复数时
,

( s) 式中的 (△动、
;
要考虑共扼极点

(p,
,

爪)同时改变(△产
, ,

△爪)的结果
,

郎

口
s、

戈0 5
1
)
‘ p ,

.
‘p二~ 不丁- 一

‘

O P
i

口P
i

口了
、

~ 十
目

一二一下

d P
;

△城

,
.
J一些(l 土立全竺

亘一 二 少吐二j 全些些 飞
‘ 了

i 一 又a i 卞 了留i/ 了产

一 又J i 一 了留i/
少

(
1 1

)

上式中

合 △ , 叭

P i ~ J , 十 少。 产i ~ 叮 i 一 1留i , △p , 一 △ , ;
十 j△tt,

, , △川一 △, , 一 /△。l.

一 O ,

则

(△
, ,

)

‘ , , 一‘ ,
:
一‘ 。, 一 25:

{

△二,
(
, , 一 a、

)

[
5 1 一 (

a ,
+ 厂。,

) ] [
, ,
一 (

a 、一 j留 ,
) ]

(
1 1

.
召
)

令 △a
:
一 。

,

则

(△
, ,

)
‘ , ,
一

‘,
,一

阴 ,

一
2、:

{

△州i
·

留i

[
, ,

一 (
, ,

+ 萝。,
) ] [

s j 一 (
, 、一 i留

,
) ] }

.

(
‘’

·

乡,

( 11
.
。

) 及 (n
·

的式提供了 (△sj)
二K 和 (△si)

‘ , ,
,
△ , , 的相位关系

.
于是

,

和单极点变化时的

作图方法相似
。

可以很方便的找出仅仅是
a ,

变化 △a
*
或仅仅是 。, 变化 △。,

时所对应的

(△
, ,

)

‘

Pi, 州 ~ 才 c
.
于是

:

丝}
_ 上

.

亚dP小 , i一。 。 、
2 △了

; (
1 2

,

。
)

鱼{
_ 土

.
里三

d户小 , , 一 ‘留 , 2 △‘。 ,

现在再回到图 16
.
由图可见

:为了使结果更准确
,

可以先作出 A P 线
,

时
,

应尽量使 B 点靠近 J p线
.

(12
.
b)

然后在作 B 点

例 5
.
设T (力

K

(
,

+ 户1) (
,

+ 夕2) (
了
+ p

3

)

其中 P
l
一 0 ,

P

Z

一 一 4
,

P
3

~ 一 16

其根轨迹已如 图 11 所示
,

且知 K 一 20 时
,

轨迹与虚轴之交点为
了,

一 j8
,

术 P
Z
对该点之

灵敏度
.
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为清楚起见
,

将轨迹重绘于图 17
,

先作 A 点之切线 A q 。 并作 A P 线
,

使 乙qA P 一

一 匕Pl 色A
,

设 △P :一 2 ,

在图中定出新极点
: P: + △P : 一 一 2

.
按几何作图法

,

在 A P 线

附近作出新的轨迹上的一点 B
.
由 B 引平行于 A q 的道线与 A P 交于 C 点

,

于是测得

七 0
.
4乙5

0一AC一邹
一一

丙一娜

12) 宁

I, 尽 P
刀(‘户二声‘~ ‘

叮一6 一2 一 8
半
一 4

叫分-
.
彩

P:+ △产2 0

图 17

四
、

精 韶

1.这种几何作图法是准确且方便的求作根轨迹的方法 ,

所用的工具只是圆规和三角

板
,

很容易解决
.

2
.
所提出的求根的灵敏度

: 口: ,

S 晏
, 止匕竺
一 dP ,

口s
、 二 。

一
、 『 . _ 口

~ ~
二_

~ _
、 一一

, .

一
,

~

, : 二 。

二尸 阴力精
,

‘

也J定用囚规刀j二 立用艰又坟兀 哟 水田 日」
.

口之 i

3
.

对于复杂的根轨迹
,

可以在不增添辅助零
、

极点情况下
,

适当组合原有零
、

极点
,

找

出 o
“

或 180
。

轨迹的交点
,

迅速确定出轨迹上的某些点
.

4
.
利用本作图法时

,

实轴上的根轨迹根据一般规律绘出
,

而轨迹上的 K 值
。

可以利用
“

对数螺旋尺
”
或其它方法求 出

.
并且必要时可根据一般规律先绘出渐近线[l.

2〕.

5
.

应用这种作图法的困难在于
: 当 T (

,

) 的零
、

极点较多时
,

选择辅助零
、

极点的位

置
.
因为

,

有时二组简单轨迹不一定相交
.
文献「l] 所介绍的一些常见传递函数的根轨迹

图形可以作为选择辅助零
、

极点和作 图的参考
.

附录 I 图 2 所箱戟迹的靓明

如图一
,

设
了

为圆上任意一点
,

显然

/
, 夕。 一 /

, 户
’
o

=
9 0

“

2
/

: 。o 一 2/
, ,

’
o 一 1 50 (附

一
1
)

/

, 2 0 一 2/
s户

’
o ,

( 附一2
)
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故
2/

, 户。 一 /
s二 o

~ 1 5 0
“

( 附
一
3
) 式与 (2)式 左~ l时一致

,

( 附
一
2
)式与(2)式 左一 。时一致

,

故图

2占所绘之轨迹是 。
“

轨迹
.

(附
一
3
)

2a 所绘之轨迹是 180
“

轨迹
,

图

如图二
。 ,

设
, , 为 plp

:
右边圆弧上任意一点

,

石为
:1的共扼点

,
p

l 。 : ,
P2

口 2 均平行于横坐标轴 幼
.
显

然

匕卫些‘一

合匕
竺兰i

一 兰燮
,

但
/

, l
p

2 ,

;
~

/

5 1 0 2 0 : 一 / 2 二 /
, 1

0 2 0 : 一 / l ,

故

/
, 12 0

~
/

s l p
Z o : 一 / 1 ,

/

, , 。 o 一 /
: ,

p
Z o : 一 (一 /

slplo、) -
。

〔附
一
衬式与 ‘2)式 左~ 。

时一致
,

故图 2c 的虚线圆弧是 。
“

轨迹
.
再如图二 石,

任意一点
.
由(附

一

对式可立郎得出下式

(附
一
4
)

设 犯 为 PI PZ 左边圆弧上

/
, 2 2 0

’

一 /
sZpZo二一 (一 /

sZp lo;〕=
o “ ,

故
/

, 2 0 0 一 /
, z夕20 : 一 (一 /

, 2户;o :) = 1 8 0
0

(附
一
5
)

(附
一, )式与(2 )式中 天~ 1 时一致

,

故图 2c 实线圆弧是 18。
“

轨迹
.

附录 H 图 3 所糟轨迹的征明

如图三
a ,
设
51为圆上任意一点

, 户IM I M
z ,

M p Z上
zpl , 故

但

故有:

又因

△ M zPI帕 △ PZ召M ,

M
z : 名P I 二 PZz :zM

.

几尹名
~ 八二

J 1 2 : 忿P I = P Z
店
=

z ‘1 ,

“
z户1勃 △ PZ万M ,

乙 1 一 乙 2
.

/
, 1 0 0

~
/

, 1户20 一 乙 2 ,

( 附
一
6
)

/

5 1 2 0
~

/

, 、夕20 一 艺 l

~ /
, :户20 一 (1 80

“

一 /
, 1户, o

)
,

/

, , 二 o 一 /
, l p Z o 一 /

, l户10 二 一 180
0

(附
一
7
)
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(附
一
7
)式与 (2)式 左~ 一 l 时一致

,

故图 3a 的圆是 180
“

轨迹
.
再如图三 b

,

设 犯为圆上任意一点
,

其它

关系与图三
a
相同

,
只是 P1

,
P2 在

二
点之左

,

显然

/
5220 一 /

52户。 + 艺 2 = /
, 2夕20 + 匕 l ,

自口

/
, 2 2 0 一 /

, Z
p

Z o 一 /
‘Z
p l o 一 0 0

.
(附

一
8
)

(附
一
s) 式与(2 )式 左一 。时一致

,

故图 3b 的圆是 。
“

轨迹
.

图 三

附录 H l 双2
,

2) 型传递画数根戟迹作图法

(零
、

极点均为实数时)

1.当 zl
、

勺 和 Pl
、

P2 各在一边时
.

作
。 12 :

圆和 Pl p
Z
圆

,

井作出该二圆的公切线 HI H
Z,
以 HI H

:
为道径作圆

,

Hl 从 圆与实轴交于 E
、

F

二点
.
最后

,

以 EF 为直径作圆
,

郎是 180
“

轨迹 (见 图四 )
,

实际作图时
,

辅助圆不必全部绘出
.
H ,

11
:
圆

的圆心 H o与 E F 圆的圆心 0 在同一纵坐标线上
.

图 四 图 五

2
.
当
21、 二;

在 户1
、
产: 之间时 仔l

, 夕2在
21, 二2 之间时也是如此)

.
作 户1户2 圆与通过

二 z 和
22的纵坐标

线交于 Nl
,

N
:

和屿
.
联结 屿N 3及 NI N 3 井延长得到 E

、
F 二点

.
以 EF 为直径作圆

,

即是 。
。

轨迹 (见

图五)
.

(注: 图四
,

图五中 E
、

F 二点
,

实际上郎是 勺 二 :
圆和 p1P

:
圆的对称点

.
二个圆对称点的求法参看文

献t一(, ]

.

)
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