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位置的全局稳定性
�

陈 少 豪

摘 要

本文对切除硬反馈的继电 自动调节系统平衡位置的全局稳定性进行了初步的讨论
�

利用

�
�

�
�

李雅普诺夫的直接法和 �
�

�
�

雅库波维奇 �� 的结果
,

给出系统平衡位置全局稳定性的

若干频率式的充分判据
�

文末应用同样的方法
,

讨论了继电值接调节系统平衡位置的全局稳定性
,

得到了一个较文

献【�
, � �易于应用的频率式的充分判据

�

一
、

引 言

继电系统平衡位置的小范围稳定性曾为 只
�

�
�

崔普金等人用各种不 同的 方 法 所 解

决 �‘一� �
�

今讨论继电自动调节系统

� � � � �

袱的

一 ��
, �
� 一 � 甲�

�
��

十 �

雪���

一 �

�� �

的一种特殊情形
,

郎切除硬反馈 �� �

分 一 � � � 。甲�� 

沙 � ��
, �
� �

十 �

互�� �

一 �

�� �

、����、
�

�
‘

�
�
,

�
�

�日��八�����
���

夕一一�卜��������当当当当当当

�
����、���� 
�

一一
、片了

�
�‘、

甲

的平衡位置
二 � �

, � 一 � 的全局稳性
�

系统的方块图如图 � 所示
�

这里用 小 写的 拉丁

刀刀甲甲

卜卜卜’’

刁刁

图 �

水
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,
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字母表示向量
,

大写的拉丁字母表示矩阵
,

希腊字母表示纯量 �用
“ � ”

表示转置
,

��
, 二

�一

� � � 为内积
, 甲��� 的继电特性如图 � 所示��,� �

,

雪��� 的绝对值不超过 �
,

它 的 选 取 和

� � � 相容 ��
�

�� 式中的
� , 召 , � 为 。

维向量
, � 为 � 阶常方程

, � � � 为硬反馈系数
�

本文不讨论 尸 一 � � ��
一、

,

的 � � , � � � 的系统 �� 的平衡位置的全局稳定性
,

因为此种情况在文献【�� 和〔��� 中已进行了研究
�

其他情况在文献【�
, �

,

� , � �
,

�� 」中也都

进行了讨论
�

这里
,

利用 �
�

�
�

李雅普诺夫的直接法和 �
�

�
�

推库波维奇的结果
,

给 出

系统�� �平衡位置全局稳定性的若干频率式的充分制据
�

二
、

解 的 定 义

这里采用 ��
�

�
�

阿里莫夫即� 关于右方多值连续方程解的定义来给出系统 �� � 的解

的定义
�

对系统 �� �作如下的假定
�

�� 当 �� � � 笋 � 时
, � � � 粗稳定

,

�� 左一� 魂 � � ,

犷 � � � � � � � 具有一对纯 虚 根
士 �。。 � 而其余的特征根都具有负实部

�

这时必然存在实的非奇异的矩阵 �线性 变换 �反

使得 � � � �

�
,

� � � � � �
� 一 �

� � � � 】
,

� �
� �

� � �� �
万

田

马
,

� 一二 一

�
‘ �

�
,

、一“ 一
�

“ �

�
,

、�� 一
�

� � � � � � � 召� � � ��
此处 � �

粗稳定
, �� , � � , � � 是 � 一 � 维 向量

,

御
, “� , � � 是 二维 向 量 � 又记 内

� 几、 �
� ,

� 一
如 一 气刀

, ’司时仍假足
�

这里

�� � 一� “ 一 一 二 十 �有
‘ “ , ,

幼 � � , “ � � 一 一 。 十 召
产

�
“‘

�
,

、 仪� �

� � � �

一 � ,尽
�

一 � �夕, 一 ��� �� �‘。。�
。,。

一 。�乙��。�
,

一 一 �� �夕, � � �尽�� 一 ��� � � � 。。

�
〔。。
一

〔�

�云��
。。

�
,

岔�
,

� �
� � �� 一

� � �
一 ��

了

�� �

����
夕

�
几

一一�一�

是系统 � � � 线性部分的传递函数
,

� 是单位阵
,

� � � 当 ��
� � 一 � 时

,

设零特征根的重次为

存在实的非奇异矩阵 � 使得回
� 万

,
、 � 牙八

� 一� � 了 � � �
�

了一 � � � �
一

�
�

� � �
一

�汾� �
�

一 了石
�

。

而其余的特征根都具有负实部
,

这时必

�
‘
� �

� 石
�、

�
、

� 不 � 一 � �
�

一

�声�

此处 万
,
粗稳定

,

戴
,

瓜
,

多, 是
,

一 � 维向量
,

乳
, 。 ,

尽是实 数
�

并假定
,

补 万厂
‘压工 � � ,

�� 把函数 甲��� 看成在间断点 � 一 。处的值为零
,

只有当信号 �� � 变化很快地通过闭值 �死区 � � “ �
、

函 数

抓�� 的变化也很快时才可能
,

这相当于要求调节器无惯性 �例如 卯�的 � �讼。

�� 的理想继电特性情况
�

但实
际调节系统总是有惯性的

,

故这种情况在一系列的物理状态中很少有根据
�

例如在研究与 �� 习常处在换接阂

附近有关的那些继电系统的运动 �如滑动运动
,

部分的孕胃动状态
,

具有断续的运动等�时
,

这种理想的继电特性

是被认为不容许的
�

文献 〔�
,
�」提出了用多值的连续特性来代替单值的脉冲函数

�

最简单的继电环节的继电

特性不是由公式 沪��� � � ��� � 来描述
,

而是按下面的关系式来描绘 �

卯� � � �

口 � �
,

� 一 �
,

口 � �
,

当当当
‘�、�,, ‘

�红一

屯�
,
�的绝对值不超过 �

,

它的选取和 � 一 。相容
�
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压产石
1 < o , a 尽一 hm R

。 〔。,

云(i。 ) < o
‘)
.

仿效文献「7 ]
,

在考察系统(2)的同时
,

也考察正系统(对应于
a ) 0)

(4)
十x)滋(e,一一一一

.X。口

和负系统(对应于
a 镇 0)

一 滋 一 “

不
一 (b

,
x

)
J

(
弓)

以及系统

分 一 B x 〔6 )

(这个系统的轨线分布在集合
a 一 沙 一 。上 )

.
这里

,

B = 左 一 (
a ,

b 犷
1口b * 刁 = [ E 一 (

a , 占犷
la占* ]刀

.
(7 )

由文献「7] 可知系统 (2)的运动完全可 由系统 (4)一(6) 来描述
.
在系统 (2) 的解的定义

中
,

只要求矩阵 B 的秩为
刀 一 12) 及

召* b < o 郎可 (矩阵 B 的秩为
, 一 1 , 保证了在集合

a 一 沙 ~ o 上无非零的奇点 )
.

仿效文献〔3 ]井利用它的引理不难证明
,

在(l) 或(2)的假定下
,

正(负 )系统的解都不

会于任一段时间中
』

匠处于换接集合
a 一 沙 ~ O 上

,

亦自p排除了文献 【14」中称之为不可容

许的情形
.

三
、

全局稳定性判据
“)

定理 1 若系统(2)的参数适合条件
:
l) 矩阵 A 粗稳定

,

b*
A
一1。

>
O

, 召 *
b

< 0;
2
) 存

在某个非负数 q ) O 使得不等式

(才
“ , 占) + 叮(

a , 占) 笋 。‘) ,
(

8
)

R
e

(
了 + i。

)乙(i
〔o

) >
o

,

一 co < 。
< + co

,

(
9

)

成立
,

则系统(2)的平衡位置
x 一 o , a 一 。全局稳定

.

附注 由对叔
,
) 的分析按〔4

,
5
] 获知 叔

:
) 的罗朗展式的系数 而 - 一a* b > 。

,
、,

一
(Aa ,

的< 。

是系统 (2)小范围稳定的必耍条件
.

仿效【10 ]
,

用简化传递函数的方法可得下面的简化准则
:

系 1 若系统 (2) 中的矩阵 A 粗稳定
,

向量
“

是矩阵 A 的特征向量 (或向量 b 是矩阵

A * 的特征向量)
,

则系统(2)的平衡位置全局稳定的充要条件是
‘ * b < 0

.

定理 2 若系统(2)的参数适合条件
:
l) 矩阵 A

,
粗稳定

,
一二 + (A产

。 ; ,
b
l

) >
0

,

一 占 +
反

广b
l< 0; 2) 实数 丫

) O
, 泞 > 0 ; 3 ) 有不等式

(A
a ,

b
)

+ 叮(
a ,

b
)
笋 o ,

R
e

(

叮 + i。
)云
:(i。) > o

,

一 co < 。
< + co

(
1 0
)

( 1 1 )

l) 这里
丫 ,
占

, a 月都是线性非奇异变换的不变量
.

2) 在(1)或(2)假定下
,

易证 刀的秩总为
n 一 l 〔

’Jl
.

3
) 这里的一切判据都可用严正实函数的术语

〔‘吕,
来表述

.

4 ) 实际上要求大于零:(10)式不要求写成 (过
, a l ,

b
,

)
+ 口

(
。; ,

b
:

) 子门
.
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成立
(

, -
Z全生

吞

、 0 ,

敏
‘

卜朴:(
、1

一
:)一

lat)

,

则其平衡位
。

局稳定

系 2 若系统(2)中矩阵 A
l
粗稳定

,
丫 一 O ,

向量
召,

( b
l
) 是矩阵 A

l
(A为 的特征向量

,

则其平衡位置全局稳定的充分条件是
: 占 > 0 , 召

邦
1< 0

.

此系的证法与系 1类同
.
仿效文献「17 ]

,

可证
:

系 3 若把定理 2 中的 占
> o 改为 占 < o ,

而其余的条件不改变
,

则系统(2)的平衡位

置是不稳定的
.

定理 3 若系统 (2) 的参数满足条件
: l) 矩阵 万,

粗稳定 ; 2 ) 封 多
;< o

,

时 一

一im 砒。 ,

云(i。 ) < o ; 3
) (万

,压1
,

石、) > o
,

R
。 、。乙

1
(、。) > o

,

一 co < 。
< + co

,

(
1 2

)

公 4 0

则其乎衡位置全局稳定
,

其中 乙
1
(
,
) 一生 牙(万

:一
,
E

)
一1压, l).

系 4 若系统(2)中 万
l
粗稳定

,

昭 < 0
,

压挤
1< o

,

向量 又(多
1
)是矩阵万

1
(万扮 的特征

向量
,

则其平衡位置全局稳定
.

系 5 若把定理 3 中的 叩 < o 改为 叩 > o
,

而其余的条件不改变
,

则系统(2)的平衡

位置是不稳定的
.

这两个系的证法分别类似于系 2
,

3 的证法
.

定理 1
,

2
,

3 及系 1 的证明见附录 1 .

最后不难看出系统(2)可化成(就稳定性而论 )等价系统
:

、卜..口‘、了....
JCn[jU�日卜一一Vaaa当当当

分 一 刀x + 。

袱的

曹一 甲 (
a
)

a 一 (石
, x

)
一 于夸

+ 1

乙(
t)

一 1

( 13 )

r..IJ‘、.seee
、

一一
、

、产
a

z
了、
、

甲

其中 多一 A *一lb
,

于 一 b*A 一
la.

由于矩阵 B 的秩为
n 一 1 , 在集合

6 ~ 沙一 。上无非零奇点
,

故可仿效文献「101 利用

B
.
M
.
波波夫法(自口拉普拉斯变换法 )证得

:

定理 4 若系统(2)的参数适合条件
:
l) 矩阵 A 粗稳定

,

矩阵 B 无纯虚数的特征根(或

瓦(
;
司 铸 0)

; 2)
召 * b < o

,

b*
A
一14

> o ; 3
) 存在非负数 q 李 。,

使得不等式
Re(r + i。穿) 乙(i。 ) ) o

,

一 co <

则系统(2)的平衡位置全局稳定
.

四
、

筒 例

现考察继电自动调节系统[l0 J
:

十 1

互(t)

一 1

(1斗)

f..,,Z、l..ee
、

一一
洛a

Z‘、
甲

其中 M > O

引进新的未知函数
x;~ 行, x :

一 亏便将系统(1斗)化为形式如(2)的系统
,

这时

/ 0 1 \ / O 、 / 1 \

刁 一戈
。一 M 夕

, “ 一 戈一 N 少
, 乡一又

;
).

l)(牙:a ,

石
,

) 二 (刁
a ,
右)

,
R e ‘。己

,

(
i 。) = R e i。存

:
(i。) : 条件 针石

;< o 似可改为
口* 乡< 0

.
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由于 A 的特征根 凡l 一 0 , 凡, - 一 M < O
,

故可应用定理 3
.
定理 3 的条件 2)可归结

为 群
> 0

.
不难算出系统(14)线性部分的传递函数

:

G (
、

)

_ N (
1 +

l
‘、

)

s ,

(

,
+ 材)

’

于是

�日�
V

N一M枷二业业丝土卫I 一 一

一
。 ,o 2 + M

Z

而定理 3 的条件

一 lim R 。 。2云(i
‘。

)
一

.冲 0

3
) 可分别归结为

群M > 1
,

D
_ ;

~ 声 ‘:~ 、 _ N (
拜
M 一 l) \

。

_ ~ /

_
、

/
二 ~

1、
“山

、J l \ ‘
叨 / —

—
/U,

~

、、
山 、、 二

~

-

〔o ‘

十 材
‘

(
l 多)

( 1 6 )

显见只要 (15) 成立
,

则 (16)必成立
.
因此不等式(1弓)自p是系统(14)平衡位置全局稳定的

充分条件
.

系统(14)在某种意义下描述装有 自动驾驶仪的反馈失灵的中位飞机的运动
,

其中 刃

描述飞机的航行角度
,

夸描述舵的旋转角度
, 口 是操纵舵的伺服马达的特征函数的宗量

,

群 是人工阻尼
,

M 是飞机的自然阻尼
,

N 是舵的设备示性
.

五
、

继电系杭平衡位置的全局稳定性[
3〕的一个韶注

本节讨论文献tZ
,
3

] 研究过的继电直接调节系统
1)

当当当f侣..、少...t

一一
、

,a
fZ、、

甲

分一 A 二
+ b 甲( a)

a 一 (左
, 二

)
}

十 1

雪(t)

一 1

( 17 )

的平衡位置的全局稳定性
.

如同文献12
,

3]

,

假定系统(17) 满足条件
:
l) 矩阵 A 粗稳定

则可证
:

3)友
*左 一l b > o

,
n
�

、

l

卜
I

J
VnU00

了

D势一一V犷a口a劝

定理 5 若存在常数 q ) 0
,

使对一切实数 田 成立有

R e(奋 + i。
)
G
(
i。
) > o

,

(
1 8

)

则系统(l;)的平衡位置全局稳定
.
这里 ‘(

,
) 一 夜

*
(A 一

:E )
一
lb

,
i 一 斌石

.

系 6 若系统(17)中矩阵 A 粗稳定
,

向量 b(左) 是矩阵A (A
*
) 的特征向量

,

则其平衡

位置全局稳定的充要条件是 天
*b < 0.

定理 5 及系 6 的证明见附录 II.

现从定理 5 出发进行一些讨论
.

(l) 应用文献〔1J 的定理 2 于文献〔3」的定理 l
,

则它的充分判据变为相 当于要求
:

(左
, 云) + R e(宁 + i。

)
G
(
i。
) > 0

,

一 co < 。
< + co

,

( 左
, 刀,乡) +

穿
(尺

, 刀b ) 笋 0
.

显见此结果被包合在本文的定理 5 中
z).
又式(15) 虽以严格的不等式出现

,

然而没有对矩

功 这里和附录 11 的记号同文献【3 1
.

2) 应用文献[l] 的定理 2于文献 [ Z J的定理 1
,

则它的充分判据变为相当于要求: Re 彻‘(i
。
) > 。

, 一 oo < 。 <

十 00
.
显见此结果包含在本文的定理 5 中

.
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阵 B 一 A 一 (左
,

b)

一 lb 扩A 无纯虚数特征根(此为文献[3〕的定理 2 的条件之一)的要求
,

故本文的判据对应用来说可能要较文献「2
,
3 」方便些

.

(2 ) 计算表明矩阵 B 一 A 一 (交
,

的
一lb扩A 的特征多项式

乙(
,
) = 一 (交

, 右)
一与交
*
(A 一

,
E

)

一‘b d e r
(
A 一 sE ) = 一 (友

,
b

)

一‘s
G

(

s

)
d
e t

(
A 一 ;石 )

,

(
1 9

)

当
了
一 i。 时与 刀( i

。
) =

R e
(
1 + i。全) G ( i。 ) 有如下的关系

:

.

℃

l

眨产Jes

j

产

功
:杏

了苦、

L

二( *
。
)

一
(*, 云) R ·

{

l + i 的q

1 0 d
et
(
A 一 io E )

(20 )

由于矩阵 A 粗稳定
,

故 de
t
(A 一 汤E ) 特 0

.
从式 (19) 可看出

,

钊定矩阵 B 一 A 一 (乞

b)
一1
城
*A 有无纯虚数特征根可归结为判定 G (彻)是否为零

.
矩阵 B 的秩为

, 一 1〔13]
.

当

G (俪) 一 。时
,

波波夫不等式(11)[3J 以等号成立
.
又从(19)

,

(
2 0

) 式可以看出
,

讨论系统

(17)的平衡位置全局稳定性的间题最终都归结为讨论系统的传递函数 G (
:
)(或频率特性

G (i。) )或矩阵 B 一 A 一 (反
,

b
)

一lb 友
*A 的特征多项式 L (

,

) 的性状
.

仿效文献 〔18〕
,

从图式分析表明在使用定理 5 的充分判据时
,

只要对
6 簇 。

< 十 OO

(
。
> 0 充分小)来验证判据就够了

.

附 录 I

、 ,/、、了、、了,..

2

,j,二,�,乙
Z
‘
、

/l、产

L

定理 1 的证明

作李雅普诺夫函数

V (x , a

) = (
H

‘ , x

夕+ !
口
}
+

Z b * A 一l a
(
占* 才一 l x 一 a

)
2, H = H

* , 。) 0
.

一 G ~ 左* H + H 汉 < O ,

一一

‘

乡l一2IJ · 十
合
q“‘一 1” 十

成立
,

则当 a) 。或 U〔 0 时
,

函数叮
, ,

时 依正系统 (的(或负系统(, 力对 ‘的全导数为 气(
戈 ,
时 一 价-

(
x , a

)
= 一 (G

x , x

)
一 。

!
a 】< o

,

而函数 V (
x , a

) 在超平面 a = J = O 上依系统 (6)对
才
的全导数

,

根

据 u ~ 。,
J ~ b*

x 一 。以及关系式(23)可算出九(
x ,
的 - 一 (Gx

,

劝
.

由此可看出耍求导数叹
二 ,

时 是定负(当 q > 。)或常负的(q ~ 。
)
,

仅须 G > 0
.
根据文献【l] 的定理

2 可推知
,

矩阵
一
向量不等式(22)

,

( 23 ) 有解 H 一 H * ,
H > 0 的充要条件为对一切实数功 成立不等式〔8)

及
, , 工

(
。
) 一 。。

(

(
, 一 ;。: ,

一, a ,

李
。, * 一: 右 +

粤
石

、一 粤
。e (

叮 + *。
)。(*。) > 。

.

、 艺 乙 / 之

此郎条件 (9)
.
故对系统(2)存在有定正的李雅普诺夫函数 (21)

,

其依系统 (2 )对 :的全导数定负 (当

q > 0) 或常负(当 q ‘ 。
)
,

亦郎系统(2)的平衡位置小范围稳定[2, ”
.

其次我们指出
,

当 q ~ 0时在相空间中使 护二。的点集不含有系统 (2) 除原点而外的整条正半轨
.

事实上
,

由 价三。,

依 G > o得到 式 ,
) 三 。; 以 b

*
左乘系统(2)的第一个方程的两端井利用 x(

‘

) 三 。可推

知
a*b沪( a (才) )三0; 又根据假定

a*b < 0, 可知 甲位(t))笼o
,

故 0(
t)三 0

.

显见 以
二 ,

a) 具有无穷大下限
,

满足了 E
.
A
.
巴尔巴辛

一
H
.

H
.

克拉索夫斯基[l6 ]关于全局稳定性定

理的所有条件
,

故系统 (2 )的平衡位置全局稳定
.
至此证毕

.

定理 2 的证明

作李雅普诺夫函数(21)
,

这里
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/H l 、
月 = 气

_
】
,
衬-

\ 仃 2/
~ H 犷

,
11

2
~

)

, ·
> 。, “ - 兰望卫

口
) 0

.

依
丫
) 。, 占> 0 推知

,

可选取
K > 0 使它适合

2、。1 一 二 口2 + 召l

田O

若

一 。,
2
二
叱 + 二 召z + 月2 一 。

月la l + 生
2
兰望旦
口

“。
一‘石工 +

合
“, 一 0 ,

一 G I 一 A 扩H l 十 H IA I < 0 ,

成立
,

则函数(21)依系统(2夕对
:
的全导数可写成

(26)

(27)

{二
+
(
‘ , 口

)

x ’ 口 , 一
( 二分”刃Fc又工 , U

)

= 一 (
G lxl , x l

) 一 叮U ,

~ 一 (G l
xi , 二 1

)
+ 宁J ,

= 一 (
‘1二l , x z

)

,

当 a) 0
,

当 a成 0
,

当 a ~ 沙 ~ o ,

故 护(
二 , U

) 成 0
.

同样
,

依「l] 的定理 2 可推知矩阵
一
向量不等式 (2的

,

(
2 夕) 有解 H I一 H 广

, 月, > 。的充耍条件
,

郎定

理 2 的条件 3)
.

我们指出
,

在相室间中使 户(
二 ,

a) 二0 的点集不含有系统 (2)除原点而外的整条正半轨
.
事实上

,

若
叮 > o

,

依 ‘1 > o 可由 价(
x , a

) 二o得到
二1

(
t
)二o

, a
(
t
) 三 。, 沙介)二o; 又由 d(, ) ~ 石犷

xz(
,
)
+ 石梦

二 z
(
,

) 二o
,

x l
(
,
) 二o

, a
(
,

) 三。,

可从系统 (2)推得

分: = A Z二 2 , b芽
xZ(
t)二o ,

故
xZ“)二o[17]

.

若 叮 = 。,

同样依 G
:> 。可由 打

x ,
司二。得到

二 ,介)二0
.
我们以 牙A护左乘系统 (2) 中关于

二 , 的

方程的两端
,

便得

片右l.+
:一 片有

1二, + 峙A护
。 1卯

(时
.

依
x, 〔, ) 二o

,

可得 b犷刀犷1
。:沪

(
a
(
:
) )二 o; 又依 。= 二望夕

占

= o ,

而有(A
一 l a , b

)
一 占户Arl

az> o , 故 卯
(
a
(
t
) )三o

,

口
(
,

) 二o
,
d

(

z

) 二0
.
又将 d (

,
) 三。

, x l
(

,

) 二o
, 卯

(
a
(
,
) ) 二o 代入系统(2)

,

则得

分2 = A Z、2 ,
b 犷
xZ(
t)二o

,

从而
xZ
(
,

) 二o[
‘7 ]

.

又函数 V (
二 ,

时 具有无穷大下限
,

满足了 E
.
A
.
巴尔巴辛

一
H
.

J

胜定理的所有条件
,

故系统 (2)的平衡位置全局稳定
.
至此证毕

.

定理 3 的证明

依 邓 < 0 总可找到正数 x使得 Zx
a 十 月一 。

.

作函数
F (叉 , a

)
=

x *圣+ (万1‘1
, ‘l

)
+

}
a
}
,

万, =

若成立下列关系式:

H .克拉索夫斯基[1 61关于全局稳定

、1了、、了O八O了介乙,
JZ惬、

‘

‘
、

万犷

万声工 十

合
石, 一 。, 一 言l 一 “犷万1 + 厅l“l< 。

,

则 V(
x ,

a) 依系统 (2)对 t的全导数可写成

x, a

(
己l牙1 , 牙1)

(言l牙z
, 牙1

)

(岔l牙l
, 牙l

)

当 a ) 0
,

当 a ( o
,

当 a ~ J ~ 0
,

时时功袱成沁rl
之
.
1

一一

、了、

U
,

X

尹

‘
、‘

V

故 价(
x , a

)
( 0

.

同样
,

法文献〔1」的定理 2 可推知矩阵
一

向量不等式(2 , )有解 万l 一 万广
,

执 > o 的充耍条件
,

自口定理
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3 的条件 3)
.

我们指出
,

在相室间中使 气
x ,
时二。 的点集不含有系统 (2 )除原点而外的整条正半轨

.
事实上

,

由

于 岔: > o
,

可从 价(
x , a

) 二o推得裁(
,

) 二o
,

故 ,
(
a
(
,
) )二o

, a

(

,
) 二o

, 厅(
,
)二o;又依 d (

,
) 三。, 牙l (

,

) 三。,

峭 < 。
,

可由(2)的第二个方程推得 扎(
,

) 二。
.

又函数 以
x ,
时具有无穷大下限

,

满足了 凡 A. 巴尔巴辛
一

H.
H

.

克拉索夫斯基[16 1关于全局稳定性

定理的所有条件
,

故系统 (2)的平衡位置全局稳定
.
至此证毕

.

系 1的证明

由于向量
。

(的是矩阵 以A
*
)的特征向量

,

故

A a = 一 潇a
(
左> 0

)
,

(
汉* b = 一户b (声> o))

,

(
3 0

)

从而
、

、, 1
2矛

*石
(
汉 一 io E )

一 l a
~

左 一 名的

勿2 + 左2

· ,

(

“·
(
A 一 ‘。E

)
- 1

一
召一 i田

。“ 十 产

于是
、、、件J/
尹

.

乡*
a

R e i。言(i
。
) =

R e b *
(
刁 一 io E )一l

a
- 一

田2 + 茂2
二‘;

(

R · ‘。“(‘毋 , - 月
。2 + 万

2

因此若耍对一切实的 。 成立 夕 ~ 0 的不等式(9)
,
只耍 a* b < 0 郎可

.
又依关系式(30) 及条件

。*
b < 。 有

乡*汉一 1 召

一
上

。* , > 。
,

(

占* , 一1 召

一喜
。 , 。 > 。

反
一

、 舀

(A
a ,

b
)

= b
* 才4 ~ 一 茂a * b > o

,

( (
汉a

,
b

)
= b

* A a
= 一 瓜

*b> o) ,

故按 q ~ 。的定理 1可知这时系统(2)的平衡位置全局稳定
.
至此证毕

.

系 1的必耍性是显然的(见定理 1后的附注)
.

附 录 H

定理 S 的证明

作李雅普诺夫函数

v (
X
。

一
H· 十
丈

, (a )
d a

·
月 一 H ·

若
一 G 一 尹H + H A

,

一 g 一 月占 十 上 尹凡+ 生 诚
,

Z Z

D ~

成立
,

则函数(31)依系统(17

气(x) - 一

价_ (
二

)
- 一

价
c
(
x
) = 一

G + (b
, 左)

一1 9 9 * > o
,

)对 , 的全导数(参看文献【3」)可写为

(刀
x , x

)
+ 右*人[ l 一 (右

, 天)
一 1

(
g , x

) ]

2 一 q
,

当 a ) o
,

(
D

x , x

)
+ b

* 左[一 l 一 (b
, 左)

一1
(
g , x

) ]

2
+ 召a 当 a ( o

,

(
D

x , x

)
+ b

*

左[一 (b
,

咬)
一 1

(
b
,

A
x

) 一 (b
, 左)

一 1
(
g , x

月
2
当 a = 0

.

(3 2 )

(3 2 )

(3 3 )

rJ..、卫卫.、

一一

、、,J

公

产
l
、

·

F

依文献〔l] 的定理 1可推知矩阵
一

向量不等式(32)
,

(
3 3

) 有解 H 一 H * ,
H > 。的充要条件

,

郎归结为对一

切实数 即不等式(15) 成立
.

故对系统 (17)存在正定的李雅普诺夫函数 (3 1)
,

其依系统 (17)对
,
的全导数 沙(劝 负定

.
芝样一

来
,

对于系统(17)按衔接法定义的任一解
,

函数 川x( 约)是单调下降的
,

又 叮劝 具有无穷大下限
,

故如

同文献【3]一样
,

可证系统〔17)的平衡位置是全局稳定的
.

系 6 的证明与系 1的证明类同
.

附 录 111

现举例说明频率式判据对于数字式继电调节系统的应用也是很方便的
.
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考察 A
.
H
.
鲁里耶研究过的间接继电调节系统

十 l

右(
t
)

一 ]

当 a > 0

尝
“ 一 “

}

幽 口 < U J

( 3 斗)

!
J、esL

一一
、,2

a

了‘、

沪

I
L产esweJ

七b

一一一亏+ 10亏+ 9刃

吞一 诚a)
a 一 刃 十 0

.
5分

引入新的未知函数 们 ~ 乡
, 勺 ~ 方将系统(3斗)化为形式如式〔2)的方程组

,

这时

/ 0 1 \ / 0 \ / l \
注 一戈一

9 一 1。
)

, “ 一戈一
l
)
, 占一又

。
.
:
)

·

矩阵 A 的两个特征根分别为 彻 ~ 一 1 , 礼 - 一 9 , 故应该用定理 1

定性
.
由于 b* A

一
la ~ 生> 。

,

乡
砂b ~ 一 。

.
5 < 0 ,

故定理 1 的条件

来$lJ 定系统(34 )平衡位置的全局稳

功被满足
.

不难算出系统 (34 )线性部分的传递函数:

言(
,
) =

1 十 0
.
5 5

:
‘
, 2

+ 2 0
,

+ 夕夕
’

于是定理 1的条件 2)就相当于要求

R 。
(
叮 + i。 )言(i。) =

4 一 0
.
5仔) 0 ,

(
4 一 0

.
5泞) 。

2 + 9 一 ,
.
, 叮

. 牛 + 8 2 田2 + 8 1
> 0, 一 co < 印 < 十 co

我们可以很方便地取得 分) 。的 q , 例如取 q 一 。而使上面两个不等式同时成立
,

从而根据定理 1

获知系统(34 )的平衡位置是全局稳定的
.

本文一至 四节是在金福临导师指导下写出的
,

并得到叶查谦老师和李训经先生的指

正
.
特此致谢

.
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