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相空简坐标受限时的最优控制周题
�

张 嗣 赢

对于相室间坐标受限的最优捧制问题
, �

�

�
�

加姆克列利德泽等得到了控制最优性的必耍

条件 �郎熟知的极大值原理 �和衔接点处的
“

跳跃条件 ,�� ‘〕
�

但是文献〔�� 中所用的数学工具不

是初等的
,

推证过程也较繁长
,

不易为工程技米界所理解
�

本文在应用文献【� �中某些分析的

基础上
,

采用文献〔�
, �」中的方法处理这一问题

,

作法较为简单
,

而且除了得到【�� 中的结论外
,

还可得到一些新的结果
,

例如
,

文中所得到的某些充分条件以及对于线性系统
“

小范围
”

最优性

的必要充分条件等
�

一
、

最优戟楼全部位于受限区域边界上的情形

�
�

问题的提 出

设下 面的方程组描述一个控制系统
�

� �
, , �

�

、 �
�

吸丁一 了八 � ‘” ”
’ 义 � � “ ‘”

’ ‘ , “ ·
弓州

’ 、, ���

其中
� 工,

…
, � ,

是广义坐标
, 。 , �, �

,

…
,

�� ��  是控制参数 �以后简称为
“

控制
”

�
�

它们是

定义在某一区间
�。 � � 钱 � 的分段连续函数

,

在此区间有有限个第一类间断点
,

此外还

受如下 �个条件的限制
�

叮、�
“ � ,

…
, “ ,

� � � ,

�左一 �
,

…
, �� �� �

此处 戮�
“ , ,

…
, “ ,

�是些连续可微的纯量画数
,

以后称满足条件�� �的控制为
“

容许控制
” ,

表示容许控制的点
“ 一 �

。 � ,

…
, “犷

�在
犷

维空间中构成一个闭区域 �
�

又
,

��� 式中函数

�
,

对于诸
� ,

有连续的一阶及二阶偏导数
,

对于
。 � ,

…
, “ ,

满足李普希兹条件
�

考虑积分泛函

, 一 �
“

,

�
。

�
� � ,

…
, 尤 。

� 。 , ,

…
, 。 ,

� ‘�浮
, ,

�� �

其中 �
。

的性质和 �
,

者相同
�

另外
,

在
”
维相空间� 中

,

给定一个闭域 � ,

它由下式确定
�

,
产

、
产

斗气
�

‘
产

��� �
� , ,

…
, � ,

� � �
�

此区域的边界是超曲面

� �
、 , ,

…
, � 。

� � �
�

设此边界是光滑的
,

并对诸
、 �

有连续的一阶及二阶偏导数
,

且向量

日二
,

厂口。 日厂 �

言 一 � �� “ � 一 戈成
, ”

’

喃霖夕

�

本文于 �� � � 年 �� 月 � 日收至�】
�
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在边界上总不为零
�

我们提出如下的间题
�
在空间 � 中

,

给定两个属于闭域 � 的 点 �� 一 �月
,

…
,

代 �
,

�� 一 �对
,

…
,

式�
�

今要求在一切使映象点由 �� 到 �� 且相应的轨线完全位于闭域 � 内

的容许控制中
,

选取控制
“ �, � 一 �

。 ��� 
,

…
, 。 �

�� � �
�。蕊 若钱 � �

,

以使积分�� �有最小值
�

这样的控制称为最优控制
�

这里问题的特点是
�
在控制过程

�。毛 � 毛 � 中
,

须考虑 �� � 式的限制
�

此节将讨论

最优轨线全部位于边界�劝上的情形
�

我们现引进新变量
、。 ,

使

贵
一 ‘

。

�一
“ , ‘
�

·

�� �

于是问题可化为使 �� �� �有极小值的问题
�

将式�� 及�� �合井
,

可写成

粤
一 �、�

二 � ,

…
, 丫 。

� 。工,

…
, 。 ,

�

� ,
�
�

�� 一 。, � ,

…
, 。
�

� �
�� �

用 � 标记
� 十 � 维向量 � 一 ���

, 万 � ,

…
� �

� �

, � 。

�
,

又可将式 �� �写成向量式

��
� , 。 , ,

�
�

�� �

此外
, ”

维空间 中的区域 � ,

在
� � � 维空间中将用 � 记之

,

且 � 由下式确定

� �� � 一 � �
� 。 , � � ,

…
, � �

� 一 � �
� � ,

…
, � �

� 毛 �
�

�� �

�
�

问题的解

以下将逐步求解
�

��� 最优控制
“ �� 及最优轨线 �� �� 所应满足的条件

今用 ��  !
,

�� ��
, ‘。毛 ‘钱 � 表示最优控制及与其相对应的最优轨线

�

由于最优轨

线完全位于区域 ‘的边界上
,

故有

� �� �
�� � 三 �

�

�
, 。毛 � 攫 � � �� � �

为了便于研究其他容许控制及其相应轨线所受的限制
,

我们引进与式 ���� 等价的关系式
� �� �

� 。
�� � �

,

��� �
� �

, � �� �
, ‘
� 二 � ,

�
, 。簇 忿� 了� �� � �

其中
, ��

, 。 , ‘
� 一 �粤困

� ,

���
, “ , ,

�、
�

� � � �
��� �

、艳 屯二 。且 口� 匕 。耳
工 � �

』

、 、二
二�

右端表示向量常 与向量 ��,
, “ · ‘

�的数积
·

线的全导数
�

最优控制
。���或位于区域 � 之边界上

,

应满足

� �� �
��

, � ���
, ,
� 实质上是 了�� �沿最优轨

或位于 � 之内部
�

又计及式 �� � �
,

因此

蕊�镇
八�

�兀

、������二、�,���是��曰,���
, � , � � 一

。,
�
“
� 一 。

,

� ���

��� �

了、�
。
� 一 �

�

�� � � 是 试习为 � 之内点时的情形�
�

欲使式 ��� �对于
“工, “ �

有解
,

则必须以下诸
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向量线性无关
�

口� 口叮
�

� � ‘

�了。

一
�

一
, · · · �

一
�

� �斗�
� “ 口“ 口“

’

此时只要适当地对
“ � ,

…
, “ ,

的下标排列编号
,

就有�在 试�� 的连续性的点处 �

旦恤
,

魁
兰

鱼〕矜 。
,

� 咬� 工
,

…
, 群。� � �

亦郎可将
“ , ,

…
,

‘
� � 用 “

、
� ,

…
, 。 �

等来表示
�

显然
,

此处 � 最大的值只能取 � �
犷

一 �
�

当。 一 习 时
,

则化为要求

巫 笋 。

� “
��弓�

条件 � ��
, “ , ‘

� 一 � 和�� � �式及��� �式合在一起
,

将称为
“

正则性条件,’�

�� � 容许控制及容许轨线

今用 城�� 一 “
(
t
) 十 叙(t)

,
y

( t) 一 x (t) + 占x (t)
, t 。

(
t 提 T 表示其他容许控制及

与其相对应的轨线
.
我们要求 y(t) 不能跑出区域 G

.
为此

,

引入函数〔’〕

_
』 、

_ 令 抓(y
,

,
l)

工
/
_ ,

_ _
J 、

_ 孙(y
,

沁
丈 /

_ , _ _
J 、

R ( y
, 。 , 群 , t

) 一 夕
J

一
ji咬y , 。 ,

t
) =

一
,

f 交y
, 。 , 才

)
,

咬16 )

洲 口y
、

‘ ’ 、 一 ’ ‘

a
y

其中
人( y

, ·

卜
·

(

y + ·

鑫
二(

·
) N

·

)

,

群 李 。是充分小的数
. a。

(劝
,

N

。

等的意义见文献f11
.
当 y ~ x

, 。
一 “ , 群

-

然有

(17)

O 时
,

显

尺(
x
(
t
)

, 。
(
t
)

, o , ‘
) ~ P (

x
(
t
)

, “
(
t
)

, ,
)

.

(
1 8

)

据文献〔l] 中的分析可知
:
若 y(t) 的初始值 y(t0) 位于 ‘之边界上或位于G 的内部

‘之边界的微小邻域
,

则当 R (y
, 。 , 产 , ‘

) ~ 。时
,

y
( t) 总位于 ‘ 内

.
因此

,

欲使 y(t) 不

跑出区域 G
,

对于 y
, , ,

应有 g(夕( t
。

) ) 成 0 和

夕= f(y
, 。 , ‘

)
,

尺( y
, , , 拼 , ,

) = 0
. (

1 9
)

如在文献〔1] 中那样
,

将区间
t。

(
不成 T 分为一些充分小的分区间

丁 , 簇 t 成 升+ l
,

其

中 :
‘,

劝+ ;等合有
“
( t) 及其导数的一切间断点

.
同时

,

在这些分区间的左端
,

有关各量取
:‘

+
0 时的值

,

右端取
:i+ :一 。时的值

.
以后也均遵守此规定

.
于是

,

在前面正则性条件

下
,

就总可找到在每一这样区间上的 城t) 及 y (t)
,

且使 y( t) 保证在 ‘ 内(详见附录)
.

(3) 泛函改变量公式

我们郎以这样的 y(t) 作为其他容许轨线
,

与最优轨线 x (t) 相比较以推求泛画改变

量公式
.

据式(7)
,

我们有

叙
、一 f

、

(

x
+ 占x

, “
+ 占“ , ,

) 一 f
、

(

x
,

u , ‘
)

.

(
￡一 o ,

1
,

…
, n

)

两端各乘以乘子 几、
( t) (

i 一 0 ,
1

,

…
,

n) ( 它们是非零函数
,

稍后将说明此等函数如何确

定)
,

然后 自
l。到 T 积分

.
左端积分时用分部积分法

,

同时引入函数

。(‘
, x , u , ‘

) 一 艺
‘、
r

‘

(

x , u , ,
)

,

(
2 0

)
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其中 孟~ (礼
, 又, ,

…
, 凡

。

) 是
n 十 1 维向量

.
于是可得

客
“(

才
) 占一(

/,

{;

-

门 「J
,

二
‘ .

了

一
}

, 。

l忌
凡‘占x ‘ + H ( 孟

, ‘
+ “x , “

+ 占“ , ‘’一 H (孟
, ‘ , “ , ‘’」

“‘

如在文献〔21中的作法那样
,

今考虑由于要求轨线不跑出区域 ‘而使 y
,

撇)所受到的附加限制
,

据以上的讨论
,

得知这一限制就是

R (y
, 。 , 产 , ‘

) ~ 0
.

据此式
,

在
“
( t) 的连续性的点处

,

我们有

(21)

t,
( 从而 。x ,

日R (x
. “ . o . t

)

_ .

口R ( x
. “ . o . t

)

_ .

口R ( x
. u . o ,

t

)

—
Jx十
—
a“ 十
—

拼 十
0戈J x 夕 ~ U .

d x d “ 口产

此处
,

为简单起见
,

我们用 o( 占x) 标记较 占x ,

叙
, 产 的更高阶微量

.
由文献「3 」中对 限 的

估值
,

可知 掀 与 脉 是同阶微量
.
又

,

由于 拜是充分小的量
,

在下面的分析中
口

( 动 将象
。

(拄) 那样不影响所得结果
,

故可以把它们都归入 o( 占x) 项中
.

据式(18)
,

上式可写成

、

、,了
、

、
/、
,
矛

,、,、
‘、

,
了

,‘,j斗
,

�,产O勺l,�,白,‘
。

7
一勺‘内乙

了‘、/叮、
、子

‘
、-z‘、Zr、/l、

,

口P

口X

此关系式对于一切
, , 丁‘簇

撅 十
生
口“

a R
“u +

半
,
‘
+

o

(
“x )

u 拼

,
( 叭+ :均成立

.

控制
,
一 “

+ 叙还须受到式(2 )的限制
.
为此

,

如文献〔lJ 可合其满足

叮、
(
。

) 一 夕、
(
u
) = 0

.

(反= l
,

…
,

m
)

,

据此
,

对于任何 , , 公‘钱 ‘镇 殊
1,
又有

卫业左业
。。 +

。

(
。u ) 一 0

.
(友一 l ,

…
,

m
)

0 U

应用拉格朗 日乘子
,

将式(22)乘以乘子
;
(习

,

式(24)分别乘以乘子 叭(
t)(畏-

。)
,

然后将两式相加
,

便得
,

粤
。二 +

,

粤
。。 +

,

婴
;+
交
:*
孕

。“ +
。

(sx

) 一 。
.

。叉 O “ 口产 元二1 口“

我们选取乘子
;
(t)

,

叭(t)
,

使其满足条件
,

李
。。 十

交
:、
孕

。。 -

一婴
。
.

o “ 不二几 o “ 。那

在此条件下
,

据式(25)
,

有
,

鱼 奴 +
。

(拄) 一 。
_

d X

此关系式对于一切
, , : ‘《 t镇 介+ ,

均成立
,

这也就是

今先来讨论乘子
;
(t)

,
: *

(
t

)

,

( 友一
,

…
,

m
)

乡x 所应受的附加限制
.

在
: 、钱 t( 从十:

上
,

由于要 隶

aP _

口u
李李 , 。,

故李存在
.
因此

,

在这样的区间上
,

据式(8)我们有

0劣 0 封 O “

、 _ 毋
。
_

,

毋
。
_ , _

/ 。
_ 、

口 2 ‘

—
—
UJ‘ ~

l ee

—
U“ 一厂 口、 U 才‘ j

_

d X d
“
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又
,

将式(22)乘以乘子 A (t)
,

然后与上式相加得

、 一
(粤

十 ,
粤、

。二 + A

婴
;十

(粤
+ ,
粤)

。二 +
口

(
。二

).

\ U x O x / O 拼 \ 0 “ 0 “ /

此处设乘子 A (t) 与
,

( t) 之间有如下关系
:

r(t) 一 一 。(
t)

,

A (

t

) )

,

故 ;
(t) 是一个纯量

.
我们先选取 A (t)

,

使

(28)

(器
+‘
瓮卜

一 。

应注意此处是认为式(25) 及式(29)均确定在式(26)之先
.
在条件(29)之下

面的关系式可得

(29)

据(25)式前

、

,
‘

、了、2.
、

,
尹、12、、/,

n曰,l,‘,、斗�,
、

、了,j凡j
r、,j,、,岛t
、

廿

‘
、

/‘、‘
Z
‘
产

‘‘
J
‘洲、 一

(粤
+ ,
粤、
:二 + ,

婴
。 +

。

(、).
、
o x o x

/ O 拼

将式(29)两端乘以 孟(
t
)

,

并应用式(25)可得
, 毋

。 _ _ __

口户
。
_

_

。

n

—
U汗 — 了

—
U环

-
V

d “ d
“

小二
,

毋 _ 日月 二
, _

、 二 ~ 。、
国 J 八 -又一

,

一 下一
, 自长 」‘ 工与 户从门 止习 月x

‘

口“ a 邵

娜
。
.

_

_

即
。 ~

—
口 体 —

I

—
U环_

d u d
“

又
,

当 叙 充分小时
,

据式(24)可象文献「11 中那样
,

证明有

瓮
“

一
0·

(
反 m )

将式(31)
,

(
3 2

) 代入式(26)中可知

“占
去一“口一口

一一拼
R一群口一口

r
一

因此
,

由式(26)我们又可得

、.

1

、

f

‘

ee

es

,
.

,L
刃

l“,不�一“己一d
-
己一己

鲤时一�伽
,

李
+
交
:*
孕O“ 夏二几 a “

再写成分量式
,

O P 上 _ 0 守l
, _ _ _ ,

_

了

万万一
. 刀l

~
仄 ee

丁
-
一 下 叮阴

o u 1 o “-

a P

_

口了1
犷

不
十 小

瓦
口q。

十 刀。
~
下汀厂 ~
以“r

由此可见
,

在区间
: , 成 , 毛 欢十1

上
,

并在前面正则性的条件下
,

据式(35) 可对乘子

取(t) (左一 l ,

…
,

m
) 求解

.
又

,

在 t
。

蕊 ‘毛 T上
, ;

(t ) 可能有间断点
.

同样
,

由式(32 )及式(29)
,

可推知在正则性条件下乘子 A (t) 也可据一定的关系式求

解(这只须将式(32)乘以乘子 虽(t )
,

然后与式 (29 )相加
,

就得到形式如式(3劝的方程)
.

由此可见
,

满足式(26)
,

(
2 8

)

,

(
2 9

) 的 乘子
,
·

(

t

)

,
: *

(

t

) ( 左一 1 ,

…
,

m
)

,

A (

t

) 等均可

据一定关系式求解
.
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;(t) 的性质既明
,

郎可应用式(27)
.

据式(27)
,

类似于式(32 )的证明
,

我们在将 拜写成
。

扣 之后
,

还可证明有

在式(21) 中右端积分时

,

一 脉 一 。

a x

么可分为一些分区间

(36)

T , 镇 t成 劝十 :
,

然后将式(3的自被积画

鲤匹二生二
。: 、

.

a
劣 、艺i=0数 中减去

,

再将被积函数加减一项 H (孟
, x , “ 十 叙

, ,
) 及一项

于是可得

名 “(,
) “
x ,

(
‘
)

= O

+

一 厂干女‘;
,

+

鲤
一 ,

互、
。x ,

+

J
‘。 L荟迄书 \ dx、 d x

、
/

【H (A
, x , “

+ 占“ , ,
) 一 H (A

, x , “ , ‘
) ] +

+

{客最
(、( ,

, 二 ,

十

暗(客会
\
)
’

+ 占

一)一
H (A

, ·

…
‘
) , “一

{

+

H ( A
, ·

+ 口“

一
+ ”· , 名

)

} }

浮才
0 < 8 (

t
) < 1

.

(
3 7

)

我们选取乘子 又、( t)
,

使
: /. 、 _ _ 口月 二

,
a P

/ ;
_

。 、
_ _

“八刁

一 丽
丁

‘

丽
·

、‘

一
U ’ ‘ ’ 一 ’ “ 2 (

3 8
)

此外
,

在将其他容许轨线与最优轨线进行比较时
,

可设其他容许轨线的起始点与最优轨线

者相同
,

亦郎初始点 尸 固定且均位于边界抓幻 一 。上 (这 自然满足式(1的所要求的条件

以y(t0) ) 簇 0)
.
在初始点固定的情形下

,

有

占x ,

(
z
。

)
~ 0

.

( j ~
1

,

…
, n

)

又
,

当 才一 ‘。时
,

泛函(3)不会有改变量
,

故据式(3)及式(6)我们有

占x 。
(
t
。

)
一 0

.

因此
,

只要选取

(39)

△J
.
这样一来

,

由

、.LJr.

、
了、

拄

凡。
(
了) ~ 一 一,

又,
(

T
) ~ o

,

( j ~
一,

…
并将它们作为式(35) 的边界条件

,

式(37)的左端 郎为

式(37)
,

(
3 5

) 得到

一 占x0 ( T ) ~ 一

△,

一{;{
「H (A

,

一
+ ”
一 , -

+

{客最
(H(‘,

一
十 ”“ ,

十

!合(客最
占/ i

)

’
H

(
‘

,

一

H (A
, x , “ , t

) ] +

:
) 一 。(,

, · , · ,
:

) )
。一

{

+

(斗0 )

这就是所欲推求的泛函改变量公式
.

(斗) 结论

据式(40)
,

用文献「2
,

3 」中的作法
,

自p可证明熟知的极大值条件郎是控制最优性的必

要条件
.
还可证明控制最优性某种意义下(郎

“

小范围
”

最优性)的充分条件
.
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对于线性系统

贵
一

馨一(
了
) 一 + 甲,

(

·1 ,

一卜
去了

(
才
)

,

( ‘- (4 1 )

容易看 出
:

此不难证明

此时式(40 )右端被积函数中只剩下 H (A
, x , “ 十 叙

,

t) 一 H (A
, x

, “ , ,
)

.

由

极大值条件对于
“

小范围
”

最优性不仅必要
,

而且充分
.

3一些讨论

(l) 关于边界条件

对于式(38)
,

除了形式如式 (39)的边界条件
,

还有可能采用其他形式
.

考虑乘积

艺
‘,

(
T

)
。x ,

(
T

)
一 (‘( T )

, 。x ( T ) )

右端括号内是两个
n
维向量

,

如果我们能够选取 双了) ~ (又
:
( T )

,

(
又(了)

, 占刃
(
T
) ) ~ 占c 攫 o

,

此外仍取 肠(T ) ~ 一 1 ,

则此时代替式(40 )将有

,

兄
。

(
T

) )

,

使

(斗2 )

△, 一 。:

一! }dt.(占c 簇 。) (
斗3
)

此式右端和式(4的右端相同
.
根据此式

,

用文献〔3」中的作法
,

仍可证明极大值条件是控

制最优性的必要条件
.

若能够选取 双T )使

(又( T )
, 占劣

(
丁) ) 一 占c l ) o ,

(

4 斗)

则可得到

△, 一 。

一!;
‘… , “

·

(

“‘1 ) “,
( 斗5 )

据此公式类似于文献〔2 1
,

又可证明
“

小范围
”

最优性的充分条件
.

如果 由式(4)所表示的区域 B 是凸的
,

则满足式(斗2 )及式(44)的 双 T ) 确实存在
.
这

只要经过最优轨线的末端点 xl (它在区域 B 的边界上)
,

作区域 B 的支撑超平面
,

再经过

xl 作此超平面的法线
,

并适当选定指 向
,

郎可得到一个向量并将它作为所需要的 又( 了)
.

由于其他容许轨线的末端点均位于 B 内
,

因此所选定的 从T ) 必满足式(42)或式(44 )
.

(2) 一些其他条件

l) 由于H 及 f
, 中均不显合

x。,

故据式(35) 可得

又。
(力 ~ 常数

.

又由式(39)
,

故我们总有

兄。
(
t
) 一 一 l , t 。

(
t 毛 T

.
份6)

2) 可证在
;(t) 的一切可微性的点处有

d:(t)

dt
琪 0 (斗7 )

据式 (33 )知
:

丝
产

口拼
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又
,

在 u( t) 连续性的点处有

。(,
, X

,
u

+
。u , ‘

) 一 。(,
, X , u

, ,
) 一望

。“ +
O
( 。
u
)

.

由极大值条件有

塑
。。 +

。

(
: “

) 簇 。,

己“

从而必须
6月 _ , _

—
百“ 乏交 U ,

d
“

因此有
犷

器
。
) 。,

!几{
犷
(
君
)

器
·

}

浮君 、 0.

再将文献【l] 中对于塑 的计算式
dl‘

、、,户/

N

口R _ d 心 「
_ 、_ /

_、 、
了沁(x (t) )

万厂一 一
-
丁 /

才
l “

a
\ 入妙 夕/ 、

—
d拼 d t 二药 L \ d x

代入上式进行分部积分
,

同时注意到 群 异 0 以及 由于在定义函数 R (y
, 。 , 户 ,

0 时所决

定的条件山
a ,

(
x

(

, :,

) ) 一

f
口g (严(

,
) )

\ d X

a 、
(
x
(
了) ) 一 o

,

(
i 一

、
·

)

>
0

,

二 (
X (

才
) ) 李 。,

于是可得

立夕
况 。

(

x
(

盆
) )

(
夕更迷立旦

,

、
。

、
浮, 、 。

.

礴t 二仁二 \ d x /

从而推出
d ;(t) /

八

—
二二之 U .

d
t

以上两个条件在文献「l] 中都有
.

至此
,

我们得到了文献【11 中的基本结果
.
但与文献【11相较

,

我们还得到了泛画改变

量公式及上述充分条件
.

(3) 如果受限区域为开域
,

或者为闭域但最优轨线完全位于区域的内部
,

则在这两种

情形下
,

我们有 抓x) < 0
,

g

( y) <
。,

且 g(y) 一 g (x) 一 g
(
x + 奴) 一 g (x) 没有确定的

符号
,

亦郎 占x (从而 叙) 不再受到某种确定关系式的限制
.
故此时可与轨线不受任何限

制时的情形作完全相同的处理
.

二
、

最优戟楼部分位于受限区域的内部
、

部分位于受限

区域边界上的情形以及跳跃条件

设最优轨线由有限个线段组成
,

其中部分线段完全位于区域 ‘的 内部
,

部分线段或者



自 动 化 学 报

完全位于 G 的边界上
,

或者只有有限个点位于 ‘的边界上
.

不失普遍性
,

我们将考虑最优轨线由两线段组成的情形
:
x( t)

, t 。簇 :< : 的一段完

全位于 ‘的内部
,

x( t)

, :

<

t

(
T 的一段或者完全位于边界上

,

或者完全位于 ‘的内部
.

x( 动位于边界上
,

它称为衔接点
.

先考虑 x( t)
,

: 蕊 名毛 T 完全位于边界上的情形
.

对于 域t)
, t。成 :成 : 的那一段

,

要求其末端点达到边界上
,

亦郎要求

g(x (
:
)) 一 o ,

(
斗s )

g
(
x
(
:
) + 占x (

:
) ) 蕊 0

.
(49 )

又
,

由于整个轨线是连续的
,

故在
才
~

: 时
,

前一段轨线的终点也是后一段轨线的起

点
.
亦郎

,

对于 x( t)
, :

(

君蕊 T
,

在
; 一 : 时

,

也应满足条件式(48 )及式(49)
.

对于 x( t)
, , 。毛 , 簇 : 的那一段

,

我们有

艺
、、(
:
)
。二拭

:
) 一 艺

‘
7(t

。

)、 7(t
。

)
一

A 一
, x , u

+ 占u
,

:

)
一 H (A

一 , x
, u , ,

) ] +

=Tto:
‘

!

�

一一

合 口
, 二 , , ‘

_

夕
,

—
又卫1 又八

洲 dx,
- 一

+ 占
一 , 一 H (A

一 , · , · , 名
) )
。一

{

+

/心 口
_
、
2

l 尸 ,

—
OX了 1

写或 dxi /
H (A一

+ 白“
一
+ “· , 名

)

{ }

浮公
0 < 日(

t
) < 1 ,

其中附加符号
“
一

”

系用来区别前一段轨线与后一段轨线的有关量
.
对于后一段轨线

用
“
+

”

号
.
上式中的H 其定义仍如式(20 )

.
函数 芍(

t)
,

t 。簇 t簇 : 等满足方程

(多。)

,

将

斌
·

艺浏1一2

++

建一 ‘ 、

a H

凡丁(t) ~ 一 二二立 ( 云~ O
。

d

x

i’

对于完全位于边界上的 x (t)
, : 蕊 t钱 T

,

又有

艺 对(T )、入劝 一 艺 对(
:
)。
x
才(
:
) 一

,
)

刀(A
+ ,

x , u
+

占“ , ‘
) 一 月(A

+ , x
,

u , z

) ] +

!客最
(H(A‘ ,

一
+ “一 ‘

) 一 “(

{合(客最
占一

)

’
H

(
‘+

, · 十 “占‘
, “

A
‘ ,

一
))。一

}

+

+ “· , ‘
,
」}
浮! , 。 < 。(

君
) < 1

‘

l

�

I

t
T
T |丁
�

!

�

(
多1 )

其中 对(
t) 等满足式(38)

.

将式(50)与式(5一)相加
,

并注意到 占x厂(
:
) 一 占x广(

:
)(j一

得等式的左端为

的
,

于是相加后所

艺
‘找 T) 、才(劝 一 〔、才(

:
), x
才(
:
) 一 ‘、(

:
)。
x、(
:
)1 一

一 艺 [以
:)一以

:)] 、入:) 一 艺斌t0)
“x

7(t

。

).
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又
,

由于条件式(48)及式(49)的限制
,

如文献[2]
,

得知 叙广(
:
)

,

( j ~
1

,

…
, ,

) 之间还受

到如下的附加限制
:

占x 广(
:
) + 二

十
互 叙打动 一 。‘ 城 。

d x
,

占才广(
r
) + …

互助--ha0xl

、。 夕g
_
峨抓 二

_
、 、 _ :_ 、 * 、

Trrt ,
夕七

.
下 二丁一 币于书 I

J 人匕 J
I〕二 六丢 八 \

‘
/ 二人‘ Jl人 目 J

。

d
x i

加后的关系式上
,

其左端将为

十
玺 介叔动 一 , : 一 。

,

(
, ‘ 提 。) (。2 )

d x
n

将此式乘以乘子 口> 0
,

然后加于式(50 )与式(51)相

对(T )叙广(T ) 一 【又才(
:
)占
x
才(
:
)一 又J (

:
)占
x J (

:
) ] 一

巨卜以
·

卜 夕

瓮]
。x广(

:
) 一 口。

c 一 艺 “: (
‘。
)
。x厂(

:J
)
.

(”3 )

艺间
·

艺间

一

、
,

矛

刀
0.

今设初始点为固定
,

于是总有
占x厂(

‘。
)
一 0

.
(j 一 1 ,

…
又

, 占杯(t
。

) 表示泛函在
t。
时的改变量

,

应有 占百(t0) ~

件
:

此外
,

我们再选取如下的条

砧(T ) ~

犷(T ) -

杯(动 一

犷(动 一

一 1

O ,

(
又才(
t) ~

(j = l
,

…
,

(
又子(
t
) =

- 一 l)

一 1

芍(
了

, 十 月

器
,

( , -

一 l)

…
, ,

)

井注意到
肠叔丁) + 叙厅(

:
) ~ △J

,

此处 △J 是 自 ‘。到 T 整个过程中的泛函改变量
,

于是式(53)自p可化为

一 (△J + 夕占
:
)

.

这样一来
,

式(50)
,

(
5

1) 及式(52)乘以 夕三式相加后将得

△J + 夕衍 ~ 一

O xi

{几{
〔。(A

一 , · , ·
+ 。· , ￡

卜
、(‘

一 , 二 , 。 ,
:

) : +

(
H

(
A
一 , · , ·

+ 。· , 名
, 一 H (A

一 , · , · , , , ) 。一

{

+

最
“一

)

’
H ( A 一

+ ““· , ·
+ 占· , ‘

)

{ }

浮君 -

立击
."
艺间l(’旦祝
"
艺�

·

艺�抓
r
护
·

名。
.

抓++

A+x, u
+ 占u , ‘

) 一 H (A
+ , x , “ ,

z

) ] +

、 , 口
、 二 二 / J 十

2

—
气月、八

了鱿 dx、 一
+ a一 ‘

) 一 H (A
· , · , · ,

:

) )
; 一

)

+

(夕立
。x ,

丫、( , + , 二
+ 。。

二 , 。
+ 。“

,

:

) 〕}
片写 d尤 ,

一

/

-
- - 一

」J

d t
,

0
< 8 (

t

) <
1

(
多斗
)

口占
c
钱0
.

(多乡)

++
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这就是泛函改变量公式
.

在此公式的基础上
,

如文献[2〕
,

可证
“

小范围
”

最优性的充分条件
.
对于 灸 一 。的情

形(例如要求 抓x( 动 十 占x(
:
) ) ~ o )

,

还可证明极大值条件为控制最优性的必要条件
.

式(54)中的最后一组条件
,

就是跳跃条件
.
对于此一组条件

,

还有另一种可能
,

郎

、11、‘ee
J

、
、少、1/

n刀
,,

: :

: 一 / _ 、 . 口 口g _
n / : _

:

几挤 、 ‘ ] 一「 尸

—
—
U 一 气 7

—
1 月

d
x z

(

弓6 )

对(动 一 。
.

( j 一

自然
,

在这种情形中边界条件 对(动 ~ 。 及 对(T ) 一 0 须相容
.
若不能相容

,

则仍须取
1十 / _ 、

_

。 _ / _ 、 . o
a
g

.
11 二: 。 ~

二。
*

J

、
,劝 二二 二 二~

。 *
。口 。 + / _ 、 , _ / _ 、

二
:二 。。

*
对(动 一 芍(动 + 月书互

.
此时已无相容性间题了

,

因后者只表明 对(动
,

芍(动 之间所应
口x厂 一

一 ” 一
- -

一
’

一
‘

一 ” “
‘ 、 ‘

一 ’

一

满足的关系
,

井不要求 对(动 取特定值
.

对于边界条件 又八T )(j~ l
,

…
, ,

) 的其他形式以及控制最优性的必要及充分条件

等
,

还可如上一节那样进行讨论
.

若 x( 约
, :

<
‘毛 T 完全位于 G 的内部(亦郎只有点 x( 动 位于受限区域的边界上)

,

则仍可用上面的方法处理
.
只是关于 几入了) ( j ~ 1 ,

…
,

的 的其他可能形式的问题须另

作研究
.

对于最优轨线由数个线段组成
、

衔接点也有数个的情形
, 一

也可用上面的方法逐步处

理
.

由以上我们看到
,

此处推求跳跃条件的方法
,

较文献【11 中简单得多
,

且更便于直接理

解要求满足跳跃条件的原 因
.

最后举一例题[
‘]
.

设相空间 X 被超 曲面 抓劝 一 0 分为两部分 X
l,

X
Z ,

在 X
, ,

X
: 中映象点的运动规律

分别 为

X l:

贵
一 ‘
1
(一)

,

X
Z :

贵
一 ‘2(一)

·

今要求选取容许控制
,

以使自 X
l中的点 xl 出发的轨线落到 X

:
中与 x

。

轴相平行 的 轴
“

上
,

且其
x。
轴方 向的坐标最小

.

对此问题
,

我们只证明最优轨线与 g(劝 ~ 0 的相交点处(设此时
;一 动须满足跳跃

条件
.
此处

,

轨线在
‘ 一 了 时要穿过 抓劝 ~ o

,

且在 g(劝 一 O 的两边 Xl
,

X
:

内的运动方

程不同
.
因此

,

我们应取一切在
‘ 一 丁 时正好到达 抓劝 ~ O 的容许轨线来进行比较

.

若用文献「l] 中的方法
,

则须用到该书 330 页的引理
,

郎 占
x( 动 必须指 向烈劝 一 o 的

内部 (此处应指 向 X
l
)

,

而不能与 g(劝 ~ 0相切
.
可见对于此例该 引理不能应用

.

但用我们的作法
,

则不会引起任何困难
.
我们只要按前面推求泛函改变量公式的步

骤进行
,

并注意到在
‘一 丁 时 x( 动 及 x( 动 + 占x

(动 所应受到的限制
:

g (
x
(
:
)) = o

,
g

(

x

(

:

)
+ 占x (

:
) ) = o ,

就可得到跳跃条件及泛函改变量公式
.

据跳跃条件
,

不难推出一般变分法中的折射条件(可参看文献[1] 中 343 页例 2)
.
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附 录

在正则性条伴下
,

作出满足式(19)之
。
(约

,

y(

,
)

,

其步骤如下:

(l) 设给定初始条件
y(夕) = x

(
0
)
+ 占x

(
8 )

, t o 镇 6 镇 T
.

(2 ) 将区间 勺 成 才 燕 T 由以下的点

句 一 向 < 劝 < … < 仅 < 叹+l 一 T

划分为一些其长度为充分小的分区间 匀 ( 多簇 匀十1 , 万一 。,
1

,
…

, 左
.
又

,

所选取的

句 成 t 成 T 的一切间断点
.

(3) 设形式如
。

(

t
) =

“
(
t
)

+ 占“
(
t
)

,
y

(

t

)
=

x
(

t
)

+ 占x
(

,
) 的(19)式之解已经在

出 (若取 i一 。,

就有 O 一 甸 一 t0 )
,

今将 y( t) 延拓到点 布+l
.

据正则性条件
,

向量

(z)

右 包含了 可约
,

0 成 l 毛 右 上作

。R (
x
(
二 ;

)

, 。
(
: i + o

)

, 拌 , : 犷
) 。刃1(

“
(
: I + o

) )

口t‘ , 口u
d宁,

(
, ‘
(
r ￡ + o ) )

d “

线性无关
,
又因区间 右 提 , 簇 右+l 的长度充分小

,

故向量

口R (
x
(

,
)

, , ‘

(

,
)

,
#

(
,

)
, ,

)
d 叮1(

“

(

,

) )

口
z‘ ,

d
t ‘

d 。,
(
“
(

,

) )

d
u

在半区间 匀 < t 成 T,’+ ,
上也是线性无关

.

引入方程组
a左(

。 , t

)
= 刃左

(
。

)
一 奴(

u
(
t
) ) = o

,

( 左一 l ,

…
, , n

) (
2

)

井与

R (y
, 。 , 拜 , t

) = o

合井
,
在上述正则性条件下

,

就有

里生二二兰二丝 } 一

O 仁岁l , ”
’

, 盯 , + l
) l

r了
, 口二“

(
r矛+ o)

,
工
(
T宕)

,
拜 , o

。
(
尺 , 叮l ,

…
, 。,

)

口(
u z,

…
, “ , + l

)

笋 O

从而在诸值
: , , 。

(
‘ , + o )

, x
(

: ,
)

, 拜 = o 的邻域
,

方程组 (2) 及 R (v
, , , 拼 , ,

)

个变量
。 1 , … , : 二+ , 求解

.
其余的

。。+ 2 , … , 。 ,

我们取
。 , + : =

。。+ 2
(

,
)

,

…
, 。 r

二 0 可单值地对。 + 1

=
。 , .

这样就得到

盯
= 又岁 1 , ”

‘

, f 二+ 一, “们 + 2 , “
’

, “r
)
.

此处的
岁

是容许控制
,

因此据(2)有
。* (

。
) 一 。*

(
“

)
蕊 。

,

( 左= l ,
…

, , , :

)

郎

。,
(
。
) ( 0

.

以 一 l ,

…
, 。 ,

)

.

将这样的
。

(

,
) 代入式(19)中

,
而在

:, 城 t 毛 介+1 上的初始值 y (
:
习则据前一段加以确定

,

这样就

可得到在 介 ( 才 镇 :汗1上方程 夕一 汀y
, 。 ,

心的解
.
至此便完成了延拓

.

用这种作法
,

可还步延拓到 i 一 段
.
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