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摘 要

本文应用李雅普豁夫第二方法与员尔曼的动态规划法
,

尉瑜了最优控制器的分析歌箭简

题
,

井提出了一种对理渝分析与实际舒算都比较方便的序列逼近法
�

在第一节中
,

胎出了最

优控制器分析歌舒简题的一般提法与作为必要条件的只尔曼方程
�

在第二节中
,

抬出了对进

一步研究所需的有关李稚普豁夫第二方法的基本精果
,

以便使议后的瑜征更为筒捷
�

在第三

节 中
,

拾出了在一般提法下分析毅舒尚题的一般性精果
,

其中包括唯一性定理
、

具尔曼方程的

充分性
、

序列逼近法及其基本性盾
�

在第四节中
,

研究了常系数栩性系梳
,

解决了最优控制的

存在唯一性阴题
,

文中列举了数例
,

以就明序列逼近法具有较快的收徽速度
,

井输视了这种方

法的收嫩速度系按指数进行的
�

在第五节中
,

研究了拟常系数拢性系抗
,

井分别对援变系数

拢性系硫与定常拟接性系航进行了封渝
,

胎出了例题以靛明理渝精果
�

最后在第六节中
,

尉

瑜了某些进一步推广的简题
�

本文所引入的方法
,

均直接针对粽合简题而拾出
,

因而在理湍

研究与实际运用上
,

是方便可行的
�

一
、

阴题的一般提法与具尔曼方程

从就斜控制系枕的角度出发
,

解决最优控制器的粽合简题具有重要意义
�

在拔性最

速系枕研究方 面
,

宋健等曾作了群尽的研究 �� 
�

按积分指标的最优控制简题
,

搔学森亦早

有阴述
「‘� ,

而这方面此较系就的工作�� 是由 刀�� �� 开始的
,

他称此类简题为最优控制器

的分析段补简题�� �
�

此后
,

这一周题又得到了进一步的发展 ��,�
�

刁画“”
�

在近代控制系就动力学研究方面
,

用作研究稳定性简题的李雅普带夫第二方法
,

有了

很大 的发展
,

它已被用来研究系杭的过程品厦和对系就进行就舒 �� 

“
如

�

在最优控制器

的分析投豁简题中
,

这一方法也同样有效
�

研究表明这一方法与具尔曼动态规划法有着

本厦上的速系
�

本文基于这一方法提出了一种比较有效的序列逼近法
�

毅受控系就由向量微分方程
无 � ��

二 , �
� ��

�

� �

描述
,

其中
� 是 �

推欧氏空简 � 中的元素
, “ 系

犷

推控制向量
,

其取值域为 � ,

�是定义在

� � � 上分段光滑的遵擅函数
�

一般常称无控系就
分 � ���

, � � 一 � �二� ��
�

� �

为对应��
�

�� 的自由系就
�

当抬定初值
�
�
��

� 一
� 。 ��

�

� �

后
,

自由系就的运动 �� 被完全确定
,

而对于��
�

� �
,

则在初值��
�

� �下系就的运动还将恢辍于
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按制
“ 的抬定

�

。
受有限制

“ 〔�
�

��
�

� �

毅系枕的理想工作状态由函数粗
, , � , ,

�
� � ,

…
, 二 ,

�
,

�� � � , �
,

…
,

左� ��
�

, �

取特定值 叭
。

�不失一般性
,

可令 甲, 。 � �� 来描述
,

亦郎有

甲,
���

,

…
, � 。

� 一 �
�

�若� � , � ,

…
,

左� ��
�

� �

显然
,

它在空简 � 中确定一个
, 一 及推流形

,

豁其为 乡�
。一�

�

通常均殷
�

乡�
, 一 � 是 �� � � 的

一个不变集合
,

郎假定有

少, �劣� � 「� �� � 中, , � � “ � , � � � ,

…
,

友
, � 〔

,

乡犷卜 , ,

��
�

� �

其中 �� �� 甲‘
表示 甲, 的梯度向量

,

〔�
,

司 表示
� , � 两向量的内积

�

条件 ��
�

� �表明系就

处子理想工作状态下不加控制亦能具有保持能力
�

这一条件为实际工作所允爵
,

因此可

作为一个基本前提
�

以后常称点集

, 一 �� � 一 �
·

�客
, ��

·� 、 护� ��
�

� �

为 乡� 卜� 按 中定义的 � 邻域
�

在文献 � �� 中
,

研究了动力学系杭对此类流形的稳定性简

短
�

对不变流形 厉犷卜� 所进行的稳定性及最优控制的研究
,

这是一种具有普遍意义的工

作
,

它常以变系数系就的零解简题及部分变元简短为其特例
�

为描述系扰中偏离理想状态的扰动过程的品厦
,

我佣以积分指标

, �
· , ·
� 一

��
留�,

, ·
, �

,

��
�

� �

来描述其优劣
,

其中‘ 系 , , 与 “ 的正定函数
,

而 甲‘

与 “
均在以初值

�
下的解代入

�

以下称控制
“ � “

�约 是可准的
,

系指

�
�

“ 是取值 � 且为
� , � 的分段光滑函数 �

�
�

对应此
“
�
二 , �
�

,

系就
分 � ��

� , 。�二 �� ��
�

� � �

在初值
� 。〔乡产

, 一
式� � 时对 ��

�

的 惭近稳定 �� 
,

并使指标�� � �取有限值
�

最优控制器分析毅舒的任务是确定可准按制
。。

�幻
,

使泛函指标 ��
�

� �对一切
�
取最

小值
,

郎有

� �
二 ,

峋�
�
��

若再昆 了�
二
� 一 ��

� , “。�劣��
,

只��称 � �二 �

亦称 � �劝 为最优李雅普带夫函数
�

“ 〔二�
���

二 , “
�
� �� �

�

��
�

� � �

与 “。

�幻 为对应简短的最优指标与最优按制
,

有时

若殷 � �劝 速糟且分段光滑
,

�� 应用只尔曼最优原理可以征明 � �� � 与 �� �幻必满足下

述只尔曼方程
�

� � �
� � � �� �

,

��
二 , “。�二� � � � 。�甲

, “。

�
二� � �

一 � �� �〔�
� � � 厂�� �

,

��分
, “
� � � 。�,

, � �� � �
�

��
�

� � �
“ 任�

若系就对控制作用筱性
,

郎

才 � � � �劣� � “� � �
二�

,

��
�

� � �
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而对应面数 。是 中与 � 的正定二次型

� �
‘。 �� ��甲� �

。。�‘��, � �
“ �

��
�

�� �

�其中 留�� 是 , 的正定二次型
, 。 ��� 是甲 的钱性函数 �

,

�� 方程��
�

� � �可改写为下述联立方

程
�

卜
〔盯

� � � �� �
,

�� �� � � � 。 �� ��, � �
。� � 。�

, ��, � � �盯
� � 了�劣 �

,

�� �
二� � � �

�孟�

� 。�� �

一粤� �
� �  ! ∀

二
)

,
9

2

(

二
) 一+ 川“ ,

(
, ) }

.

乙

又若 乡厂
, 一* 退化成坐标原点

,

且 。是
x
及

“ 的正定二次型
,

Hl] 有

�
1
廿

6

曰
.1

.
,土

Z理、
、

、.1
.‘
Zse
.
ee

了

[

g
r

a

d l

(

戈
)

,

g1 (

x

) ] +
。。

(
:
) [
。(‘)

(
:
) +

(
盯
ad 了(

劣
)

,

幻(
劣
) ) ] +

u 孟(
二
) + 。(

2)(
劣
) =

o ,

“。
(
·,

一含
〔(二

·d l
(
·,

,
。(

劣, , + 却‘1, (
·
, ,

·

显然
,

方程(1
.
16 )是 瓜

ToB 的研究简题在非拔性系就时的情形
.

二
、

李雅普豁夫第二方法的若干基本精果

现研究动力学系就
分 = X (

劣
)

,

(
2

.

1

.

)

它满足对解的存在唯一性条件
,

其理想工作状态是不变流形
闷

乡产
。一, : 甲,

(
劣
) = 0

.

(
s = i

,

2
,

…
,

友) (2
.
2 )

以后称可微函数
,

=
。
(
x l ,

…
, :

,

) (
2

.

3
)

为对于(2
.
2)的李雅普带夫函数

,

系指有当
劣
(

见

乡尹
, 一* 时总有 以劝 ~ 0

.
在文献 〔91 中曾

应用李稚普带夫第二方法尉渝了上述提法下的稳定性朋题
.
这里 阐述一些为今后应用所

必滇的拮果
.

在以后的尉渝中
,

殷系就不会发生在有限时简内能跑向无穷远点的逃逸运动
.

定理 2. 1 若系就(2
.
1) 对于(2

.
2)渐近稳定

,

RlJ 有
:

1
.
若有对 (2

.
2) 的李推普带夫函数

t, ,

它对系枕的全导数

粤 }
一 r二·d

· ,

X
(

二
) ]

4 t 12
·

1

(

2

.

4

)

在 乡z
, 一* 的吸引区(或邻区 )内食常号

,

HlJ

。

在此吸引区 (或邻域) 内非食 ;

2
.
若存在对于(2. 2)的李雅普带夫画数

t, ,

使(2
.
叼在 乡产

, 一, 的吸引区 (或邻域) 内食

定
,

则 t, 在 乡z
, 一 * 的吸引区(或邻域)内对于(2

.2)正定
.

又不希系就是否对于 (2. 2)稳定
,

若对于(2
.2)的李雅普带夫函数 。 的全导数(2

.
幻在

,

尹
, 一* 吸引区内食定

,

则只要
。
非食

,

它必对于(2
.
2)正定

.
由此可得系就对于(2

.2)渐近

稳定
.

以上定理是不难得到征明的
,

故从略
.

定理 2. 2 对拟拔性系就

分 = 才x + x (2)(
、
)

,

(
2

.

, )

敲坐标原点为其平衡位置
,

X(

2
)

(

劣
) 是 x 的不低于二次的函数

,

矩障 A 的特征值均具有食
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实部
.
这时

,

对任意始定的正定二次型
。 (

二
) ~

x ‘

。二

使得

(2
.6)

均存在正定的李雅普带夫函数 以约
,

1

.

t,( 劝 对系兢(2.幻的全导数为

[盯
ad t,

(

二
)

,

2

.

以幻 在(2
.
的的零解吸引区 乙

在 乙的边界
,
上具有无穷大下界

,

自p

才x + x (
2)(

二
) ] 一 一 留(

x
) ; ( 2

.
7 )

内均有定义
、

正定
,

且在 乙内 (2
.
7 )均成立 ;

,

( 幻 还

lim ,

(
二
) 一 + oo

, ,
~ 口‘

.
(2
.
5 )

由此可知
,

利用此
。
可以判定在整个吸引区 乙内的任何运动是渐近稳定的 ;

3
.
当 x (2) ~ 0 时

,

上述
。
(劝 是正定二次型;

4
.
当 。 ~ 。(z) 十 。(3) 正定(其中 。º 为正定二次型

, 留(3) 是 x 的不低于三次的函数)
,

上述拮谕 1 与 2仍成立 ;

5
.
若 X( 幻 任意次可微

,

AlJ 式幻 任意次可微
.

本定理的征明兑附录 I中
.

定理 2. 3 考虑微分方程粗序列
分 ~ 才 , x

+ x 分)(二)
,

(
2

.

9
)

其中
: i
.
A ,

收赦至 A
,

A
,

与 A 均渐近稳定
,

2

.

系枕序列(2. 9)具有共同的吸引区 乙
,

4

3

.

对任何阴集 口 提 乙
,

x 护(幻 一致收救至 X( z)( 幻
,

Rll 在同一初值下
,

(
2

.

9
) 的解

分动(t ) 在朗区简
, 〔10

,

+ co ] 上一致收傲至解 城t)
.
这里

,

x( t) 是极限系扰 分 ~ A x 十

x (幻
(
二
) 的解

.

我们只要指出由于极限系就 分 ~ A x + X( z)( 劝 是粗系就
,

BlJ 上述拮渝显然成立
.

三
、

一 般性 精 渝

现研究受控系就
分 ~ x

l
(
x
) +

u X
Z
(
:
)

,

(
3

.

1
)

其对应的自由系就是
分 ~ x i (

男
)

,

(

3

.

2
)

而它的不变流形是

g
, 一, :

见
, 圣(
xl ,

…
, x

,

)
一 0

.
(3
.
3
)

定理 3
.
1 对系就(3

.
1)

,

若存在分段光滑函数
t, 0

(
劣
) 和 “。

(
二
)

,

使得

1
.
分 ~ x

;
(
二
) +

, 。
(
劣
) X

Z

(
:
) 对于 (3

.3)渐近稳定
,

2

.
。。

(

二
) 与

t, 。
(
二
) 满足只尔曼方程

,

自p

[盯ad
, 0

(
二
)

,
X

:

+
。。

X
Z
] + 。( ,

, “。

)
~ m i

n

{ [
盯
ad 。。 ,

Xl
+

u
x

Z

] + 。(甲
, 。

) } = o
,

(
3

.

4

)

RlJ 系就(3
.
1) 对于指标

J(x
, “

) ~ 犷留 (甲
, “

) d
t

( 3
.
5
)
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的最优李雅普带夫函数与最优控制郎是
t, 。

( x) 与 “0
(幻
.

定理 3
.
1 表明在系就(3

.
1) 的情况下

,

只尔曼方程是最优化周题的充分必要条件
.

定理 3
.
2 对系就 (3

.
1)

,

若存在两祖控制
。1
(
劣
) 与 uZ(二) 和两个指标函数

t, ,

(
二
) 与

。 2

(
二
)

,

使有

1
.
系就 分 一 X i(

二
) +

u ,
(
二
) X

Z
(
二
)

,
i 一 i

,

2

,

… (3
.6)

对于(3
.3)渐近稳定

,

2

.
u i

。)
, 。 1

(
二
) 与 u

Z
伽)

, t, 2

(
二
) 均满足只尔曼方程 (3

.
4)

,

又 , 是 甲 与 。 的正定函

数
,

剧
“i
(
二
) 一

, 2
(
工
)

, t, i
(
工
) =

, 2

(
劣
)

.

(
3
.
7 )

定理 3. 3 毅对系兢(3
.
1) 存在有可准控制

。 ,

( 幻
,

其对应的对于(3
.
3)的吸引区为 G , ,

又若

1
.
存在

t, ,
(
劣
) 〔c

l ,

对于(3
.3)正定

,

并有
。,

1

。、
~ [

g r a
d

t, : ,
X

,
+

u i
X

Z

] ~ 一。(甲
, “1

)

,

(
3

·

8

)

2

.

满足条件

[gr
ad t, 】, x

,
+

u 尤2] + 。(甲
, “

) ~ m i n (
3
.
9
)

的 。
~

,‘2

( x) 存在
, _

且是 x 的分段光滑函数
,

R[J 有

]
_.
系就 分 = x

l
(
二
) +

“2
(
二
) x

Z
(
工
) (

3
.
1 0 )

对于(3
.3)渐近稳定

,

且吸引区不小于 ‘1;

2
.

对系就(3
.
10) 来砚

,

积分
·2
(
·

卜{了
/·

(
, , “2 , d 才蕊 一 (

·,
( 3

.1 1)

存在并速擅于 G
I
内 ;

3. 又若
。2

(
二
) 〔c

, ,

且满足
d , ,

}

一几一 ! = tt, 气甲
, “2 夕

,

路t {梅
(
3
.
1 2 )

则可继擅 由上述方法建立
“3
(幻 与

t, 3

( 约
.
如果这样的作法可以延演下去

,

则可得两个序

列 {
u ,

(

工
) }

,

{

。 ,

(

劣
) }

,

其中
, 。

(

二
) 单稠下降收放至

。。

(

劣
)

.

又若
t, 。

(
尤
) 可微

,

且
“ ,

(

劣
) 收放

至
“。

(幼
,

则
t, 。

( x) 与 u
。

( x) 是对应具尔曼方程的解
.

以上三个定理的征明
,

均晃附录 n
.

定理 3
.3 建立序列 {

。 ,

( 劝 }
,

王
“ ,

( 幻 } 的办法
,

常称为序列逼近法
.

四
、

常系数筱性受挫系就

毅受痊对象的扰动运动方程为

分 ~ A x + 云“ ,

其中 A 为常数矩阵
, 二 ,

b 为 n 椎向量
, “ 为可取任何实数值的标量

.

劣
~ 0

。

毅描述系扰品厦的指标是

(4
.
1)

系枕的理想状态是

, 一

{:

。(一
, d忿 ,

(
4

.

2
)
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其中 。是 x
, “ 的正定常系数二次型

,

它可写成

留(
x , “

) ~ 留(2, (
劣
) +

“留(‘, (
x

) +
“ , ,

其中 。(i) 表示
x 的 i次型式

.

先研究系枕(4
.
1) 按指标(4

.
2)的可控性简短

.

显然
,

对拾定的 A 与 b
,

总存在 友(
n
使向量粗 b

,
A b

,

矛b
,

…
,

护b 一 脚b 十 … + 产
*A 无一lb

.

现合
e,

~ b
,

…
,

叙 一 A 七一lb
,

并在其上再迭加
n 一 友个向量 叙+1

,
·

基
.
作技性变换

x = c y
,

c ~ [

e l , e Z ,

…
, e

,

]

fl[J 可将系杭(4
.
1) 化成如下标准型

夕 ~ 刀 y + 澎u
,

B =
c 一1才 c

,

J ~
c 一1右,

其中

(4
.
3)

A 无一lb 拔性无关
,

而

(水的

” , e 。

使构成一祖

(4
.
5)

(4
.
6)

/
“,

(飞l,’瑟乡
,

B

一
}!

’

\ 0
,

·

” ,
0

,

…
,

0
,

…
,

l
,

(
4

.

7
)

、、、吸...矛矛/
.

,上nll
。。.

n

/了J万..吸.、、

一一d

、、、.,....夕‘产了

八脚…内

显然
,

凡
:
的特征值与矩障 C 的构成无关

,

完全由A 的特征值确定
.

定理 4. 1 对于系就 (4.6 )
,

可以选择拔性擦制
“ 一 「户

, 夕
]

,

(
斗
.
5 )

使系就(4. 6)满足可擦性要求的充要条件是 B 22特征值的实部为黄
,

并且适当选择系数向

量 户,

可使合成系就(4
.
6)中对应 B u 的部分具有任何事前抬定的特征值

.

本定理的征明兑附录 111
.
本定理表明文献 〔15 ]中可按性条件实际上是钱性可痊的

充要条件
,

并且合成系就对应 B 二 的那一部分可按事前要求拾定
.

定理 4. 2 若常系数技性系就(4
.
1) 满足定理 4

.
1的要求

,

R[J 对指标(4
.
2)靓来

,

最优控

制存在唯一是
x 的核性函数

,

最优指标是
劣 的正定二次型

,

它们都可以通过序列逼近法求

得
,

并且序列逼近法按指数妆放
.
序列逼近法运算归精为代数运算

.

定理 4
.
2 的征明亦兑附录 m

.

若指标(4
.
3)为以下包合 ‘ 的指标

, (
· , · ,

*

)
一

{:

留(

一
“, “

,

(
斗
.
9 )

(其中 留 为 x
, “ , ‘ 的正定二次型所代替) 则在引入新坐标 介十:

~
“ , ‘ ~

t,
后

,

周题就全

部归枯为前述两定理尉萧的命愚
.
一般利用 (4

.
2)建立最优控制将是理想控制器

“
~ (

p
,

劝
,

实现起来在物理上有一定困难
,

而利用指标(4
.
约

,

Hlj 得到非理想控制器 ‘ ~ [ q
,

x] +

, “ 的型式
,

这在物理上 由于考虑到惯性而易于实现
.
但从理渝方法的研究角度看

,

这两

种方法实为一种
,

故以后只尉萧前者
.

若控制
“ 是 ,

推向量
,

RlJ 指标 (4
.
2) 中 ‘应理解为

,
+

犷

推正定二次型
,

并且系就可

控的充要系件是对应于A 的非食实部特征值根的子空简包合在由所有下 列形式的 向量

Ai 久 (i ~ 0
,

1
,

…
, , 一 1

,

互~ 1
,

…
, ,

) 所粗成的子空简中
.
同时

,

若系就可控
,

RlJ
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按拔性控制的
“
~ 〔p

,

x] 一定可控
,

其中 p 为
, x

犷

常数矩障
.
当系枕钱性可控时

,

最

优控制存在唯一且是
x 的核性函数

,

而最优指标仍为
x 的正定二次型

,

它们都可以通过序

列逼近法近似求出
.

在附录 Iv 中列举了几个数值例
,

以表示方法的进程与方便性
.

五
、

拟常系数接性系杭

现研究变系数袋性系就
分 一 刀 x + 刀 (

t
)
x + 右。

,

(

t

)
o

)

其中 A 为常数矩障
,

质的指标是

B (t) 是建擅函数矩障
,

且有 lim B (t) 一 。
,

b 为列向量
.

(5
.
1)

描述系就品

了
(
·

卜 {二
。(

一
)“公一

{ :客
f一( 君, ·, + 一 , ‘盆

,

(
多
.
2 )

其中
a ,

( t) o

a ,
> 0( 当 t* co )

.
显然

, 。是 “
及

劣 ,

的变系数正定二次型
.

定理 5
.
1 若矩障A 与向量 b 满足第四节定理 4

.
1 的要求(可控性假定)

,

则系就(5
.
1)

对指标 (多
.
2 ) 而言是搔性可控的

,

并且最优控制存在唯一且是
x 的变系数拔性函数

,

而最

优指标刻是
x 的变系数正定二次型

.
它们在

:
。 co 时的极限是对应系就

分 一 A 二
+ b “

(5

.
3
)

在指标 , 一

拭身x3+劝
*下的解 ·

又”优控制“”优指标均可用序“逼近法求得
·

本定理征明觅附录 v
.
若向量 b 以变系数向量 b(

t) 代替(其中 b(
t)、 b)

,

别前述拮

渝仍正确
.

现研究拟拔性定常系就
分 = 才x + x (2)(

x
) + 右“ + 尤(‘)

(
x
)
u

,

(
,
.
斗
)

其中 X( i) 为不低于 i次的函数
.
若系就的品质指标是

·
(

, ‘

卜 {:
“。(

一
)‘不 一

{: (客
一‘+ 一

)

‘公
,

一 > 。

(乡
.
乡)

剧我们有 下述精渝
.

定理 5. 2 对系就(5.4 )
,

若 A
,

b 满足前述可控性假定
,

Rl] 系就是按拔性可控的
,

并 且

可以通过序列逼近法逐步改进系就的品厦
.
每一个改进了的系兢均具有相同吸引区

,

且指

标函数序列收数
.
又若利用序列逼近法所得到的两个序列 {

。,

( 幻 }
,

{

“ ,

( 劝 } 有
。 ,

( 劝
一

、

。 。 , 、 ,

、
。。

(

t, 。

逐段可微)
,

Blj

, 。

(劝 与
“。

(幻 是对应最优化简愚的解
.

应用定理〔2
.
2] 与定理〔3. 3 ]

,

便不难征明此定理的正确性
.

在附录 Iv 中列举了对应定理 5
.
1与 多

.
2 的例就

.
例 2 表明改进系就的吸引区依相于

擦制序列的初始拾定
.

六
、

精 渝

李雅普豁夫第二方法简世以来
,

至今有了很大的发展
,

已被用来研究动力学系杭的稳

定性与过渡过程
.
从物理上可将李雅普藉夫函数比拟为某个矢量锡的波前

,

而不变流形
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nlJ 相当于一个汇
.
李雅普带夫第二方法正是一种从整体上对系就进行尉希的方法

.
最优

擦制理渝中的动态挽划方法在本文尉萧的简题前提下
,

也是从整体上抓住一个量的最优

李雅普带夫函数进行尉萧的
,

因此
,

它特别适合于解决粽合简履
.
这点表明在李雅普带夫

第二方法与动态规划法中有着本厦的联系
.

本文所应用的方法
,

可以推广

如下
:

1
.
控制作用

“
受有限制 }ul 蕊 1

时
,

这时粽合过程可这样进行
:

l) 先不顾限制 }ul 蕊 i
,

用前

述方法建立最优控制
。。

( 幻 与最优

李雅普带夫面数
t, 。

(劝 ;

2) 考 察 超 曲 面 r 士
, “。

(劝 一

士 1 ,

殷 口为 由 r 士 分出的包含原点

的区域 (如图 1 )
,

s 为 口中满足下

列条件的点的集合
:

(i) 若
xo〔S ,

具U对任何
t> o

,

二
(
x o , t

)
〔s

,

(
2

) 当
t
” co

,

对任何
xo〔S

,

均有 x( x0
,

t) 、 0
.
甜 s 的边界为

r
,

研究下列方程的 C au chy 简题
:

[盯
ad 。

(
二
)

,

才 x 士 吞 + X (
2) 士 x (‘)

] + 。(
x , 士 i ) 一

。,

其中 士 l 号分别相应于
“
~ 士 l 的情形

,

Ca
uc hv 周题的边值是

t,
(

x
) ~

。。

(
劣
)

,

当 x ( f 自 T 士
,

其中
。。

是 l) 中求得的解
.

从理希上耕
,

上述 Ca uc hy 尚履可以求解
,

由此总可以沿 r 自r
士 向外按

。
~ 士 l 延拓

而得到区域的只尔曼方程的解
.
这种延拓可以推擅下去

,

但舒算将比较复杂困难
.

本文尉渝的主要部分是对控制
“
不加限制 卜}簇 1 的尚题

,

但实际上由于泛函指标

中已挫包含
“ 因而可以达到一定的抑制

“ 的变化的作用
,

而从前述 1 的尉谕可晃
,

对
u 不

加限制的研究
,

应作为
“
受限制尚愚的基础

.

2
.
对于第二节所尉渝的最一般提法下最优稠节器的分析段补固短

,

只要引入系就关

于不变流型按指数渐近稳定的概念并建立类似的引理
,

Rl] 第五节中的定理【5
.2 ]可推广到

一般情况
.

3
.
对于不能用普通微分方程描述的动力学系枕

,

序列逼近法亦适用
.
例如

,

对具有

随机变化的参数的系就
,

其方程为依辍于 夕的拔性方程
分 ~ A

(种
劣 十 b (, )

“ ,

其中 , (
t
) 为取有限个状态的齐时钝不速擅的焉尔可夫过程

.
对下列过渡过程指标

‘(
·, 一 M

{{: (客
·
: +

!‘

今
“才

l

、
,
。。

}
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提出的分析殷舒固题(参看文献〔21〕)
,

可以征明在满足〔21 1中的可控条件时
, ‘

匠可选择钱
J
哇控制

。i
(
二
) 一 [户( , )

, x

]

,

使系就按指数均方渐近稳定
,

从而可以通过解代数方程将迭代过程进行下去
.

迭代过程的收放性与最优控制的存在性
,

其敲明与前面完全相似
.

4
.
对由差分方程描述的系就

,

上述方法亦适用
.
在这一方面将有专文渝述

.

用序列逼近法解决另一类最优控制器的分析毅针简短
,

在文献「27 ]中已有了萧述
.

附 录

1. 定理 2
.2的狂明

不失一般性
,

可帝 勿 = 0
.

显然 3是握典精果
,

故靓明从略
.

。
(2 )

(
x

) =
x ‘。 x ,

[
g r a

d
。
(
2
)
(

二
)

,

A
x

]

现枷 一

介
A, 场洲:dt ,

。
=一 ‘

(
x
)
.

( 卜1 )

实际上
,
由于 X( 为 不低于二次

,

则有 ‘> 0 使

「g
r·

d
·‘2)

(
·

,
,

X ‘, , , <合
阳 (

·

,
,

当
· 〔‘

·

l

·‘2)、 e ,
·

(

[一2
)

由此不难赶明对系梳(2
.
5) 应有

碧}
2.,、 一

合
阳
(
·

,
,

当
· 〔‘

·

’
·‘”

(
·

)
续 “,

·

(

I一3 )

若韶材为
。
(2) 的最大特征值

,

而 。为 即 的最小特征值
,

井令 a 二 ,
/
Z M

,

则对从区域 {川
。
(z) 提s} 中出发

的运功总有

考虑到任何有界阴集

上界叹。 )
.
考察函数

口 〔云

。
( 2 )

(
x
(

,

) )
(

e 。一
‘
. ‘

(

x 一4 、

故对初值在g 上的一切运动衰减至区域 {川
,
必 成 外 的时阴 一致有

必(
才

) =
m
a x

二o 〔寸x 一少( 2

)
_ 。,

〔
“

(

X
(
X o , 一‘

) ) ]
,

0 成 ‘
( T

(
。) (I一5 )

显然
,

它是有界的
.

不难征明恒有 A > 0

习上的运动满足

研究函数
必(A

, t

) 二
A oat一 价(

‘

)

,

(

I 一6 )

存在
,

使 必 (A
, ,

) 当
, 〔【0

,
T

( 。)] 时非鱼
,

由此可知用这样的A 就可使一切初值在

。
(2 )

(

x
(
t

) )
成A 。一

a ‘,

其中 A 与 叹口 ) 有关
,

因此它依祖于 口
.

再考虑任一点
二 〔乙

,

昆由
二
出发的解是

刃
二 言(

二 ,

t)

,

引入用下一积分定义的函数

·
(
·

) 一

犷
〔。(一)〕

‘
。〔“‘一 , , d多,

显然
,

由于 (
I一7 )

,

它对任何
二 〔乙有定义

、

建擅且有

(0) 二 o ,

2

.
。
(
x
)

> o
,

当
二 〔乙

, 二 气 0
.

由于 乙是开集
,

则按微分方程对解的唯一性
,

我们不难征明

lim 。
(
二

) = + 00

.

又由于 些(
x ,

t) 满足积分方程

言(
x , t

)一[
·

+

芡
二‘2 )「: (一)〕一

‘·

」
,

(

I 一7 )

(
j一8

)

(
I一9 )

(
I一 1 0 )
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考虑到 }
X尸

’
d X (2 )

d
x
i
在 {x[

。《好 一致有界
,

井令M 为其上界
,

将 (I一 10 ) 对 xi 求导数
,

则有

J会J
、 }!一 ,‘

!
一 +芡

M
客J会}一d

·

(

I一 1 1 )

由此
,

我们应用只尔曼不等式就能靓明

, ,‘一 , 一

客{篡卜
,,一 ,,

[

‘ +

孔
·“, ‘一

,一讼
7
]
、

一 (I一1 2 )
一 二

J
。 、 ~

。。
~

人
~ 一~ 一~ ~ _ ,

_
。 _ _

山
rr
~ 二一

二 ,
d 匀 一~ ~ ~

。匕 ,
~ ~

, , , _

一
二

民甲 刁2 夕它
.
勺 x 牙p 裂上目U一

21、J别L生魂拓牛三夕屯片U 」匕男义 , p 户 U
。

出 刀毛于又1门 曰 沐州 二矛甲 d文拍篱汉正兰裂J门
一 ‘
脊

。 刃占梦毛 , 定久

. 万 i

(
I一

s) 定义的
,

( x) 可将求偏导数的过程娜过积分号
,

井且有

兰匕 l
= 「g

rad , ,
、(2) + 汉x l = ;i:n

d t 12
。

, - -
一 吞 t . 0

,

(

t
+ 八 t) 一

,

(
t
)

==
l i m

_

牛百“
即
[。(
x , ,

) ]
、: =

一(
x).

吞 t , U ‘盔 子 J x十八 ‘

(
I一 1 3 )

至此
,

定理的 l
、

2
、

3 全部得到征明
.

应用前述方法
,

亦可靓明 4 与 5 成立
.

11 . 定理 3
.1的征明

由于系扰

分 == X z(
x
) +

“
X
Z

(

x
)

对于 (3
.
3)渐近稳定

,

且 峋 与 t’0 满足方程 (3
.4) ,

故 t,0 是可准控制
,

亦郎

(11一 r )

{ J

留‘,
, · 。, ‘

,

一
。
(
·

,
一
(·”一

。
(
·

, < co
,

(
11 一2 )

其 中
x*
= lim

x
(t) 〔萝卜无

.

殷 t,0 ( x) 不是最优的
,

则存在
“ l

( x) 使当
二 〔了卜以H ) 时有

{丁
即
(
, , 一 ) ‘

公 <

犷
即
(
, , 一 , ‘多

,

(
1
1-

3
)

其 中不等式左端是以系杭
分 == X I

(
x
) +

“ IX
2
(
x
)

的解代入的
.
由于 (11 一钓 对 (3

.3)渐近资定
,

并考虑到方程 (3
.4), 则有

(11一斗)

鲁 l
“ L

+ 留‘二
, 一 , )

争l
。。

+ 即 ‘,
, 一 , -

(
11一 5 )

由此可得

鲁 }
。: 、

一(
, , · l

)

.

·。‘
·

, 、

{了
阳
(
, , 一 ) 、

才
.

(
1 1一 6 )

将此式两边按系硫 t’l 积分之
,

则有

这与归碧法的假定相矛盾
,

故定理得到征明
.

定理 3
.2的征明
由于

“ 1
、 “ 2 、 。1 、 , : 均满足具尔曼方程且使对应的系梳渐近稳定

,

故按定理 3
.1,

。 1

(

x

) =
, 2

(

x

)

.

由于考虑到系梳对于
“

梭性
,

又 , 是 , , “

的正定二次型
,

故有 t’1 =
u2.

定理 3
.3的征明

首先按(3
.8)

,

我俩有

(11一7 )

一
(
·

) 一

犷一
〔, ‘“(x

, ,

, ,
, 一(“一 , , , ‘,

,

(
1
1--

5
)
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其中 言(
x , ,

) 是系杭
x) + ul(x)X

Z
(
x
)

当
,

=
。时由点

二 〔乙出发的解
.
显然

, 们

(
3
.
8 )
.
再由(3

.
5)

,

我们有

在白上有定义
,

(
x卜9 )

井在其边界上具有无穷大下界且满足

l(x)

dol }
.

, 、 、
d
o l

}

=

一
} +即又甲 , “ l ) 多

—
! +即 气甲

, “ 2 )
。

d
t

l
“ 1 d t }u ?

(
1 1 一 1 0

)

由此可得
d夕: 1

—
l 乓 一 留气切

, “2
)

。

‘ t l“
2

故系硫(3
.
10 )对于 (3

.
3 )渐近稳定

,

且吸引区不小于 乙
1.

以(3
.10)的解代入 (11一 1 0 )

,

井对
,

积分
,
具」

一 (
·

) 一

{:

留
(
, , 一 , “君续 一‘

·
,

(11
一
l 一)

是收徽的
,

且此牧散对任一有界阴集中的
x
是一致的

,

故
。2

( x) 速覆
.

显然
,

若上述过程可延值下去
,

则对应的序列
。 1

( x)

,

…
,

蛛(x) … 是单稠下降的正序列
.
由此

,
极

限函数一定存在
,

并祀为
。。
( x)

.

若可微
,

具日当
。二

(劝 收赦至 峋(x) 时
, , 。与

“。便是具尔曼方程的解
.

遣留的简题是 均(x) 的可微性与
“ 。

( x) 的收赦性以及这种趁程是否一定可以持擅下去
,

但这在第四

节与第五节所尉渝的简题中
, 已得到回答

.

川
.
定理 4

.1 的靛明

关键简题在于靓明对于 左推系扰
夕

,

=
B l z 夕‘

+ d
, “

(
11 1一 z

)

(其。 。11 女口( 4
.
7
)所示

, 、
,

_

{

;

)

、 * 、歹。向量。可以有, 性二数
“
_ 女

。, , ; 、使对应。 拢 。 系

’

0

‘

硫具有事前所要求的特征值
.
事实上

,

以
“
== 〔p

,

犷] 代入后
,

系梳的特征方程应为

户- 一 久
,

1
,

P 犬_ x P 尺 + 拜l

0 , 拜2

f (久)

P Z,

一久

......
一 久 户左一 l

”左 一 久

= ( 一 1)
无
[
久斤 + 久无一1

( 一户
1 一 邵、

) +
久无一2

(一户
: + 户,拜 , 一 尹, 一 l

)
+

+ … + (一户, + 户* 一 1”无 + … + 户l拜: 一 娜1) ] =

= (一 1 )无 [凡左 +
a l久互一 1 + … + a , 一 ,久 + 久,

]

.

(
111一2 )

由此显然可知
,

对任何事前抬定的 ‘ 总可通过 Pz’ 的选择来达到
,

这是因为 巧 所满足的方程是代数方

程
,

其系数矩障是非退化的三角矩障
.
至此

,

定理得到靓明
.

定理 4
.2的靓明

由定理 斗
.
1 及此定理的假定

,

可知对系梳(斗
.
1
)

,

存在
x
的凑性函数 u1 (x)

,

使 (4
.
1) 渐近稳定

.
再

按定理 2
.2之 3

,

具必有正定二次型
, l

( x) 存在
,

使

[g
rad , 1 ,

A
x

+ b
t’ l

(

x

) ] = 一 留
(
x , “ 1

(

x

) )
,

(

I x x 一3
)

而条件

[g
rad “1 , 刁x + b u

] + 留
(
二 , “

) =
m i

n

(
1 11 一4

)

可唯一地确定钱性函数
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·2
(

X
,

一合
〔g
r·

d
· l , ”〕

·

(

1 1
1
一5 )

按第三节的一般性精果
,

可知对应
uZ
的拢性系抗 分 = A 二 + 如2(x) 是渐近稳定的

,

从而可以有正定

二次型
, 2

( 劝
,

使 【gr ad 内 ,
A

x
+

bt’21 = 一 留
(
二 , 。 2

( x) )

.

上远过程可以耀凌下去
,

由此就有两个序列
。 1

(

x

)

, , 2

(

x

)

,

u l

(

x

)

, u Z
(

x

)

,

显然
,

此二序列收徽
,

其极限函数为 均(x) 与
“

0( x)

.

, 。
(

‘

。。

(

(
1 1 1 一6

)

。。
(
二

) 与
。 0

(

x

) 满足只尔曼方程
, 。0

(

x

) 是单溯下降

二次型序列的极限
,

且是非负二次型
.
考虑到

[g
rad “o , 汉x + b “o

] = 一即
(
x , u o

(

二

) )
,

(
1 11 一 7

)

可知 峋 必正定
.
由此

,

极限系杭

分
= 汉x + b u o (

x
) (

11卜s )

渐近稳定
.
应用定理 3

.1, 则 印(x) 与
“。
(
x
) 是对应最优化简题的解

.

从上面靓明可以看出
,

在这里求解最优化简题的趁程
,

只是对常系数拢性系扰按胎定二次型求李雅

普酷夫函数的过程
,

这一种言十算可归精为解一次代数方程粗
.

最后视明序列逼近法按指数收教
.

由于表达式
G 乏

(
x , u

) = [

g r a
d

, ,
(
二
)

,
A

x
+ b

u

]
+ 即

(
x , “

) (
1 1 1

一
9
)

是
“

的二次凸函数
,

且 叭(
“ ,

t’k ) = o
,

t’k 十1 又使其取最小值
,

故有
G之( x , “无+ l

) 二 一 2 (
“* + l 一

u*
)
2 续 0

.
(xll

一
1 0

)

将其与 G *+1 (
x , “ , + 一

) 相减
,

可得

Ig
rad (

,
* + ,

(
二

) 一
。 ,

(
二

) )

, , 二
+ , “ , + ,

] = 李[
grad (, , (

二
) 一

。
*
一 1

(
二

) )

, 右
]
2
.

(
:I卜l: )

2 - -- - - - , , -

-

利用炬障昆法
,

毅 t,k +1
( x) 一 从 (劝 = A ‘(劝 = x’‘叹

二 ,

并将上式积分
,

则有

△ · , 一

IJ

· , 孟· 1 , 二
一“

产

二 ·

“一礼
·“ d , ,

其中瓜
十 ;

=
A + bb

,

叹
.
歌各入+1 的特征根突部模的下确界为 , > 0 , 占〔【o

,

们为某一正数
.

万杆1的模一致有界
,

故存在 p使对任何 天有

11
‘牙“

}l (
, 。一“

.

由此可得 }}二伙“的估舒值:

(111一1 2 )

由于各

(111
一
1 3

)

.!
‘ ·*、.、合

, 2
}!△

·、一‘,
·

} }

‘”
‘

}卜.,‘
· , 一1

,,
{ J一
d,

-

一
合

, 2

命 ‘,b“}卜}}‘
·* 一 ,

} }
, 三 。}}‘

· , 一 ,
!}
,
.

由此可晃当 ‘ 峡蛟小时
,

它大致以指数函数 妒无方式接近于零
,

其中 }川 < 1
.

(111一 1 4 )

至此
,

定理 斗
.
2 全部得到征明

.

应用定理 2
.3 ,

不难靓明系航序列 分 = A x + bu
。

( x)

出 自同一初值的解
,

在 , 〔【0
, 十 co 〕一致牧傲至极限系

抗 (m 一
s) 出 自同一初值下的解

.

, V
.
几个数例

·

例 1
.
在图 2上所示二阶系扰

,

其方程是

户 =
y , 乡= 一 4x 一 y + 。

.

取指标为
‘
(
·

) 一

{:
‘一 + , 2 +

· ,
, d

, ,
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不难征明鼓简题的精确解是
“

(

x , 夕
) 二 0

.
123 1x 一 0

.
斗9 5 7夕

.

当利用序列逼近法时
,

若令
。 ,

(
x , ,

) = , * x Z + Z n *x , + 户、, 2 ,
具日

“,
(
x , ,

) = 一
。 , _ l x 一 户卜

1, .

利用

迭代程序可有公式

_ 1 + 嵘 一 l

“ 左— -二气尸, - :

一
一 一一了一 ,

‘气斗 十 “左 一
l)

_

_
i + 户飞_l + Z

n,
尸之 一 一二六找尸 - 丁一一一一一丈一

一 .

‘以 一 P无一 1 )

选择
“ ,
二 0 ,

则我们有

n一
= 0

.
1 2 5 0 , 月 2

=
0
.
1 2 3 1

, n 3
=

0

.

1 2 3 1
,

…

Pl = 0
.
62 50 ,

P
Z

=
0

.

5 0 3 7
, 夕s

= 0
.
4 9 8 7

.

显然
,

只要握过三次迭代
,
郎可准确至四位小数

.

lllll
了了3 + a 萝2 + 甲 +

alll

?????

例 2
.
图 3 所示的三阶系抗

,

其方程是

二 1
=

二2 ,

二 2
=

戈3 ,

九 = 一
a lx -一

aZxZ 一
a3x3t“ ,

而其指标为
Z(· ) 一

I J (客
一: + 一)一

若对此系抗应用只尔曼方程求精确解
,

则必需解四

次代数方程
,

井对精果逐个判别系杭稳定性以确定最优控制
,

这显然是比蛟复杂的
.
以下用序列逼近

法
,

将易于得到精果
.

歌
。‘“一, )

(
二

) 二 艺
,

汽
1, 二, x ,

(
。 ; , =

“ , ;
)

,

则有
i, 夕二 1

“‘“,
(
X
) = 一告[

·

, ,
一‘, X , +

·

“,
一‘, XZ

+
·

, ,
一 , , X3

]

.

利用迭代手授
,

可得 心
一
l)

(i 二 1 ,
2

,
3

) 应浦足的迭代方程:

城全)

· l
+

令
·

, ,
一 ‘, ·

一 2

(
一 +

告
·

: ,一)
)

’

。

盆全)

2· , , )
(
一 十丛攀

一

)

一手
·

, ,一)
·

、,一) +
· 2

砰裂
+(

·2 十 逻

掣
~
)(

·3 十 二誓犷)
、、.了�、了,一

一
龙勺阳 + 上

。

盖

。

玉今)

一 2
(

· , +

令
·

、,
一‘,

)

+ 2

(

一 +

告
·

“,
一‘,

) (

一
( as+ 告嗡

一

l>)
卿 一宁一去心

一
1)

’ ·

为确定初始控制
“ , ,

我们取
。 1

(

x

) == (

a l 一 1)
x l + (

a: 一 3 )
x: + (

a3 一 3)
x3.

此时
,

系梳的特征值均为 一 1
.

对下列数字进行迭代:

al= 一 4 , a Z

=
3

, a 3
=

0
,

e
=

c l
=

c Z
=

c 3
=

1
,

此时
,

无控系梳有一个不稳定环节
,
因而是不稳定的

(图 4 )
.

利用前述迭代公式可得

32+ s+ 4 台

图 斗
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次数 1 2 3 4 5

扩 13 1 3
.
0 0 9

.
伟4 8

.
2 8 8

.
1 2 8

.
1 2

粉5 3 4
.
9 4 3

.
5 8 2

.
7 6 2

.
斗5 2

.
4 5

粉2 3 9
.
8 1 5

.
0 0 3

.
0 0 2

.
4 5 2

.
4 5

由此可知迭代四次可准确至三位有效数字
.

v . 定理 5
.1的孤明

首先由第四节的桔果可知
,

可选取钱性可准控制
“、

= 【p
,

x]

,

以使系杭
分 == 汉刃 + b

“ z
(
v
一
1
)

渐近稳定
.
又由于这种渐近稳定的粗性和

才

充分大时 取 ,
) 充分小

,

故系杭(5
.
1) 是钱性可控的

,

井且对

应
“ l的系抗按指数渐近稳定

.
由此积分得

一
(
· , 才

) 一

l万
即
(“(一 ,

, · ;
(
“,

, · , d‘ < + co
,

其中 言(
x , ‘

) 是 (5
.
1) 当

“
=

“ l 时由 袱,
) =

x
出发的解

,

井且
。; 满足方程

口粉
, . r ,

_
, 、

一气二一 十 lg ra a 口l
一 刁x 十 刀“ )x 一 D“ l ] 十 即气x , u , 子

]
=

O 名 一

内(
x , ,

)

·

的极限 电
(
x ,

co ) 则满足方程

[(汉
二

+ b
“ 1

)

, g r a
d

0 1

(

x ,
co ) ]

+ 即
(
二 , u l ,

co ) =
0

.

, l

(

x , ,
) 是具有无穷小上界的正定二次型

,

当“ co 时
,

它趋近于一个常数正定二次型
.

作逼近序列
,
具日有

· 2

一合
〔”

· g r ·d
· ,‘一 ‘, ] 一“

, + 一2) -

一合
L‘, g r ·

d 一‘

一
, , 一合〔

‘, g r ·
d ‘一 (一 , 一‘一 co , , ,

·

显然
,

当
“

=
“2

并代入系就后
,

系梳将按指数渐近稳定
,

由此又可以求出
。 2

(

x , ‘
) ; 如此下去

,

则有

两个序列:

变系数正定二次型序列 :

, z

(

二 , ,

)

, , 2

(

x , t

) 一
, , ,

(

x , t
) …

,

变系数接性控制序列:

。 1
(

x , t
)

, “ 2
(

x , t

) …
, 。。

(
, , ‘

)

·

…

显然
,
由于

。。

(

x , ‘

) 对每个
,

> o 都是单稠下降的正定二次型
,

因此它一定收救至非具 二 次型
, o

(

二 , z

)

.

另一方面
, 。。

的系数完全由
。。

(

x , t

) 的系数确定
,
因此

u。
(

二 , ,
) 收傲至

“。
(
x , t

)

, “o 与
, 。满足

具尔曼方程
,

井且不难征明 当
t
* co

, 。。
(
二 , t

) 以
, 。
(
x ,

co ) 为极限
,
当
t
升 co

, 。。
(
x , t

) 以
uo(
x ,

co ) 为

极限
,
而

。o
(

x ,

co ) 与
“ o

(

x ,

co ) 就是
。。

(

: ,
co ) 与

u
认)(
x, t

) 的极限
.

至此
,

定理 ,
.
1 得到靓明

.

显然
,
当 b以 b(

,

) 代替
,
而 b(t) 叶 b 时

,

桔渝显然正确
.

v l
.
拟常系数楼性系枕的举例

例 1
.
变系数摘性系梳:

* == 。二
+ 一2 一

- 二
+ , “

, , 》 o

,
(
“

) =

(

一
(
X Z +

。2
)
、,

==

{

“ 留
(
X , 。

)
J

,
.

J 口 J U

以
“ 1

(

X , ‘

,

一含
‘
·

+

碑

杯万干, ,
X
代入

,

可求出
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。一
(
x , ,

) = 1 +
- , - - - - - 一 , - - - , 二二二

+

(

t
+ l

) 丫
az + b‘

x Z ,

“2
(
x , ,

) =

去〔
· 十 丫丽不孕J

一
(
巴

兴亚)1十
二

一
一二-

目

二二于= = = 三 +

吃t + 1 ) 丫a
‘

+
b
‘

丙瑞铸砰」

两局铸雨」

r..L一卜州L

由
“:

可进一步求出 内 ,

但耀搜舒算下去将十分复杂
,

甚至无法用初等函数表示
.

事实上
,

一般变系数系毓

分 =
A
(小 + b(

z):‘

其只尔曼方程的展开形式是

备
+〔汉( ,

,

一
d·‘一 , , +

客
一 (

才
,
·

, 一令〔
“

,

,
,

一d
·

,2
·

当以
,

为变系数二次型代入时
,

下
,

它是

可得到其系数满足 粤
。

(

, 十 , ) 元的 Ri cc ati 型方程粗
.

乙
在上例情况

一
”(

才

)

,

‘(多) + , , (
,

)

卜
+
片

一

f

〕
+ ‘一 ”2, 2 (

,

)

·

众所周知
,

Ri cc
ati 方程的解通常是无法用初等函数表示的

,

因此
,

在运用序列逼近法的过程中将遇

到困难
.

例 2
.
殷受控对象方程在极坐标下的形式为

沪二
r
(
, 一 1) +

u ,
8

=
口
=

e o n st. ,

对应的无捶系毓 (
。
= 0) 以原点为稳定焦点

,

吸引区为极限环
,

=
1 的内部

.

考虑指标是

‘
(
!‘
) 一

犷
(一 + 一) d

才,

显然可选
“

是
犷

的函数
.

对应的具尔曼方程是
口夕

.二- - l 犷又r 一 1 ) + “
! 十 r‘

+
“‘

=
m

i n

=
口 r

_
, _

_
r ,

_

卜 , ,

l
d
盯 ~

. _ . ,

_
一 _

.
_

_

出比 刊水田
“
“ 一 二 气犷一

.

将比1
一

七人上式
,

则得到
乙 口 犷

一 2
“

[

,

(

,

一 1) +
:‘
]

+
r Z

+
“2

=
0
.

从而

“
= 一 (

r
一 1 )

r
士

犷

丫1 + (l 一
r
)2

,

而对应于渐近稳定的系抗的最优控制为
“二*

= 一 ,

丫1 + (1一 r)2 一
r
(
r 一 1 )

,

对应的最优指标为

一* 一
J;
。丫石蔽不不砰+ 一

‘, , · ‘二

再用序列逼近法求解
,

例如选
。 1

=
0

,

则根据一般步辞可得

tt左+
_ l 尸 + 沪友

一 万
,

(

,
一 l) + 硕

’

「
尸

一 (rZ + 。几、
_

r
r

叹
+ 1 = !

。
, 万丁一下寸二刹一 d

r
= 一 2 !

_
“无+ 1 d r

.

J u ,
、 ,

一
工 /

T
‘矛之 J O

不难蔽靛各
“、均在

,

=
1 有一阶极点

,

伙 也在 卜1< 1有无穷大下界
.
在这种控制下

,

系抗只在 }
r
!< 1

内有定义
,

井渐近稳定
.
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序列 {
“

公单溯下降趋于 味优 ,

但只是在任一 卜}续a < 1 内收赦一致
,

而在整个吸引区虽收傲但井

不一致(图 5 )
.

U2

夕o P r

图 ,

用逼近挂制序列所得系梳的吸引区与 t’1 的选取有关
,

例如
,

若选
“ x 二 一

,

(

,
一 1 ) +

,

(

r
一 反)

,

就可得到在 1
,

}
< 左内渐近稳定的福近序列

.

如何选取初始控制使吸引区最大
,

仍是一个有待研究的简题
.
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