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可控焉尔可夫罐的一种最优决策

吴 詹 浦

本岌研究了一种最优属尔可夫控制系杭
,

这种按制系扰以就蔚规律依祖于决定序列的属

尔可夫链描述
�

我们称决定序列为决策
�

存在一具有下述性盾的目标状态
,
一 曰

�

系梳到达此

状态
,

状态就不再改变
�

我们的目的是要选取一决策
,

使所有从每一初始状态出发最格到达此

目标状态的慨率都达到最大
。

我们先提出在平稳决策集合中求最优决策的决策迭代法
�

然后

硬明
,

此决策在包含平稳及不平稳决策的决策集合上也是最优的
�

一
、

阴 题 的 提 法

某些最优控制过程可以归拮为一类最优可擦焉尔可夫触的模型
�

�� ��� �� 首先研究

了这类模型的渐近性厦��,
��

�

� � � �� � 研究了两种这类模型的最优决策的求解简题� ��
�

在

一种模型中
,

他假定任何决策下的
�

霭尔可夫链都是正刻的
,

指标是依辍于极限蚌移概率的

某种平均期望效益
�

在另一种模型中
,

未来阶段的效盆要
“

打折扣
” ,

这时
,

指标是恢辍
一

�
几

搏移概率的总期望效盘
�

� �� �� 和 �� �� � 研究了一种具有吸收型 目标状态的最优可捧思

尔可夫触
「月

,

指标是恢辍于蒋移概率的总期望代价
�

在他们的模型中
,

决策集合只包舍平

稳决策
�

�� �� �� ��� 和 � �� � �� 还进一步研究了决策集合合有不平稳决策及随 机决 策 时

最优决策的性质 ��
,
�

,

� , ��
�

以最小化总期望代价为指标
,

可以描写实际阴题中某些平均值的指标
,

如平均过渡历

程时简
、

平均摸差等
,

但不能描写某些概率指标
�

例如
,

在 � ��
� �牙绷 所研究的一类最优

追踪咫题中 �� ,

被追点在相空简中的运动是一个焉尔可夫过程
,

追点的运动是可控的
,

最

优擦制的指标是追点命中被追点的概率
�

在这周篷中
,

如果把点在相空简中的运动用格

子点的离散形式表示
,

刻追踪过程可归精为具有吸收型 目标状态的可控焉尔可夫链
�

这

时
,

最优指标不能用上述工作中的期望值指标表示
,

而应歌以到达 目标状态的概率 �下称

命中概率 �作为指标
�

本文将以最大化命中概率作为指标
,

研究在包合不平稳决策的决策集合中
,

具有吸收

型 目标状态的可按焉尔可夫级的最优决策
�

具有吸收型目标状态的可控思尔可夫巍可描述如下
�

在时简的进程中
,

系兢只在拾

定的离散时刻
�。 , �� , � � ,

… 发生状态的改变
�

系就所有可能的状态数是有限的
,

我们以

� � � , �
,

…
, � , 。 十 � 表示之

�

在状态改变后
,

系就的状态变成某一新状态的概率
,

只

取决于改变前它所处的状态以及所取的控制
�

在任一时刻 权�友� � , �
,

� ,

… � 之前
,

如

系就处于状态 �’� � 一 �
,
�

,

…
,

��
,

�� 可供选择的控制 浮,
有 �‘个

�

� ‘选定后
,

相应的各裤

移概率 ��� �去��夕� � , �
,

…
, 。 , 。 � �� 也就确定

�

� 一 � 十 � 表示 目标状态
�

从目标状

态出发的搏移概率 几��
,

�
则是固定的

� 外��,
�
� 几 � � � �

· ·

一 外�� 
。
� � ,

几��
,

� � � � ,

郎
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目标状态是一个吸收状态
�

由此可兑
,

在时刻
�� ,

缝的蒋移概率矩阵 � 取决于所选取的一祖控制 君
,

好
,

…
,

昨
�

我们以向量 �� 劝 一 �时
,

君
,

…
, � 轰� 表示之

,

称之为第 友阶段的决定
�� �

矩障 尸 为 �� 习 的

面数

�少些
�

�
�

� �� �“’� 一

�
, 班�·梦’�

� �

二 勿
,

�� �
无�� 户

�
,
, � ��己全

无��

夕
, 。

��梦�� 户
。

,
。� �

�浮娇���
如果系就在时刻

‘。

之前所处的状态抬定
,

各时刻
�。 , � � ,

…前的决定 ��
�� ,

�� 。 ,

… 都抬定
,

�� 表征系就变化的随机过程
—

焉尔可夫缝也就确定
�

以 � 表示序列 ��� ��
,

�� �� ,

… �
,

并

称之为决策
�

于是
,

系就状态变化过程的枕静观律取决于所选取的决策
�

以
� ,
表示由

, �

前的初始状态 � �� � � , �
,

…
,

�� 最怒到达目标状态的概率
,

剧 幻

为决策 � 的函数 右��� � 以 � �� 表示
�
推列向量��� �� 

,

心�� 
,

…
,

介�� �
�

我佣的简题

是 �

�
�

是否存在这样的 犷
,

使得对一切其他的 � 都有
�
�� � �� 里 �� ��

��
�

扩 称为最优决

策
�

�
�

如果最优决策存在
,

怎样求出 扩 及相应的命中概率 �� 扩 �
�

当各时刻 �� , �� ,

… 前所取的决定全都一样时
,

决策 ��
,

�
,

�
,

… � 称为平稳决策
�

对于平稳决策
,

我们就以其决定元 � 表示之
�

我们先征明
,

利用第三节的决策迭代法
,

从

任意选取的平稳决策 出发
,

攫过有限次迭代
,

可以得到这样的平稳决策 �
� ,

使得对一切平

稳决策 � 都有 �� �
�

�里斌��
�

然后征明
,

对于这一 �� 以及任何不平稳决策 古都有 �� �� �

妻 �� 司
�

于是
,

最优决策存在
,

可以在平稳决策中得到
,

而且可以用决策迭代法求出
�

二
、

命中概率的性厦

现在研究平稳决策下命中概率的性质
�

首先
,

在平稳决策下
,

所研究的过程形成一均

匀焉尔可夫链
�� ,

这链的就舒挽律由棘移概率矩障 � ��� 完全确定
�

下面以矩阵 � ��� 表

示这一焉尔可夫链
,

并称之为缝 尸 �� �
�

根据焉尔可夫罐的理渝�� , 川
,

抬定决策 � 后
,

链 尸��� 的全部状态可分成两类
�
恒返状

态和非恒返状态
,

而恒返状态�� 祖成若千伍返子动
�

显然
,

目标状态
。 � � 是

�

匝返状态
,

而且 自身形成一阪返子链
�

如果链 尸 �� �除了状态
, 十 � 所形成的

�

阪返子缝外
,

没有其

他的
�

匠返子链
,

我们就称决策 � 为一致决策
�

由命中概率的定义
,

斌 � �应满足等式
� �� � � � �� �� �� � � � �� �

,

�� �

�� 昨表示控制的方式
,

不是数
�

但如果以号礴 �
,
�

,

…
,
�犷去标志各挫制方式

,

期可以把砰看作是在这 �, 个整

数上取值的变数
�

本文将如此理解
�

� � 本文以黑体拉丁字母
� 表示分量为

� � , � � ,

…
, 。。 的 ,

推列向量
,

靓作 , , �, �
, � � ,

…
,

‘�
�

就号
�璧卜表示

对所有 � 一 �
, � ,

…
, 。 ,

��’鑫句
�

靓号
� � � 表示对所有 � � �

,
�

,

…
, � ,

�� 鑫句
,

同时至少有一 � 使得 心 � 句
�

勺 即棘移概率不随时简变化而保持固定的房尔可夫踱
�
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其中 夕��� 是 , � �
矩�沛

夕。�� � … 夕�
,

�� �

�� �

、

�
户二�� � … 夕

, 。

�� �

,
、

,�一�比
子

‘
、�

、了
心� �

��
。

滋�
�

,�

�
、

一一
、少
�

�行、

夕

� �� �是 �
雄列向量

� �� � � �夕
�

, 。� ,

�� �
,

夕�
, 。� � �� �

,

…
, 夕

。 , , � �

�� ��
�

�� 夕

考虑未知员 � 的钱性方程粗
� 一 � �� �� � � � !

,

(
4

)

不难征明
,

这方程粗有唯一解的充分必要条件是决策 d 为一致决策
.

实际上
,

如果 d 不是一致决策
,

flll 在状态 1
,

2

, ,

二 , 。 中存在有恒返子巍
.
这时

,

矩障
I 一 g (d ) 是降秩的

,

因而 (钓没有唯一解
.

反之
,

殷 d 是一致决策
,

别状态 1
,

2

,

…
, ,
全是非匠返状态

,

因之
’

对一切 1 廷 ￡毛 。 ,

l i m 户{煞
,

( d ) 一 i ‘,
.

N 冲 的

盛交存在这样的 N
,

使得

对一切 1毛 i毛
。 ,

艺 , }尹, ( d ) < l
,

冈而矩障 p (d) 的最大特征数小于 1
.
由此可知

,

从任一初始向量 x(
。
) 开始

,

利用递推公

式
x(七+ ‘) 一 口(d )x

(丸) + q
( d ) ( 弓)

进行迭代
,

序列 {x( )̂} 必收蔽于方程(钓的唯一解 x 一 1伙

当 d 不是一致决策时
,

状态 1
,

2

,

…
, , 中含有

J
匝返子缝

,

这些子巍中任何状态的命

中概率均为零
,

郎向量 x( d )中必合有零分量
.
但这时 x ~ 1 仍为方程祖(4)的解

,

可兄它

有无穷多个解
.
在这种情况下

,

从任意初始向量 x( 0) 出发
,

利用递推公式(5)进行迭代
,

序

歹J {x(
无
)} 不一定收放于 x( d)

.
但是如果选择适当的初始向量 x( 0)

,

则我俩仍可得到这种

收敖
.
为此

,

引人下述概念
.
把除了 目标状态而外的全部状态分成两类

:
凡其命中概率大

于零的兢称优状态
,

凡其命中概率等于零的就称劣状态
.
当然

,

敲到状态的优劣
,

总是对

始定的决策 d 而言的
.

如果我们这样选择初始向量 x( 0)
,

使得刘所有在决策 d 下属于劣状态的状态 i
,

分量

玲)一 。,

对属于优状态的状态 i
,

分量 砂)可以任意选取 〔下称此为条件 (6)」
,

flll 由公式

(的所确定的序列 {x( 叨 必收敏于 x( d)
:

zim x(无) 一 x
(d )

.
(6 )

友小 .

这一渝断的就明昆附录引理一

1)。洛洛
,

表示矩障 尸的N 次乘幕 pN 的第 i行第
。 十 1 列元素

.

2) 1 表示分量全是 1 的
n
推列向量

.
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三
、

决 策 迭代 法

以 d
*
表示平稳决策集合中的最优决策

,

应用动态砚划的决策迭代法求 d
* ,

这方法由
一

卜列两个基本步欲祖成
.

步殊 卜 对前一次迭代所得的 d( 仪在第一步迭代时
,

则对任意选定的初始决策 d( 0))
,

斜算相应的命中概率 x( d( 勺
.
为此

,

只须列出矩障 p (d( r))
,

合所有烦返子触中的状态所

对应的分量 x1’(d( 勺 一 。,

其余非零分量别 由方程祖(劝中相应的等式联立解出
.

步赚仆 根据前一步蹂算出的 x( d( 勺
,

由下列公式
·
:

一:
·

{客
, 矛, ( “

矛, 一( d( 一 , + , /
,

, 一(“
矛
,
}

, ‘毛 ‘成 ·

( 7 )

舒算 珍+1)
.
当 对汁。 ~ 右( d( 勺 时

,

保留 昨)不变
,

否nll 就用使上式方括号取最大值的 成

替代磷。
.

从 若一 1 到 若~ 。
进行这样的舒算和替代

,

我们或者得到一个取代旧决策 d( 。

的新决策 d( r+
1) ,

或者使决策 d( 。不换
.

如果将 d (
‘
) 换成 d(

‘
+ ‘) ,

我了r弓就撇糟对 d (
r+‘)
施行步歌 x

、

1 1
,

如此循环迭代
,

直到决策

不换为止
.
现在敲明

,

对任意选定的初始决策 还0)
,

这种迭代程序能在有限步 内收徽于最

优平稳决策 d
*.

首先注意
,

不可能存在这样的状态
:
在迭代前决策 d( r) 下是优状态

,

而在迭代后决策

d(
r
+1 , 一

卜却成为劣状态
.
换句韶魏

,

如果状态 i在决策 d( f+
。
下是劣状态

,

RlJ 有 幻( d( r)) ~

0 . 这事实从决策迭代法看来是宣观的
,

但严格征明却并非筒易的
,

征明晃附录引理二
.

考虑决策 d( .+
。 下的递推公式(5)

,

并取 x( d( 勺作为初始向量 x(
“
)
.

由
_
卜述事实

,

对于

决策 d(
‘

+1)

,

x(
0) 满足条件(的

,

故 由此确定的序列 {x( t)} 收放
:

lim x(七) 一 x (d (
r+ ‘)

)

.

(
s
)

另一方面
,

因
x (‘, 一 夕(d(

r+‘,
)
x (。)

+ q
(
d
(
r
+ ‘,

) 一 口(d(
·
+ ‘,

)
x

( d
(
『
)
) +

+ q
(
d

(
‘
+ , ,

) ~
z (

r + , ) 鑫x (d (
‘
)

)

‘, ,

x (
,
) 一 Q (d(

‘
+ , )

) x(

‘)
+ q

( d(

r
+ ‘)

) 里Q (d(
护
+ , )

)
x

( d
(
r
)
) +

+ q
( d(

r
+ ‘)

)
一 z(r+‘)里x (d (

r))
,

【依此类推
,

对一切 友一 工,
2

,

…
,

都有 x( 幻 里 x( dr )〕
.

由( s)可得 x(d(
尹
+ , ,

) 里x (d (
‘
)
)

.

不仅如此
,

如果 d(
r+1) 笋 d (

f), 只U

x (d (
r+ , ,

) 里 x (d (
r))
.

事实上
,

如果 x (d(
r+ ‘)

)

z

:

‘
+ ” 一 艺

了= 1

一 x (d
(r)
)

,

只[j这时

夕, , ( ‘l
·
+ , ,

)
x ,

( d
(
‘
)

)
+ 夕;

, ,
+ ,

( 己}
r十‘,

) ~

一 艺
。, ,

(
d
l

·
+ ‘,

)
尤 ,

( d
‘
·
+ ‘,

) + 。
, ,

+ ,

(
J

{

·
+ ‘,

) 一
劣 ‘

( d
(
r + ‘,

) 一
x ,

( d (
t
)
)

D 这里
z ‘
r+
1) 为

。
推列向量

,

其分量岭
r+1 , ,

(
l 毛i毛动 由(7)确定

.
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对 i 一 1
,

2
,

…
,

n

都成立
,

因而 d(
r
+1) 一 d( 。 与假毅矛盾

.

由此可兑
,

每换一次决策
,

指标必严格上升 (郎至少有一分量加大)
,

所以不可能有同

一决策循环出现的情况
.
由于决策总数是有限的

,

故在有限步内
,

必出现决策不再替换的

情况
.
假没这时决策是 d( 。

,

lllj 它必为最优平稳决策
.

事实上
,

这时对任一决策 d 必有

艺
。, ,

( d )
x ,

( d
‘·,

) + , , , 。
+ 1

( d ) 呈
工 ,

( d (
·
,
)

,

i 成 * 共 ,

自[J

夕(d )x (d (
尸
)
) +

q
( d ) 舀x ( d (

r)
)
.

考虑决策 d
一

下的递推公式(5)
,

井取 叼 的 一 01)
,

filJ 有

x (” = q
( d ) 鉴口(d )x (d (

r)) + q (d )墓x (d (
‘
)
)

,

x (
2 ) 一 夕(d )x

(, )
+ q

( d ) 怪g (d )x (d
(尸)

) + q
( d )

廷x (d (
r)
)

,

依此类推
,

对一切左~ 1
,

2
,

·
,

都有
x(乏)盛x (d (

·
)

)

.

l i m
x ( 九) 一 x (d )

,
但故

x (d )圣x (d (
r))
.

(对一切 d )

因此 d( 刁 是最优平稳决策 d
*.

与此同时
,

我们也就靓明了在平稳决策集合中最优决策是

存在的z).

四
、

考虑不平稳决策的情况

现在要就明
,

上面所求得的最优平稳决策 d
*
在包合不平稳决策的决策集合中 也是最

优的
.
为此

,

先推导最优指标函数 x( d
*
) 的一个重要性质

.

以 x
水

祀 x( d
*
)

,

根据动态规划的最优化原理
3),

x* 应满足下列方程
x * ~ m ax [口(d )x

* + q (d )]
.

下面征明
,

这方程的解 x
*
可以由动态规划的函数迭代法求出

.
就是观

井依下列递推公式定义序列 {x( 习}
:

( 9 )

如果取 x(
。) 一 0

,

x ( 无+ , ) 一 m ax f口(d )x
(无) + q ( d ) ] 左一 o ,

1

,
2

,

( J O
)

如l有
lim x(七) 一 x *

左资 口
(
1 1

)

为了筒化起兑
,

我们把式(10) 写成

x(之+ 王) 一 丁x (七) ,

考虑决策 d
水

下的递推公式(匀

x(无+ , , 一 Q (d
*
)x (

无)
+ q ( d

*
)

,

1)
0 夫示分量全是零的

,
椎列向量

,

2
) 对于最优平稳决策的存在性

,

可以拾出另一完全独立的靓 明
.

3) 也可以由第三节 d * 的求法得出
.
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或者写成
x(无+ 1) 一 了

·
*

x (
互)

因为对任意的 x 趁0

甩
ax [口(d )x + q (d ) ]鑫 Q (d *)x + q (d

*
)

,

自口

T x 鑫 T
吊
x ;

当 x ~ x( 0) ~ 0 时
,

得
Tx( 0) 里 T *x( 0).

由这两个不等式推得
T º x(

0)

依此
,

对一切 友一 1
,

2

,

…

一 了
‘

(
T

x(

。
)
) 里 了 * (了

*
x(

。
)
) = 了

·
*

(幼
x(
0)
.

,

可推得
T (七)x (0) 里 了

’
*

(
无)笼(0)

.

( 1
2
)

因 x( 0) 一 0
,

不萧 d
*
如何

,

条件(6)
J
臣满足

,

故

lim T *(无)x (。) 一 x *

掩呻 口

于是
,

由式(12)得
lim infT (七)x (o) 鑫 x

*
(13 )

此冲们

另一方面
,

注意到扩垒0
,

而 x* 满足式(9)
,

故对任意平稳决策 d
,

T x (
0
) 一 m

ax

d
[q (d ) ] 呈 令

x [口(d )x * + q (d )] =
我们有
x*.

依此
,

对一切 左一 1 ,
2

,

… 可推得

T( 习
x(
0) 基 x气

于是
,

l i m

s u p 7

’

( 七)x (0) 鉴 x *
.

左冲 。

合并式(13)和( 14 )
,

就得到式(11)
.

现在考虑任一不平稳决策 8
,

而 古 = {d
(0) ,

d
( , )

,

d
( 2 , ,

… }
.
令

y (‘) ~ q
( d

(
0
)
)

,

y (
, ) 一 y (, ) + Q ( d

( o )
)
q

( d
(
‘)
)

,

y (
,
)

= y (
2 )

+ 口(d (
0))口(d (

‘,
)
q

( d
( 2 ,

)
,

(
1 斗)

y (无) 一 y (无一 ‘)
+ 口(d

(0))Q (d
(’)

) … 口(d (
无一2 ,

) q ( d
‘无一 , ,

)

,

由命中概率的定义可得
,

在决策 a 下的命中概率 x( a) 为

x (古) = li m y (无)
.

走今。

把序列 {y( 玛 与由式(1的所确定的且初始向量 x( 的 ~ 0 的序列毛x( 叫进行比较
:

(1弓)

x (i)

x (2)

二二二
n 】Z X

d

:二二二
n l a X

d

[
q

(
d

) ] 里 q (d (
0)) ~ y (

, ) ,

「q (d ) + g (d )x (
‘,
] 里 q (d (

。
)
) + Q ( d

(
。
)
)
x (” 里

里 y (
‘,

+ Q ( d(
0 )
)
q ( 详

, ,
) 一 犷

幻
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依此类推
,

对任何 友一 1 ,
2

,

都有
x(左) 里 y (叱)

.

于是
,

由式(11)及(15)可得
x (d
*
) 妻 x (a )

.

这就是靛
,

最优平稳决策 d
*
在包含不平稳决策的决策集合中也是最优的

.
这样

,

我们就

靓 明了第一节中最优决策的存在
,

而
_
且可以在平稳决策集合中得到

.
因此

,

当我们考虑这

种类型的可控焉尔可夫绝的最优控制时
,

便可以只在平稳决策的集合中
,

应用
_
卜述的决策

迭代法求出最优决策
.

如果我们知道平稳决策集合中存在着一致决策
,

刻显然
,

它们同时就是最优决策
.
不

过在这种情况下
,

我们往往仍然不知究竟决策集合中哪些决策是一致的
.
应用

_
七述决策

迭代法
,

可以有效地将它们求 出
.
如果我们事先不知道决策集合中是否存在一致决策

,

那

么
_
卜述决策迭代法也可以当作一个检输一致决策是否存在的方法

.

不难敲明
,

本文定义的一致决策和 Eat on & z ad eh 定义的适当决策川是等价的
.
本文

的决策迭代法也可作为检硫 E ato n 阁题中适当决策是否存在的方法
.
E at on 简题中的最

优决策是在适当决策集合内得到卯
,

因此如果一致决策存在
,

我们便可找到这样的决策
,

使它在本文意义下和 Ea to
n
意义下都是最优的

.
也就是魏

,

在这种情况下
,

存在着双指标

最优决策
.
如果不存在一致决策

,

RIJ Ea

t

on 意义下的最优决策不存在
,

但本文意义下的最

优决策仍然存在
,

而且仍可由
_
E 述决策迭代法求 出

.

附 录

以 G (d) 和 以d) 分glJ 表示在决策 d 下由所有优状态和劣状态的附标所祖成的集合
.
利用通用的

夫示法
,

可以写成
G (d) = {i:

x ,
(
d ) > o , l 蕊 i〔 n }

,

B
(
d

)
=

{
i : x ;

(
d

) 二 o ,
l 毛i续 。

}

.

昆号 i〔以d) 表示 i属于集合 G (d)
, A

U
B 表示 A B 两集合之和

, A 门B 表示 A B 两集合之交
.

引理一 歌对所有 i〔B (d )
, x

l

o )
=

o
,

对所有 i〔G (d )
, x

l

o
) 任意

, x ( 1 )
, 二 (2)

, ,

二 由公式(5)确定
,

11
; , l

x ( 天) =
x
(
d
)

.

应明 对拾定的决策 d
,

我们把状态的编号重排
,

使得 i
,
2

,

…
, 了

是优状态
.
这时

,

对所有 i( i( , , x

}

0 ) 二 o
, 。* , , + 1

(

d ,
) 二 户, , , + 2

(
J ,

) 二

由式 (幼得
,

对所有 友= l , 2
,

…
,

讼)= 诊)= … 二 心幻 二 0 ,

于是

必二二
x
:壳) 二 。 =

x ‘
(d )

·

‘镇‘成
.
‘

·

对后面
n 一

/
个分量

,
由式(5)则有

(A
.1)

是劣状态
, 了 丰 I , 了

+
2,

’

“ , ”

… =
户1
.。

(
d i

) =
。i

, , + 1

(
d

;

) =
0

.

(
A

.

2
)

x

二拿1 = 艺
。

, + 1
,

,
( 、

, + 1

)

x

尹, + , , , + ,
,
, 十 ,

(
、

, + ,
)

,

, 二 . + 1

(
A
.
3
)

x
护, = 艺

,
, ,

( d
。

)

x

梦, + 。, . , + ,
(
d
。

)

.

户= 子 + 1

因为对 二于“
渗燕 刀 ,

概对怒
;
(tl ,

) =
/ ,

(
d ) > “,

故存在这样的 N
,

使得 艺 对户(“, ) < ,
·

这丰汽方程祖



期 吴澹浦: 可控用尔可夫键的一种最优决策

(̂
.3)右边 xi 的系数矩障的最大特征数小于 1 . 由此可知

,
从任何初始的

二

卿1
, x

舞2
,

:.

,

x;0

) 出发
,

利

用 公式 (5) 进行迭代
,
所得 心孰

, x

男
2,
…

,

毋) 必收傲于方程粗 (A
.3) 的唯一解

,

但 介+ 1(d )
,

‘ , + 2

(
d

)

,

…
, 二 ,

(
d

) 是它的一个解
,

故得

1irn xl无) =
x i
( d )

. !
+ l《 i提 ,

(
A

.
;

)

掩峥.

合井式(A
.2)和式(A

.4)
,

就得式(A
.1)
.

引理二 殷 d (
护
) 是迭代前决策

,
d (

, + 1 ) 是迭代后决策
,
具日G (d (

r)) n B (d (
r+1))是室集

.

征明 为商化起晃
,

引入下列豁号: GG = G (d (
r))n G (d (汁

1))
, G B

=
G

(
d (

r
)

)
n B

(
d (

r + 1 )
)

, B G 二

B (d (
‘
)
)

n
G

(
d (

f + 1 )
)

, G G
==

G
(
d (

r
)
)

n G
(
d (

, + 1 )
)

.

采用反赶法
.
假定 G B 不是空集

.
因对 i〔G B

, , 〔G G U B G , 户11 (d {
r+ 1 )

) = o ,
而对 z〔B B

, 二
z
(
d (

r
)
) =

o
,

故
二

{

护+ , ) = 艺
, , ,

(
“
{汁

‘,
)
x , ( d ‘

·
,
) 婆
x ,

( d ‘
·
,
)
.
显然

,

这时至少存在 ‘〔G B
,

使得
少〔G B

二

{

·+ ‘) = 艺
, , ,

(
d
{
·+ ‘,

)
x ,

(
d ‘

·
, ) =

文 ,
(
d ‘

·
)
)

.

, 〔

叹
以 面祀 G

B 中使上述等式成立之子集
, G B 言己‘B 对 G B 之余集

,

则 GB 不是空集
.
这时可能出现两种

情况
.
其一

,

晶 是室集
,

其二
,

俞 不室
.

先考虑第一种情况
.
这时

, ‘B 二 而
,

故由决策迭代规则
,

对所 有 i〔‘B ,

昨+1
)= 昨

), 于 是
户;i

(
d
{
r+ 1 )

) =
户;s

(
d
{
r)
)

.
因而对所有 i〔G B ,

j 〔G G U B G 及 护=
n + 1 , 户, s

( d }

r
)
) == 户, s ( d l

,‘1 )
) = 0

.

考

虑决策 d闭 下的递推公式(, )
,

当汪 GB 时
,

x

{针
‘, = 艺

, , ,
( d {

·
,
)
x
;
‘,

二
(A· 5

)

护〔G B O B 刀

因为对 i〔B B u B ‘ , 护二 G B u G G 及 , 二
。

+ l
, 。, ,

(
d
{

r
) ) = o ,

故对 i〔B B u B ‘ ,

二

{
‘+ ‘, = 艺

。, ,
(
d
{
·,
)
x
;
‘
)
.

(
A
.
6
)

护〔B B U B 口

因此
,
如果取 x (o)使得对所有 i〔G B u B B u B G

, x

{
0 )

x
l
无) 二 0

.
左

= o ,

则由式(A
.5)

,

(
A

.

6
) 可兑

,

对这些 i
,

,2得

另一方面
,
由引理一

,
I i m

x

”)=
x犷
(
d (
r)
)

.

于是对 i〔G B

其次考虑第二种情况
.
如果
足器
xs(d(
r))> ,。 a x x i

(
d (

r

(
d (

r
)
) = o

,

这与 GB 的定义矛盾
.

)
,

具U因对 i〔而
,

d
{

r + ‘)
=
、
{
护
)
,

故
, 。介

x ,
(
d (

·,
) = 艺

, , ,
(
d
{
·
, )

x ,
(
d (

·
, ) +

艺
, , ,

(
d
l

·,
)
x , ( d (

·
)
)

.

, 。而 , 〔合

可见在决策d (
r)下

,
G B 中使

xi(d(
r)) 达到

:健器
xi (d( r)) 的那些状态粗成一恒返子链

,
因而对这些状态

,

x ,
(
d (

f
)
) == 0 ,

这和 丽
的定义相矛盾

.
反之

,

如果 m
ax 二,

( a 〔
·
)
) 鉴 m a、 二 ,

( a (
·
)
)

,
。」对 *。品

,

步〔口B , 〔台
二

{

·+ ‘, = 艺
。, ,

(
d
{
·+ , ,

)
x ,

( d ‘
·
)

)
+

艺
, , ,

(
d
{

·+ ‘,
)

, 〔筋 , 〔舀

xi(d (
r)) 鉴 m ax xs(d (

,
)

)

, 〔命

,

藻
户, s

( 澎{
犷
+ 1 )

)
呈 rn ax xs(d (

r))
.

, 。裔
尹产、

这又与 G B 的定义相矛盾
.
因此

, ‘B 不是室集是不可能的
.
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