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高 为 炳

摘 要

本文利用李亚普豁夫方法研究了非核性控制系抗的全局稳定性
、

大范围稳定和其吸引区

的寻求以及一个品厦简题
�

对非葫性元件采用了分段麟性的模型
,

从而使得到的条件中也包

含有非钱性特性的参数
�

弓� 言

关于非核性控制系枕的稳定性简短
,

国外已有很多文献进行了研究 �� ‘ � �
�

在这些文

献里
,

稳定性的提法是所硝艳对稳定性
,

所得到的条件与非袋性特性的具体特性无关
,

只

要属于某类函数就够了
�

但是
,

非枝性特性的具体性质
,

对系枕的稳定性显然有互大影

响
,

因此所得到的条件一般要苛刻一些 �此外也不能拾选择非核性特性提供依据
�

本文对

含有分段核性的非核性元件的系航进行了研究
,

在所得到的全局稳定条件中包含有非核

性特性的参数
�

此外
,

还研究了这种系兢的大范围稳定简题
,

提出了求吸引区的方法
�

最

后
,

还考虑了一个品厦阴履
,

品厦的指标是衰减度�稳定度�
�

、

系就的典型方程式

�
�

非技性元件的典型形式

为了研究方便起见
,

现将元件分为二类
�
第一类是分段修性的速疽函数 �图 � � � 第二

类是分段核性但有第一类不建擅点的画数
,

且各段的斜率相等 �图 � �
�

第一类元件和第

二类元件又可分别 筒化为图 � 的典型形式和图 � 的典型形式 �后面将指明图 � 所示的元

件亦可归为第二类 �
�

其关系式为
�

��夕
�
� 一 左

�夕, � 及
� 尸�夕

�
�

�

�� 本文曾在 �� �� 年 �� 月中国自动化学会学术报告会
�

�宜演
�
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图 �

同样地
,

非对称元件也可以归钠为图 � 所示的二种类型
�

�
�

系扰的典型徽分方程式

假定系扰只有一个非核性控制机构
,

其微分方程为〔’��

一 艺
� �

·二·

� 了���, �
,

�左一 �
,

� ,

…
, �
�

一 艺 �� 
�
�

�� �

将非技性特性化为典型形式
,

�� 式�� 可写成
�

� , 一 艺
�
飞
。� 。 � 或� �, �

,

�左一 �
,

�
,

…
, � �

, 一 艺 八二、 �� �

作非奇钱性变换�不失一般性
,

假定 萝
� 钾 �� �

, ,

一 习 �
。� 。 ,

, ,
一 劣� , � , 一 ‘ � ,

一
,

一
‘二

于是方程粗�� �可变为
�

夕� 一 艺
� ,

·
,
·

� ‘� � �,
�
�

,

�左一 � , � ,

…
, �
� �� �

式中 云�
。 、 人� 与系航�� �的参数

‘�。
、 � � 、 �

。 、

友� 及 友
�

有关
�

这种形式的意义在于可以将相空简分成三个 霄单的 区 域
�
��
�
� � △

,
� � � △ 及

� � � 一 八 � 在各个区域里
,

系就都是钱性的
�

�
�

系枕的小范围德定性及平衡点的唯一性

作为系就全局稳定的必要条件是平衡点应唯一且渐近稳定
,

郎原点是系就�� 的唯一

渐近稳定奇点
�

在原点附近
,

系就是拔性的
,

其渐近稳定性要求

△�又� 一 �占,
。

一 占�
�

又� � �

的所有根均有负实部
�

假定这个条件是满足的
,

我们可得到一粗古尔推茨条件
�

对第一类系枕来歌
,

郎合有第一类元件的系就
,

奇点唯一性要求
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艺
云,

。
,

。

� � ��,
� 一 △� 一 。 ,

�夜一 � , � ,

…
, 。
� �� �

之解中的 才 满足条件才 � △
,

亦自�
山

一
� 一 , 一

�
� �

� 、
’ 乙 � � 万 、 尹产 �

�� � 。 之与 叔叭�� 口 又 。
,

或写作
�

艺
‘� 而� � � �

�

式中 � � �奴
。

十 人,入�
�

,

人� 为其相应代数余子式
�

为使式�� �有解
,

还应要求 � 铸 ��

对第二类系枕来靓
,

寄点唯一性条件为
�

习
, �

。
,

·

� ‘, 一 。,

�互一 � , � ,

…
, �
�

之解 才 � △
,

郎

一艺 砖或
�

川 � ‘
,

式中 �’ � �么
。

�笋 。 �由奇点稳定条件�
,

峨
�

为相应代数余子式
�

今后将假定这些条件均已满足
,

否剧就没有大范围稳定可言
�

这个条件也拾出一个

参数的不等式
�

二
、

关于全局稳定性

�
�

具有一个第一类非技性元件的系扶的全局德定性

由熟知的李亚普猎夫定理
,

任抬一个 砂 一 一 名 好
,

可以唯一地确定一正定二次型

� 一 名 �� ��� � , ,

使得有 �

窟�

器
一

客器客
标知一拿

妓

以这样得到的 � 函数作为式�� �的 � 函数
,

将有
�

“ 一 名箭【名
”花… � ‘趁� �一,

�
,

一 艺
, 萝

,

当 卜�� � ‘
,

一 艺赶 艺器呵一
△��, “ 力 � ‘

,

�� 

一 艺赶 见器
【碌��

协
, ,

,

“ �� � 一久

全局稳定性要‘ “是‘定的 �’�� 箭
是 �� 的一次齐次式

,

只要 “在 �� � ‘ 区域里”定

就够了
,

因在 � � � 一 △ 区域里 夕 同值
�

户在 � � � △ 区域里食定的条件
�

亡 � � 所决定的
。 一 � 推曲面以 � 表示之

,

其方程

式为
�



自 动 化 学 报 � 卷

艺
, 梦� � �,

� 一 ‘�艺
‘, , , 一 � ,

, 、 一 艺
� �才 , , �

� 具有以下锗性质
�

的 为
, � �

,

一
, 夕

。

均有 一

� � � △ 区域里没有分枝
,

走

��� 通过原点
�

�� �不与 � � 一 △ 相交
,

因为当 � � 一 △ 时对任意

对一 夕 铸 �
�

�� � � 是一 �
� 一 �� 推的二次曲面

,

如果 � 在

卜末在 � , � △ 中 夕 � � 恒成立
�

这可以从 夕 在 ��

食得到
�

于是全局稳定性可归拮为 � 在 �, � △无分枝的条件
�

因为 � 过原点

又可归拮为 � 是单速通的条件
�

将 � 之方程写作
�

� △ 上恒
,

所以简短

艺
�

郑

艺
,

卜
��� 艺切

,
� �△艺 切

, 一 双
, , , � �

、

�‘
切 一 “,

时�此伍式中 � ��
,

力 表示二次型
, ��刃 表示一次型

�

� 的单连通性表示 � 不具有双曲胜

当 � �,
, , � 化为正�� 型名 。刃时

,

所有 。, � 。 �或 毛 。�
�

。 为方程式

△�� � �

�� 一 � �� 一 户�

一几

一 �
,

一 �
�

�� 一 � �
· ·

…

一 �
。

�

�� 一 户�

的根
�

条件 �, � � 又等价于

� �
,

� �
�

�

�
一 又‘一 � ‘� , 一

急
‘, � “

·

�� � 一 � �� �

�� �

�

,上
�

�
”

,乙

稳定

北柔鼻柔霖笋
·

’”“ 不改“符”
·

在 �� � △ 中 “ � 。得到保二
�

条
叩

�。�是 , 局

这个充分条件与 砂 的抬定有很大的关系
,

在参数空简始出的稳定区可能不大
�

如果

取 � 一 一 艺 毛玲
,

友‘� 。,

变更 友
,

就可能扩大全局稳定区域
�

建立 � 函数当然是很繁

的
,

可以采用文献〔� 」
、

【�� 中的公式
�

�
�

具有一个第二类元件的系扶的全局德定性

此时与上一段方法一样
,

有
�

合 � � 「召
�

� 一 之二妥‘ ��  �左
。
夕
。

� 左走� �夕��
欠 口 �走

� 口

一 艺
, 梦

,

一 艺 好 � �
艺 切

, ,

当 �,
�
�� △

,

当 � � � △
,

�� �

�
��

月

‘

�

一一护
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功乙侧

�
一

拿好一 2 名 liy‘,

当 y: < 一 △
,

而且 S 的方程为 :

一艺
,

卜
2
艺 勿

‘一 。

s 是一个
, 一 1推球面

.
全局稳定要求它位于 y

: < △ 区域里(图 7 )
,

郎满足条件:

l

。+

每
<‘ ’

(

9

)

如果取 , 一 一 艺 毛好
,

毛 > 0
,

nlJ 条件(9)取形式
:

l:、

了艇瘾少
“ “‘

’

(

1 0

)

式(10) 中的 11 还是与 互
,
有关的

.
对任一祖 毛

,

式(10)在

参数空简拾出一个稳定区 (可能是空集)
.
变更 毛得到

的所有区域的包格郎是用这种形式的 V 面数可能求得的

最大稳定区域二

尸尸产一一

对具有图 5所示的元件的系就
,

亦可以归枯为本节的情况
.
因为

。

一全
,
: +

全孚
;
树
.

才= 1 介= 1 . y 龙

只要当 F (y1 ) ~ 1 时
,

护食定 ;又因为 F (yl ) ~ o 时 户负定
,

所以足以保靓 。成 F (yl ) 簇 1

时
,

户食定
.
故全局稳定条件与式(9)或(10)相同

,

当然这种条件较严格一些
.

3
.
有几个非挂性控制机构的情况

不难将上述方法推广到具有 , 个擦制机构的系就上去
.
假定 二 ~ 2

.
系枕的微分方

程为 :

** 一 艺
a, ·x 。

+
‘飞
:F :(。) + ‘笼

:F Z(。)
,

( 及一 i ,
2

,

…
, n

)

名
·

�名

假定 11f
, 。

}}

,

(

,
= 1 ,. 2 ; a 一 1

,
2

,

2
)

,

并作变换
:

y:一 艺 i
laxa , , 2 二

得典型方程

s:
。二。 ,

。 ~ 名 s
, : 。 .

,

的 之秩为 2
.
不失一般性合 }j,

。

} 钾 。,

(

, , a
~ 1

,

痴
二。 , 夕3 ” ‘3 , 夕,

~
劣。,

…
,

y
,

~

‘ , ,

夕, 一 名 么
·
, 。

+
‘*:F :( , ) + *。:二式, 2

)

.

(毛~ i
,

2
,

…
, 。

) ( 1 1 )

原属将相空简分成几区
,

在 yly
:
平面上表示如图 8

.
然后分别研究各区中 夕 负定的条件

.

点稳定及平衡点唯一性仍是必要条件
,

假定均已满足
,

这些条件是不难求得的
.
如 Fl

于第一类
,

F
:

属于第二类
,

BlJ
:
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一 艺
, 梦

,

当 },
,

} < △
1,

}
y2

} < △2,

一 艺
·, + 万器

‘乏1
(

一
△
1
,

·

当 一 > △
1,
‘,

2
, < ‘

2,

一 艺
, , +

,

艺 ‘龙,

箭
,

当 ”
!
, < △

1· , 2
> ‘2

,

一 习
,

卜 艺孚碌
y, 一习 + 工孚气

,

当 y: > 内
,

、、.y灸 U y 花

一 习 必+ 艺箭气饥 一 “ , 一 名器气
,

“ 为 > “
,

为 < △2.

由于对称性
,

其他几区没有必要再进行分析
.
在第 11 区里

,

户及稳定条件分别为

夕 二 一 艺 玲 + 2(y
;一 二l) 习 石y

, ,

石一 艺 入
IA *‘;

(
i 一 2 , ; ) 一 习 (

‘
;)

,

异 0
.

(12)

除除分丫
乙乙
f

~

仗仗{女
叹

几介协协

井井止一一一一烤烤之止二二二、、、、」
。。

队队刀
/...

~
滋滋

在第 11 1区里

价 一 一 艺
, 梦十 2

艺 小
, ,

l梦~

经+

艺
人*, , *, ;

甲艺 (
, : )

2
< ‘

2.

( 13)

在 IV 区里
,

价 一 一 艺 对+ 2(y
, 一 ‘l) 艺

l:y‘ + 2

习玲、
.

户侄食条件仍为条件 (12)
,

第 v 区中亦然
.
于是得全

局稳定充分条件为 (12 )及(13)
.

对 m > 2 的情况
,

可列表分区进行同样的分析

三
、

关于大范围稳定阴题

如果全局稳定条件不能拾出合理的参数值
,

就可以只要求系枕大范围稳定
.

要有足够大的吸引区郎可保征系枕的工作
.
本节尉希了求充分性的吸引区简题

.

1
.
具有第一类元件的系枕

考虑系就(3)
,

如果式(6)△(川 ~ 0 的根不同号
,

AIJ
s

一 习 好+ 2yl 名 liv
*一 2△艺 liv

, 一 。

是双曲型的
,

它有一枝过原点位于 y
,

< △ 区域;另一枝RlJ 位于 y
,

> △ 区域(图 9 )

和 s 相切的那个 v ~ c ~ v (广)
—
(。 一 l) 推椭球就抬出了充分性的吸引区

.

y * 表示切点
,

它的座标是下列方程祖的解 :

一艺
, 梦+ 2 (y

:一 ‘)艺 li
y;一 。

这时只

这时

其中

最l
一

外
, + 2( yl 一、外司一命艺

“iiy iy 、 (‘一 ‘,
2

,
‘

”



期 高为炳: 关于非挑性握制系就的稳定性简题
乙一侧

于是吸引区为
:

艺 心、
y ,

( 艺 Aii 才才 一 c 气

2
.
具有第二类元件的系貌

此时
,

S 的方程式为 :

一艺
, 梦+ 2艺 li.

、一 0 , 夕i
> △

.

I

过过过过过亡亡亡亡
夕夕夕尸尸尸 、、- 尸尸

SSSSS

如果 s 与 y
l ~ △不相交

,

则全局稳定 ; 如果 s 与 y
; ~ △ 相交

,

刻得出一 (
n 一 2 )推的球

面

一名
, 浮十 2

艺 切
, 一 夕 + 恤11 么 ~ o

(14)

在图 10 中它表示为一个核段 y、
**.

和这个 (
。 一 2 )推球相切的那个 v ~ c 所围成的

椭球区便抬出充分性的吸引区
,

在图 10 上表示为 V ~ 厂产(或 V ~ 夕为
.
切点座标是式

(14)和下列方程粗的解
:

a 「 今
,

侧代: ~ 一 .一 / Iy矛
口y 反 L .

飞尸

+ 2
名lir

, 一 ‘ +
口 「右

,

1

万刃 L令
d‘iy iy 门

,
,

d·

。
)

一

川刊3,ll2,

为了扩大吸引区
,

可取 牙
一 万毛讨

,

毛> 0
.
毛作为 引吸区边界方程的参数

.
求

出包格自p是这种形式的 V 面数得到的最大充分吸引区
.

对于有 , 个非钱性控制机构的系就也可按类似方法进行
.

四
、

品 质 简 题

非核性系就的品盾简题
,

目前研究得还很少
.
在这里我俩研究具有一定衰械度(郎稳

定度)的全局稳定条件
.
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对系枕(3)作变换
:

万 *
~

夕*。孟‘,

又> o
,

( 左~ 1
,

2
,

…
, 。

) (
1 5

)

得一非定常系枕
:

**一 习 (
, *。

+ * 入
。

)

z
。

+ 、、F
(
万; , ,

)

.

( 反一 i ,
2

,

…
, 。

) (
1 6

)

对第一类元件来魏
:

!
(“ 一 ‘

e“
)

,

当 几 > “
“ ,

F
(
“‘, ‘

) 一
}
“·

_

当 }
“,

} < ‘e
, ’·

t (

“:
+ △e

孟‘

)

,

当 二,
< 一△e

孟‘.

(
1 7

)

对第二类元件来魏
:

0 ,

一 口二t

当 ‘:
> △

e“不 ,

当 }
二:

} < △e二
‘ ,

当 z1 < 一△少气

(18 )

‘.‘J.气,..t

一一
、,份尹

万‘
、

F

变换表明
,

如果式(16)的解 叔(t )为惭近稳定时
,

则式(3)的解 人(t )至少应具有衰减度 又
.

对系杭(16)
,

考虑到(17)或(15) 可以根据类似于第二节的步骤进行研究
,

此时
,

相空

简分区的界面是一个向外飘移的超平面 y
:一 + △

乙

xt.

很明显
,

小范围稳定条件仍是一个必要条件
,

它要求

D (”) 一 1云
, i + 占, s。 一 ”) } 一

。

的所有根 片具有负实部
.
此外全局稳定条件形式并不改变

,

仍为(7 )或(12 )
,

当然这是对

系枕(16 )而言的
.
如果取 w ~ 一 习 裕好

,

也有相应的拮果
.
这些桔果可以很容易地值

接推算出
.

五
、

举 例

例 1
.
研究以下二阶系枕

:

一 y
,

一 一万 一 y + 五F (夕)
,

y 一 △
,

0
,

y
+ △

,

f.t.了、百.
!
、

一一
、J
J

y

Z气、

F

,

平衡点的唯一性要求 人 > 一1
,

假定它已满足

程为
:

当 y > △
,

当 1夕} < 0
,

当 y < 一△
.

取 牙 ~ 护 十 凌尹
,

静算后得v 及 s 之方

一 (护 十

合
〔(卜 “,

·’
+ 2

· , + (
‘+ 受, , ”

,

如
2
) + 人(

夕 一 △) [
劣
+ (

1 + 左)夕) 一 0
.

现在尉渝三种情况
.

1
.
一1 < h < 0. 此时 S 为一椭圆

,

所以系扰是全局稳定的
,

这和精确粘果是一致

2. 。
< * < 1

.
先考虑一具体系抗

.
如令 入 一粤

,

并取 w 一 二2
+ , , ,

BlJ
: 是一双曲

兮
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修
,

吸引区是一椭囿围成的区域
.
但是如果取 w ~ 护 + 如

2,
4lJ 变更 友

,

可以直接由二次

方程的判别式看出 S 可以是双曲枝
,

也可以是椭圆
.
故可断言系枕是全局稳定的

.
这样

,

我佣便可把一个长短半径的为 , 及 2 的椭圆围成的吸引区扩大到整个相平面
.
这也与精

确桔果完全吻合
.

3
.
1 < 五

.
这时 S 是双曲钱

.
对一具休系扰

,

‘ ~ 2 ,

△ 一 1 ,

如果取 W ~ 尹 + 尹
,

具lJ吸引区为 :

3x2 + Zxy + 2y2 < 火

但是如果取 牙 一 尹 + 妇
2,

AlJ 可以得到最大吸

引区为
男2

+ y Z
<

4
.

二者均表示在图 11 上
.

精确分析表明
,

此时系杭有极限环
,

最大吸

引区和极限环十分接近
.

例 2
.
研究一二阶的直接稠节系就[

’
1 :

才: ~ 久:丸 + f (
‘
)

,

分2 ~ 又
2
灸 + f(

‘
)

,

‘ ~ 下lx l + y Zx2
.

如果要求系就具有艳对稳定性
,

郎 f( , ) 除了满

足叮(的 > 0及f(0) ~ 0外
,

可具有任意形状
,

4lJ 艳对稳定条件为
:

一丫 ~ 竹 十 为 < 。,

又2下; + 几了
2
~ (又

:
一 从)了

: 一 凡丫 > 0.

在参数空简 下及 丫,
平面上

,

艳对稳定区为折核卜I所围之影区 (图 12 )
.

现在假定非核性元件特性是有鲍和区的
,

它可化为第一种典型 (图 2 )
.
按二节中的

方法处理之
,

取 又: ~ 一1
、

又
:
~ 一2

,

刻有
:

图 12

九 一 一‘:
+ f(

少
)

,

沙 ~ 丫lx 、一 2‘ 一 下f(
‘
)

,

一W ~ 反式 + 6护
,

Z V 一 (左+ 云)对十 2为万, + 3尹
,

式中 左> 0 为任意常数
.
大范围稳定条件 (7)

为 :

砂 + 月 + 尹讨一 2了衬 + 2友(袱一

一 丫i丫 + 2 了, 一 6丫一1 2) ( 0
.
(19 )

上式中取等号得一族曲核
,

反为参数
.
对任一

反得一条曲核
,

它所围 之区域郎参数平面 丫及

丫:上的一个全局稳定区
.
求此曲核族的包格

,

对 反求偏导数得
:

左一 l y ;一 袱一 2 了
, 十 6 了 十 12

.
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代入上式
,

趣过筒化得包格方程式为
:

(下
: + 3 ) ( 了一 丫: + 2 ) ( 3 了一 下; + 6 ) 一 0

.

在参数平面上取点按大范围稳定条件(19)检墩
,

可得到全局稳定区为折核 n扛I所围之影

区
.
显然

,

它包含着艳对稳定区
.
从这里可看 出艳对稳定条件是较苛刻的

.

例 3
.
研究二阶系杭

:

分十 a 分 + 石: ~ f (
x + 友分)

.

f 之图形如图 1b 所示
.
系就共含有六个参数

:。 、

b
、

及
、

乞
、

友
:
及 △

.
研究参数对全局稳

定性的影响
.
作变换

:

左(
a 一 左友1)

由原点是渐近稳定条件 b > 屯
, a

> 权
;,

1

a

一 左毛

可知上变换中的系数都是正的
.
引入乱号

:

‘

爪二气各
> “,

“ - 反(女
2
一 凌i)

a 一 左左i
1

左(
a 一 左左i)

得变换后的方程为
:

厂 + 犷十 d y ~ K , ( 犷+ sy )
,

式中撇号表示
·

化为典型形式
:

滚

d r
甲为第一类典型元件 (图 2)

.
这时系扰仅舍有三个参数

: d、 K 及

,

一 一 卿 十 叭
‘

一 (一产 +
; 一 d )犷 + (

,

一 1)
二
+ 尺甲 (

二
)

,

+
s y

。

y公r
J、...、

公
~ y

图 13
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小范围稳定条件加
> “,

它已在前面指出了
·

奇点唯一条件为又龚百
< ‘

·

取 W -

一(少+ 左护), 通> 。,

可得全局稳定条件
:

(一护 + 护 一 令法一 ,
+ 1

)丫 + (
4友人 十 4材 + 4d)K 一 4材 < 氏

在参数 心‘空简作出的全局稳定区如图 13 所示 (考虑奇点唯一的限制条件)
.

六
、

精 希

在研究非钱性系就的稳定性时
,

对非核性特性建立分段核性的模型
,

可以用 v 函数方

法来研究系枕的全局稳定性及大范围稳定的吸引区的寻求简题
,

在所得到的桔果中包含

有非枝性特性的参数
.

利用变更 详 的方法
,

可以改善稳定条件及扩大吸引区
.

对这种非枝性系枕的品质(衰诚度)的研究表明
,

处理方法完全一样
,

桔果的形式也不

变
.

当非核性特性有非单值区及为非对称
,

以及有几个按制机构时
,

都可以同样地处理
.

非核性特性可以是任意型的
,

只要求 f’(口) 在原点存在
.
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