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摘 要

本文利用李雅普豁夫 �月
� � �� � � � 方法 �� 研究了具有一个非梅险元件的控制系抗

�

建立

了艳对稳定性的若干充分�� 据
,

并对所稠列托夫 ��� �� �� � 简题的几个情况拾出了肯定的回答
�

最后研究了系枕的艳对稳定度简跟
�
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�
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其中
�

芒毛兴 为搔性部分的传翰函数
,

��的 为擦制机构的非拔性特性
,
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定 � �刃 的阶次低于 刀 �力 的阶次〕
,

可得
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引入新变量
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,

只要它莲倩且满足
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,

系就�� �的平衡状态
。 , 一 �� � � � , � ,

…
,

�� 都是全局渐近稳定
,

�� 称系就�� �是艳对稳

定的
�

这一陶愚在【� �中曾得到了系就的研究
,

但其拮果的运算十分复杂
,

且对高阶系就

目前尚无算法 �� 
�

在「�� 中提出了另一方

就
�

对于系就 �� ��所稠的直接控制系梅丈

�� 中被用来研究所稠的简接控制系

护旨值接加以应用 〔呼’
�

本文先将 �� �

进行变换
,

然后用这个方法建立艳窄薇定性的充分判据
�

这些判据对任意阶的系枕都可

以写成不等式的形式
,

尤其是对 又� 灼 为实根白创青况
,

可写 出筒单的条件
�

�
本文于 � � � � 年 � � 月 � � 日收到
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在段豁控制系兢时
,

仅仅保征稳定性是不够的
,

一般还要求过渡过程有一定的品盾
�

本文仿搔性系兢的理渝
,

引入艳对稳定度的概念
,

并建立系就具有一定稳定度的充分�� 

据
�

这种固题的特殊情况在 【� �中曾有过研究
,

而对具有固定非钱性的系扰
,

��� 在〔�� 中也

有过研究
�

二
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艳对稳定性研究

�
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系枕的典型微分方程

对一般按制系就而言
,
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「� �中的方法可以应用
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李雅普器夫函数及稳定性的充分判据
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刻得系就的正�� 方程式为

后� 一

�

户一 凡
��‘ � �

君�
�� � � , �

,

…
, 。 一 � �

,

又, 二 , � ��‘�

户� �� 的
, ,

�� � � , � ,

…
, � 一 � �

,

一 艺 、、 一
�

氛
亡� �

� , � 又, 之 , � ��‘ � �� � � , �
,

…
, � 一 � �

,

‘ 一 艺 舀,。、 一 � ��, �
,

�� �
犷� �

其中 月, � 凡竹
�

显然式�� �及式�� �中的 �‘ 及
犷

完全是不同的
�

式�� �自�是所霭的尚接

控制系枕
�

对系枕�� �可以建立与系就�� �同样的李雅普带夫函数�� �
,

并得到形式上全同的艳对

稳定性的充分判据�, �
,

�� �或 �� �
,

只是 � 应换为 �
�

对系就�� �的判据与「�
,

�� 中的拮

果是相同的
�

�� 艳对稚定性的改善充分利据

在〔� 〕中
,

波波夫曾靓明了下述引理
�

如果系就
�
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其中 p 为任一大于零的数
,

是艳对稳定的
,

且其艳对稳定性是由李雅普带夫画数
:

F 气 少(
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, , d ,

( 1 1 )

尽一凡
判定的 tV 正定

,

其按(10) 对
: 的导数为食定 ]

,

稳定的
,

且其稳定性亦可由 (11) 判定
.

同时 ,
+ 艺 > o, 刻系就(9)是艳对

这一引理在「9〕中是用来研究三阶简接控制系就的
,

虽然没有能改善
。 阶系就的稳定

性判据(因为它是斜对三阶系就t3]
,

方法不是一般的)
,

但可改善这里的充分判据(约
.

对简接系就(9)
,

立郎可得改善充分钊据
:
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对于直接控制系扰(3)
,

可建立引理
:
如果系枕(10 )艳对稳定

,

且其稳定性由式(11)

+尽一凡判定
,

而 名

征明
:

定)
.
但

,
> 0

,

BfJ 系扰(3)亦是艳对稳定的
.

由 引理条件
,

根据波波夫引理
,

可知系枕(9)是艳对稳定的
,

自口夕)(0) < 0 (食
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户)(
3) = 户)(

9) + 又
,
,

f (
,

)
,

又,
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( 郎 凡叮(的 < 0
,

当 , 等 。 时 )
,

故 亡)(s) 食定
,

从而(3)是艳对稳定的
.

于是对值接按制系就(3)
,

可得到形式完全相同的改善充分判据(12)
,

但此时 > 可换

为 )
.
今后将不加区分两种系就

,

只是在应用时
,

应注意到 月‘ 和
犷

的定义不同以及 )

与 > 之简的差别
.

对实根情况可将改善充分判据(12)化商为
:

·
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仆
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其中 p 为一正值参数
.
变更 夕,

可以得到大的稳定区
,

当 一 又, 三 户三 一 凡+:时
,

因为( 13 )

对 P 是一次的
,

所以 p 等于 一又,
或 一凡+ , 时才能得到最大稳定区

.
在有复根的情况下

,

户可以取中简值
.
例如

。
~ 3 时

,

在 (几
,

几) 平 面上
,

稳定区边界(13 )当 p 变化时是一

通过定点的核束
, 夕 ~ 一又, 及 户 ~ 一又

:
为其二边界值钱

.
因之只有这两条直核中的一

条才能是稳定区的包格
.

5
.
列托夫简题的若千情况

列托夫于【7 1中曾提出以下周题
:
如果当 f( 的 一 方, ,

0
<
滩< co 时系就(3)全局稳

定
,

是否可以肯定 (3 ) [或 (9)]是艳对稳定的
.
这个阴题对三阶系就已靓明 [91 回答是肯定

的
.
利用前面的判据

,

可以就若干特殊情况
,

靓明对
n 阶系就回答亦是肯定的

.

首先不难征明系兢 (3)的拒对稳定性有两个必要条件
:

r
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,
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尽一凡�艺间十
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,
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.
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时
,

它们都应是正的
.
从而可得到 (1的

.
在下列情况下

,

列托夫固题的回答是肯定的
.

( i) 月, 七 。
(
i = i

,
2

,

…
, , 一 1)

,

因为此时充分判据(7)与必要条件(14)相同 ;

(2 ) 月,
< 0( ‘一 1

,
2

,

…
,

n 一 l)
,

此时充分判据亦和必要条件
, 全 。 全同 ;
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>

o
(
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,
2

,

…
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)

,
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!
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,

…
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,
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!
三 , 一 1(假定
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> 又
2
… > 凡
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这并不影响一般性)
.
取 户使满足 一 又

,

三 p 三 一 凡+1
,
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-

种
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劲

三 。
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,
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由改善
崛

得
·
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而此时引理的假定条件

__ .
、
。
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~
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* * 洪 口 、二。
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* 鹅 、 、、~ 、 , 、 二、 人 二~ 一
。
~ ~

二‘
r
+ 万导 > 0 亦应之莆足

.
对系就 (9) 来靓

,

这一条件和必要条件重合
,

因而它是充要的
.
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但对系就(3)来视
,

它和必要条件
犷

+ 万 全 0 差一等号
尽一凡

之点的稳定性
.
但从工程观点看

,

这些点的实际意义不大;

改进了
.

,

因而不能判 定稳定区边界上

此外
,

条件的表达式也不能再
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6
.
例子

.
几种方法的比较

(l) 现研究二阶系就
:

后,
~ 又, 。 ,

+ f (
‘
) (

i ~ 1
,

2
)

‘ ~ 为孔 + 为勺
.

几一凡
十充分判据(7)抬出

: : 全 。, 犷 全 。 或 尸 ~ 入了; 十 又2了
2
全 o ,

艳对稳定区在参数平

面 (
, , 尸) 上为整个第一象限

.
卢利叶 (Jl yP 比) 和罗

晋瓦色尔 (p
03eHBa cc eP )[l01 的桔果分别为图 1 上的 I

及 n 区
.
系就艳对稳定的充要条件亦为整个第一象

限
,

因之本文的充分判据拾出了最大的稳定区
.

(2 ) 现研究三阶系就
:

宕、 ~ 又声 ,
(
滚一 1 ,

2
,

3
)

, , 一 丫i之: + 丫2二: + 了3“3
.

先研究实根情况
: 又,

< 0
.

充分判据始出
:

从丸为 + 从丸为 十 又3从丫
2
兰 0

,

竹 十 下2 十 竹 兰 0
,

丸为 十 凡为 + 儿为 全 o
,

又
3
恤 十 凡为 十 瓜为 之 0

.

·

沙
现在尉希改善判据及其应用方法

.
敲 又; > 又: > 又3

,

RlJ 月; ~ 竹(又
, 一 又3) (f ~ 1 ,

2
)

与 竹(i 一 1 ,
2

) 同符号
,

竹
,

丫2 > o 及 竹
, 了: < o 时

,

充分判据分别抬 出 的条件
:

几从丫3 + 凡几了, 十 凡几了
:
三 o

, 下: + 下2 十 y3 二 0 已是充要条件
.
月
;
> 0

,

几 < 0 时
,

由

改善判据
,

取 一 又:三 p 兰 一凡
,

亦得充要条件
: 了, 十 y Z + 下3兰 0

.
但 几 < o 而 几 > 0

时
,

用改善判据则得不到充要条件
,

只可加以改善
.
先研究 一又

1
兰 p 三 一又

:
的情况

.
改

善判据
,
十 且f

, + 立、十 鱼(
; 十 立、二

0 ,

丸、 丸/ 凡\ 丸/

当 户 - 一 又: 时所抬出的稳定区要大于 户 ~ 一 又: 时所抬出的稳 定 区
.
此时 可得 (合

P ~ 一 几)
:

又1又
,

十 又
, 又; 一 又,

又
; 一 。

下1 十 丫3 十 y Z

一
二

二 u
。

人乏

当 p 全 一 久
:
时

,

且 p ~ 一 又2 ,

仍可得到以上拮果
.
当 0 成 户三 一 久; 时

,

且 户一 o ,

郎

为充分判据 ;但若 夕~ 一 瓜
,

Rl] 所得桔果不如令 户 ~ 一 又
:
时所得到的拮果

.
总之我们

可得改善411 据(在由下述第一条件所决定的面上
,

有些区 ( 成立
,

而有些区仅 < 成立)
:

又
1
又
Zy ,

+ 久
2
又
3y l十 儿丸了2 三 0

, 了1 十 介 + 件 三 0
,

又
1
又

,

十 又
,

又
;
一 又1又

,
一

。

了1 十 丫3 十 丫2一一一一饭蔺

一
一

》
u 。

入三

在图 2上糟出了充分判据和改善判据所抬出的稳定区
: 3一 3 及 2

一 2
.

为了比较起晃
,

在此图上还循出了必要充分条件及卢利叶钊据的稳定区
: 1一1 及 4

一4
(握过十分复杂的舒

算)
.
敲图是 下: 为常数时的两个断面

,

当 }下
2
} 变化时

,

图形亦成此例地变形
.
由此可以

看出
,

改善钊据对三阶系枕不能始出必要充分条件
,

但是非充分必要的边界
,

正是以一次

方程(平面 )代替二次方程(曲面)的部分
,

故可取得很大的筒化
.

再研究复根情况
.
殷 凡

,
:

~ 一2 士 i
,

义3 ~ 一 1
,

11

, :

~ m 士访
.
此时充分判据拾出艳

对稳定条件
:



目 动 化 学 报 3 卷

图 2

2为 + 3m 一 刀 + 了2(m
,

+
。 2

) 三 。
.

在 图 3 上抬出了由这个条件所决定的稳定区 1
一 1

.

为了比较起兑
,

还擒出了卢利叶判据

所决定的稳定区 2
一
2.

图 3

(
3 )

沙 = 艺月声, 一
r
f(。 )

.

假定 凡

a
)

现研究一四阶简接控制系航
:

分,
= 又i宕,

+ f (
‘
) (

i = i
,

2
,

3
)

,

均为负实根
,

便可立刻写 出充分判据
:

犷
+

+ 鱼 > o
,

b)

,
+

几3
+ 鱼 > 0

,

凡2

> 0 ,

c

)

r

+
鱼 十

又1
月; 、

。

—
洲尸r U 、

又,

e

)

r
+

f
)

犷
+ 丛 > o

,

又2

几一几几一从

0卜

几一几几一丸++

d )
,

·

+

g

)

犷
十 > 0 ,

1
1

)

/

>
o

,

几一几几一几凡一丸

其中
a
) 及 h) 又是必要的

.
这些方程虽然是在考虑到 月

1
月
:
月
3
参数空简各象限中的充

分条件下得到的
,

但由于它佣是相容的
,

故应用时不必区分象限
.
这些条件郎fs

,

6 」中所

得到的条件
.
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应用改善判据可以扩大稳定区
.
现分析最复杂的

情况
: 月

,

<
0

,

月2> 0
,

月3 < 0
.
取 一 又:三 户三 一久

2 ,

; 。几 二 。,

风 二 。,

几< 0
·

改善半”据
·

+

是
十

是
>0

。 又
,

一 又
, _

当 P ~ 一又
1
时为 : I一 十 月

2
丝二丁丝 > 0; 当 P一一丸
又盖

’

一
’

n .

~

二 , .
。 又

1
一 又

, _ _

~

二 _ , _ ,

~

, _ . , 。一
_ , _

叮刀: 11
。

犷 十 p l目=-- 万丁一 夕 U 。

刊
.
刀口」二口又

二

誓午归沽J戊互{
人节

时的条件
:
m
.

,
+ 鱼 + 鱼 + 鱼 > 0

,

可得如图 4

又i 又
2 又3

所示的稳定区
,

它是坐标面
:
( + 舀

2,
一日i)

,

( 一几
,
一月3)

,

(
+ 月2

,

一月3) 和面 I, 1 1

,

1 1 1 围

成的区域
.

口一心 一 1 一 又< 口
l
< o o < 口

z< 盆
1 < 日

-

由类似的分析所得到的全部艳对稳定的充分条件列于表 1 中
.

区的边界
.
图中

a一a 为充分荆据精果
,

b
一b 为改善充分判据精果

.

几 > 1 时
,

充分判据不满足
,

而改善判据却始出甚大的稳定区
.

在 图 , 上箱出了稳定

由此图可看出
,

当

象 限 月: 月
, 月。 改 善 判 据 充 要 性

:琴 +
十

+

十

1
)

l
) 4 )

月
i< 几: 3)

,

月
i> 久, : 1

)
5

)

l
)

3
)

l
)

6
)

凡> 凡 : 2)
,

凡< 入: 1)

6)
1) 6)

充要

充分

充分

充分

充要

充分

充要

充要

+十 十十 十一

十+V明以川

、\V

几一凡+
几一凡+

几一几+表中 1) 为
> 0

·
2 , 为

·
+ ”

2

旱
>0, 3 , 为

·
+ ”3

旱
>。·

4

) 为
+ ”2

导
十 ”3

旱
>。, , ,

’

勿
、

+ 日
、

互二卫;+ 月
,

玉二
-
丛> o

,

6
)

’

一

对
’

又益
> O

\
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7
.
临界情况

特征方程 D (沁 ~ 0 具有一个零根的情况(自p所稠的简接控制系扰)已于 3 中尉萧过

了
.
现尉希以下临界情况(兑附录 n )

:

(l) 一对虚根情况
.
假定 凡

,
:

一 士坛
,

HlJ 得到 v 函数及充分判据分别为
:

。 一 生 IR
e。,

l
二1 : 1 + 生 l。

e
。
2
}
二2 :

2
+ 生岁r一

。,
! }
二 ,、, +

(

2 2 2 荞花 J
f (
‘
)
d ‘

,

(
1 5

)

/

+ 习
(!}月‘!! + 月

,

) ( 日尽
,
1! + 乃

,
)

4
!旧

,
11

R e 久,

R
e
月
1
< o

,

+ 艺
(}尽 1 + 尽)2
4 }尽}久s

> 0

i=3, ,
-
二 户= 2

了
+ 1

R
e 月
:
< 0

.
( 16 )

当然亦可类似地建立改善判据
.
对临界情况的分析更为商 单

,

就象将系就降低二阶似的
.

(2 ) 二个零根的清况
.
这里研究简接系就(9)再有一个零根的情况 [41

.
假定 又, 一 。,

只lj可建立 V 函数及充分判据
:

韵阶
‘+

合蕙
,}。
f
!!一牙

矛
+

{ ;

, (
,

)
‘二

,

(
1 7

)

/

+ 工 (}}月,

! ! + 月,
) ( } !月川 + 厚

,
)

i = 2 , 4 - ~ ·
4

!】月川R
e 又,

留 (旧
;
l + B

、
)
2 _

月一
夕

,

一
尹
> U

,

i 乌井
: 4 }尽l又j

月: < 0
.

( 15)

此外
,

简接系枕(9)有一对虚根的情况其桔果与(16 )形式上相同
.

8
.
丽形域中的艳对稳定性

以上我们要求 f(, ) 满足
: 0 < 可(的 < co

,

f (
0

) ~
0

.

今后将考虑 f( 司 位于某一

扇形域中时的艳对稳定性固短
,

郎假定
: 0 < 叮(的 < d汾

,

f
(

0
)
一 。,

H >
0

.

此时可取

“。
了
,‘一‘

￡
+

{ ;

, (
,

)
‘d

,

(
1 9

)

.

名i:1
i一2

并沿(3)的轨拔求 v 对
君的导数

.

一

l
se

.IJ户

we

且Les飞...
.
J.
..
万」百

、.2

于是可得
:

一 1!月川又
,舀, s 1

/ , ,

。 、

一一 戈八己 十 p )
2

1
/ , , ,

二 ,

一一 又e 八 一 户
2

其中 滩 ~ f(
‘
) /
‘ 一 从 ‘

)
,

6ii

一 户 为正定的条件为
:

o ,

当 i 等 j 时 ;

, 一巫
人

占, s ~ 1
,

当

{
{…恳{

,

(
2 。
)

一 j 时 ; V 是正 定 的
.

r....L工盈
ee

.L
r...es.l....L

l
we

.

es

J

1
、

,
r,JZf、

.I..r.....eeL

一一

.
V

一

又
. 、

1 又万
一 一

沪
) 一— 2 ,

左 4 ;或

(!}日川十 月‘) ( }旧
,

! }
+ 厚

‘

)

1!月川R
e又,

(
2 1 )

考虑 到 久
。

<
0

,

且对任一满足 0 < 无 < H 的 人值
,

式(21) 都应成立
,

于是便得到扇形域

【0
,

H 」中的艳对稳定的充分条件
:

.
艺�
i一4

,
+ 二坚

忍 全 一

H

( }}月
,
! } + 月,

) ( } }月
、

!}
+ 口

*
)

}{且!}R
e 又

, (
2 2

)

显然
,

当 H 一 co 时
,

式(22)自p前面得到的(匀
。

现研究一个三阶系就
.
毅 久,

~ 一 1 ,

又
:
一 一 2

,

又
3
~ 一 3 , ,

一 1 ,

H 一 1 ,

只[J(5)及
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(22 )抬出的艳对稳定区分别如图 6 上所示的 I卜11 及 卜I.

三
、

艳对稳定度研究

1.系扰及定义
殷有非钱性系就[7]

:

冲、一 艺
云, , , , + 汤, u

(
‘一 i ,

2
,

…
, ,

)

,

夕= 1

4
~ 一 P“ 十 f(

‘
)

,

(
2 3

)

。 一 艺 Pi。 + 、
,

其中 f( 的仍 要求满足
: 0 < 可(的 < co ,

f (
0

)
~

0

.

假定

f( 的 ~ o 时之核性系兢的特征方程

(又 + 户) }又舀
, , 一 云, ,

1 ~ 0

的根 一 p
,

凡(i ~ 1
,

2
,

…
,

种 均有食实部
,

RlJ 作

, , 一 口一“ t x , , ‘ ~
口一 口 t , , u

~
己一 a才产

变换后的系就为
:

(24 )

* , 一艺 (
占, ,

+
, 、, a

)
劣, + 汤, 二 ,

了= 1

户~ 一(p 一
a
)产 + F (

t , ,
)

,
F

(

t , ,

) ~
e

a ‘

f (

s 。一 a ‘
)

矛 ~ 万Pi二 , + 夕产
.

( 2 5 )

如果当
a > o 时

,

系就(2匀是艳对稳定的
,

RlJ 系就(23)的任一解的衰诚速度要比
e一则 还

快
.
仿拔性系兢的稳定度的概念

,

可引入以下定义
.

如果系就(2助的零解是艳对稳定的
,

刻称系就(23)具有艳对稳定度 a.

2
.
艳对稳定度的充分利据

在〔71 中首先研究了这一周题
,

并假定了 p
,
均为食实数

,

但其所得到的精果可以大大

改善
.
握过非奇核性变换[71

,

可将(23)变换成
:

分; 一 一 夕声 ,
+ ‘

( 云= 1 ,
2

,

…
。
)

,

沙 ~ 艺月*二, 一 p , 一
r
f( , )

.

(
2 6

)

假定 Re p
,

> o
,

RlJ 利用李雅普带夫函数

1 一
, . 。 , , 一

y
~ —之

J
Ilp i}}x ix i

2
(
2 7
)

可以建立(26)的艳对稳定之充分条件为

1 ~P 十 — 名与
斗

( 11日
,
11 + 月

,

) ( }旧川 + 亘
、
)

一1}月川R
e p*

全 O (2 8)

对(26)作变换
:

yi~ xie“ t , ‘
~ “

口名 ,

便得到
:

夕,
~ 一(八 一

a
) +

, ,

, 一 万月iy , 一 (p 一 a )
; 一 , F

(
t , s

)

,
F

(

t , s

)
~

。“ ‘

f (

s 。一“‘

)

.

(
2 9

)
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采用 (27 )作为系扰(29)的 F 函数
,

考虑 到
sF (
t , ,

) >
o 当 , 钾 。 时

,
F

(

t ,
o

)
~

o
,

可

得(30 )之艳对稳定性条件
:

(户
:
一 a ) > 0

, 户 一 a
> o ,

, 一 。
+ 工 艺 巡业共实坦毕卑。

.
斗 一 }}户川 K e又P i 一 a )

(3 0)

条件(30 )亦是系就(26)具有艳对稳定度 a 的充分条件
.

根据 (30 )立郎可得拮渝
: 系挑 (26)的最大艳对稳定度为 a* 一 m in{ Re p , ,

时
,

且

‘‘ ’

{

‘ ’ ‘

666

汉汉汉

所稠的简接系扰以及各种临界情况的艳对稳定度都等于

零
.

现研究一三阶系就
:

分,
- 一户

*二 ,
+ ‘

(
i 一 i ,

2
)

,

沙 = 日1二
:
+ 日声

:
一 p ‘ 一 ,

f (
‘
)

.

毅 户 一 3 ,

P
l

= 1
, 户: = 2 ,

在 [7]中始出

P i一 a > 0 ,

P
Z

一 a > 0 ,

1

P 一 a 一 一
斗

(
i + p

i
)
2

一
门~

P l 一 优

( 1 + B
,

)

2

1

_ _

一
1Zu,

P Z
一 仅 J

而本文的精果(30) 为
:

Pi 一 a > 0 ,

P
Z

一 a > 0
,

图 7

在图 7 上抬出了两种方法的比较
,

启
十 凡

P 一 a 一 乙

一
夕 ().i= 1 P i一 “

本文的拮果 1 ll m 和 t7 ]的拮果 I

示
。 一 。, 。 一 上

, 。 一 。* 一 1 时的等稳定度区
.
当 a ~ 1 时

,
1 1 1

,

1 1

,

1 1 1

,

各分别表

退化为一核段
,

而
2

n l
.
仍抬出一甚大的区域

.

顺便指出
,

根据「4]
,

可宣接建立具有艳对稳定度 a 的卢利叶判据
.
这里从略

.

附 录

将式 子3 )写成矩障形式:

云 = 血 +
ef(。)

,
d = 尹

, 二
+ 久。口 一 rf(

口
)

,

(

‘
)

其中黑体大写表示短障
,

黑体小写表示向量
, 通 一 【礼句i] 为对角矩障

, e

为单位向量(单位列矩障)
, ’

表

示搏置
.
由李稚普豁夫定理

,

对任一正定炬障 K ~ 〔左,旬月
,

七 > 0 ,

可由 刁A 十 A 刁- 一 ZK 唯一地

确定 一正定矩障 A
.
研究 V 函数:

F ~ 上
, ,

A
* +

l
:

‘(
a
)‘
“

其中号
“一 ”

表示共扼
,

f A
乞 为一正定厄米得短障

,

因之 v 是正定函数
.

亡 一 一z’K * + 止
2

Z‘
(
A

e
+ , , , (

“
)
十

合
, (
“
, ‘
e ’

A + “”, +

(
11

)

函数 v 按 (i) 对 , 的导数为:

久。 a f
(
a
)
一 ,

f
Z

(
口
)

.

(
111)

将 “‘(“ , 写作
!‘’(“ ,

,

一裔
·

祝 ‘为 (

一 …
,

肠
一 1

,

f( a) ) 的二次型
,

则 户食定的条件:

一李(A
。

+ 月)
Z

一 久护
}

尸十

K,A

el一2
一

r..es.
es
l.L
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当 。 < ! < co 时亦为正定
,

化筒后得:

一 “。

一客命
(Re久矛 一 ”

;

) (击
一 ”‘

)

> 。
·

由于 人
。

< 。,
o <

‘
< co 时上式均应成立

,

因之有:

一馨命(击
一 ”尸

) (
R e 久

一 ,
,

)

二 ”
·

(

v

)

在参数 (自
,

月
2 ,

…
,
月
。一 ,

; 心 空简
,

式 (
v
) 拾出一个稳定区

,

此区的边界为:

一昙刹击
一
叻洽

一
动一 (vi)

它是一个以 七(i 二 1 ,
2

,

…
, n 一 l) 为参数的曲面族

,

其包籍将胎出最大的稳定区[l. sJ
.
对 粉取偏导

数以求决定包籍之 人, 的值
,

得 及; ~ 一 !l月
;
}}
R e 久, > o ,

此时矩障 A 的 元紊为:
a, ; = }}月

,
}}

, , ‘i = 0

(
i 续 i)

,

其中号 }{ I{表示模
.
由 (11) 及 (

v
) 井代入

a, , 及 友;
,

便得到(4)及(5)
.

形式如 (ii) 的李雅普豁夫函数类中
,

能够拾出最大稳定区的 v
,

自口(4 )
,

可称之为最佳 v 函数
.

附 录 n

当系抗(3)有一对虚根时
,

作 v 函数:

F ~ 上
2

一A “ +

又
, (
“
)
““

,

刁A + A 汪二 一 ZK (
v11)

}

(1
2 二 3 ,

…
, n 一 1 )

,
R x ,

R Z > o
,

0>
.�.

乙材

,

�

!

l

.

es

..J

左。_ -

如

0
on�r.........L

l一K

假定 只e 月x 神 。,
R

e
月2 牛 。,

取 天z ~ 一R
e
月z 一 R Z 一 一R

e
户2 (因 月l月

:
共朝)

,

按附录 I的步骤
,

可

得(l助及(l的
.
函数 v 是正定的

,

但 亡为常负
,

它仅是 〔z3
,

…
。
介

一 1 ,

j(

口
) 1 的食定函数

.
但可以视

明
,

此时条件(i‘)是艳对稳定的充分条件
.
事实上

,

当 亡三 0 时
, 2 3 , … “ 肠

一1 “ 口 三 o
,

由微分

方程(3)
,

可得 月z
之z + 月:

:2 二 0
.
再令 月1

,
2

~ 、 土 i
。 , 2 1

,
2 “ , ‘

士 i
。 ,

具日得:

而 乏, 一 久222 及 坛2 ~ 久2二 2 可写作 ‘ - 一a。 ,

一 月夕 :二 二

~

a “ .

+
称 粉

~

0
,

再由 (
viii)

,

可得:

(
viii)

(i
x
)

按假定 m 续 。,

( vii i) 及 (ix) 之行列式不等于零
,
因之恒有

“
~

夕 一 0 ,

亦郎 句 “ z2 一 0
.

当系梳(9)有一个零根时
,

取 久1 “ o ,

作 V 函数:

。 一 上
二 了

A
* +

〔
’

j (
o

)
、a

,
, ^ + ^ :

一
Zx,

2 J O

「
*
1
0
1

A 一
}

—
.下- 下卜

L 。

{
L
夕“ J J

(i
, 二 2 ,

…
, 刀 一 1)

,
R > 0

,

n曰�
>七

,

、.........
J

反。 _ 1

0
�Ij

r

l

.L

一一K
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舒算步腻与附录 I相同
,

可得(17)及(18)
.
此时

, 护亦为常食
,

但不难靓明系杭 (9)亦是艳对稳定的
.
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