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关于桂性快速控制的一个针算方法

戴汝为 李宝授 王玉些

摘 要

本文以
“
不变嵌入原理

”

为基础
,

对控制量受到几种类型限制情形
,

提出求耪性快速最优控

制的一个逐次逼近法
,

还抬出了有关过渡过程时简的估舒公式
�

文中附有非显然情形的爵算

例子
。

引 言

被控对象是拔性环节的快速控制阴题
��一 �� ,

国内外曹规进行了大量研究
,

其中大都偏

重于数学理渝
�

从工程应用角度看
,

如果能定量地求出开路控制
,

�� 在某些情况下
,

也能

满足要求
�

大家知道
,

根据极大值原理 ��,�
� ,
快速最优控制可 由伴随方程完全确定

,

但是极

大值原理并没有抬出如何依据系就的初始状态
,

确定伴随方程的初始条件八
�

近几年来
,

国外提出了不少求快速最优控制的方法卜�� 
,

其中文献 汇�一�� 成功地利用了等时区域的

性厦抬出求 如 的逐次逼近法
,

但爵算起来仍不容易达到所需精确度
�

本文提出另外一种

建裁
,

抬出另一种针算方法
,

所得精谕可以作为用极大值原理处理快速控制阴题的一些

补充
�

一
、

到达有界阴凸面体的快速挫制

假敲被控制对象的方程为
�

三兰 � 才�� �二 � 召�, �“
,

� �
�� �

初始状态为 城
‘一 �� 一 ��  !

,

其中
�
表示

”
推状态向量

, 。
表示

犷

椎控制向量
, � �� 和

� ��� 分别表示
� � 。 阶与 � � , 阶矩障

,

并且都是
了
的速疲函数

,

抬定一个包合原点在

内的有界阴凸面体�严格凸 � 口
,

对系就提出的质量指标为
� 当抬定初始状态 �� � �

,

��  ! 〔

口
,

要求理过适当控制
,

系就以最短时简从 ��  ! 运褥到 久 必须对控制量附加一定的限

制条件
,

这类控制简题才有意义
�

在工程镇域内
,

通常遇到的是幅值限制 卜
�
�镇 � �� �

� , � ,

…
, ·
� �

� ￡
表示控。”向量

“ 的第 ‘个分量 ,以及”咨量限 , ”

��
,
“ 矛

,
� � · � �

�

�‘�

…
, ,

� �丁 表示过渡过程时简 �
�

我们把控制向量的限制条件概括地描述如下
�

��� 一
,…�

‘�� 簇 “
,

� , � ,

�� �

泣� � , � ,

…
, , , � � � � 十 ��

,

其中�是一个正值常数
�

式�� �当 � � � 时
,

表示能量

限制 �当 � � � �� 时
,

表示幅值限制

�
� �
�
“ � �� � �� �

�

�� � � , �
,

…
, ,

�
� 崛 �喊 �

�� �
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以下把满足公式 �� �并且各分量都属于分段建倩函数类的控制筒写为
“ 〔�

�

在控制作用下
,

方程��� 的解可以写成
·�� � 一 、�, �· �。� �

��
� �才�二·�� �· , � �� �

“�·�“一
�斗�

其中 � 月 是 � 的逆矩障
,

� ��� 是式�� 的基本解矩障
,

它满足方程

� � ���

� �
一 � �� �

,

� �� � � 百
�

�� 是单位方障 �

在
�
推状态空简中

,

考虑下述点集合
� 。·�。�

, ‘〕一

�
、���· �。� �

��
二�才�二一�·�� �

·�·�·� 己

一
。 �

�
�

�� �

关于集合 � ��� � �
, ‘� 的性厦

,

在文献 � �
, � ,

��
,

�� 」中已研究得非常透彻
,

在适当条件

下 �� 
,

其主要性厦可归钠为
� �功 � 〔�� � �

, 才〕是朗的凸面体
,

而且 具有严格 凸 性 � �� �

� 【�� � �
,

�� 随着 � 的变化而速瘾增加
�

通常把 � 「�� � �
,

�� 称为等时区域
�

等时区域的引

入体现了不变嵌入原理的应用
�

把从抬定初始状态以最短时简到达抬定区域�或拾定点 �

的阴短
,

嵌入到从抬定初始状态出发
、

在时简简隔 【�
,

�� 内所有系就可能到达的那些状态

的总体中
,

并利用总体简相互内在的联系
,

就有可能使孤立进行研究难以获得解决的简题

便于进行处理
�

分析了有关等时区域的性厦后
,

快速阴题就可以被理解成
�
在

,
推空尚

中
,

抬定一个有界阴凸面体 刀
,

另外有一个随着
君的变化而速糟变化的朗凸面体�严格凸 �

� 〔�� � �
, ‘�

,

使 � 〔�� � �
, ‘〕和 口有公共点的最短时简 � 。

以及与公共点对应的控制
,

就是

使系就由 城 �� 运搏到 口的最短时简和最优控制
,

以后用 口� 「��  !
,

�� 和 �口分别表示

�� �� � �
,

�� 和 口的边界面
�

两个严格凸面体 以 ��  !
, 丁。

〕和 口的唯一公共点一 定 在 两

者的边界面上
,

且在蔽点满足
“

横截条件,’�

在这里
,

我们进一步利用不变嵌入原理把控制量取值的区域 � 扩大成以下一族相似

区域
� �� � � �兹一

� “ � “ 〔 � �
,

�� �

其中
“ 是一个正实数

� 镇 � � � ��
�

�� �

当 “
在 〔�

,

�� � 内变化时
, � ��� 表示一族相似的区域

�

如果 。 � � , � �
� � �� 郎表示原

先拾定的区域 �
�

对 � ��� 进行分析
,

并充分利用一族尚相互的联系
,

就能比较方便地拾

出求最优控制的步蹂
�

对于形式如式�� �的限制条件
,

只要把限制条件换成

��� 一
,
, ‘·

�
’‘’ 毛 ·“

,

�‘一 ‘
·

�
, · ‘ ’ , ·

’
���

也能达到同样的目的
�

把控制区域扩大后
,

可以相应地引入等值区域如下
�

�
。

〔· �� �
, 忿」一

�
、�, �· �。� �

��
二�君�、一�·�。�·�� �·� 浮一 � 。� �� �

�
�

由式 �� �
,

可以把 刀
。

� � �� �
, � �

。
。

〔·�� �
, , � 一

�
二�

表示成

��� �� �
� �

��
二�, �� 一 �

·�。 �
·
�
·
�� � �

一
。。

�
�

�� �

��� �
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上述关系表明
�
把 � 扩大成 � ���

,

其拮果相当于把等时区域嵌入一族相似的等时区域

中
�

显然
,

等值区域 �
。

〔��  !
, , 」与 � 【�� ��

, , � 同样具有上述两点性厦
,

而且
,

取定同一
�

时
,

当 �’ � � ,

�� 

刀
� ,

�� �� �
, t

] 〕 D
o
lx (o)

, t

]

.

(
1 1

)

引入等值区域的优点
,

在以后分析中将体现出
.

对于抬定的初始状态 x( 0)
,

任取正数 T 作为过渡过程时简
,

并赴 a 变化
,

4lJ 一定可以

找到一个 内 使 D
。。

[
二
(
0
)

,
T

I 与 口有唯一的公共点
.
显然

,
T 与 丙 有如下对应关系

:

T < T0
,

a0 >
1

,

了 ~ 丁。 ,

丙 ~ i ,

(
1 2

)

T
>

T
。 ,

a0 <
1

,

其中 T
O
表示系就 由 x( 0) 出发到达 口所需最短时简

.
用 口D

。

「x( o )
,

T 〕表示 D
。

【x( 0)
,

T 〕

的边界 面
.
边界面上的点所对应的控制

,
由过敲点支托超平面外法拔方向向量 甲确定

.

以 u0 (冲
,

动 表示与 口D
。

【x( 0)
,

T
I 上点对应的控制

,

它的 /个分量表达式为
L191

_
0/ _ _ 、

_
a
M I

,
·

人
“f 、,I , ‘

/ 一

—
(了 , :

) I

“一1 ,
s g

n

(
i ~ 1

,
2

,

…
, r ,

0 成 r 簇 T )

({ :
},

·

人矛
(
:

, ·
) ‘

·
d ·

)
了

其中 滩,
( T

, :

) 代表 X (T )X
一1

(
:
) B (

:
) 的第

(1/夕) + ( 1 /户) = i ,

(
1 3

)

列
, “

·

”
表示两个向量的标量乘积

,
q 满足

当当s:g。 二 一

{

1 ,

一 1
,

x

> 0,

劣
< 0.

当 p” + co 时
,

可得到幅值受限制时控制量的表达式
:

u
兮(夕

, 丁
) ~

a
M

5
1卯 ,

·

左;( T
, 丁

)

.

( i ~ i
,

2
, 二

对于抬定的初始状态 x( 0)
,

取定任意的征数 T 后
,

令
·
(
二 , 。, 一

{:

二(了) X 一(
: , B ( 丫)一(,

, ·
) d 二

考虑函数
f(a

, 夕 ,
y

)
一 ,

·

{
X

(

T

)

x

(

o
)

+

a z

(

T

, 刀) 一
夕
(一 , ) }

,

(
1 4

)

(
1 , )

(
1 6

)

其中 抓一妇 〔口口
,

并且 O口 过 武一种 点的外法钱方向向量为一 ,
.
如果仅考虑满足下

列条件的 ,

,
·

{
x

(
T

)

x

(

o

)
一 夕

( 一 , ) } < o ,

(
1 7

)

则由于 ,
·

式T
,

功 > o 恒成立
,

f (

a ,
,

,

力 是 “ 的速擅单稠增函数
,

故当 “增加时
,

f (

“ ,

粉,

力 有唯一的零点
.
现在来分析使下式
x (T )

x(o ) + au (刁
。

)

z

(
T

,

,
。

) 一 ,
( 一夕。

) =
o

‘

(
1 5

)

成立的 a0 所具有的性质
.
对于任意一个非零向量 , ( , 笋 场)

,

当 a ~ 峋 时
,

根据式

(13)或式 (14)
。

由 , 所决定的控制将对应于 O D
。。

〔x( 0)
,

T
] 上的某点 A

.
这时

,

由 一 刀

决定 。口上的一点 B
,

由于 D
a。

[ x( 0)

,
T 」与口只有一个公共点

,
B 与 A 的联拔必然包合

几
。

[
二
( 0)

,

川 或 口的内点
.
根据这两个集合的严格凸性

,

对于 甲 笋 场
, , 与向量 A B 之
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简的夹角大于 刁2 或 ,
·

A B

<

0

,

于是下述关系均成立(参看 图 1 )

f(丙
,
刃

,
y

(
一 万

) ) ~ 专
·

{
X

(
T

)

x

(

o

)
+ a0

二
( T

,

专) 一 y(一 刀) } >
0
.

( 1 9 )

由式 (17 )
,

以及 f(
a , 刃

,

力 是 a 的速擅单稠递增函数
,

故可断定在 。与 a
。

之简
,

一定存

在一个
a ,

使 f(
a ,

廿
,

试 一刀) ) 一 0
.
由这个关系式

解出试妇

a(刀)

当 专 一

一 ,
·

[
义( T )

x
( o ) 一 y (一 刀) ]

,
·

{ :

x
(

二 )二一(
·
) ” (

·
) 一( ,

, ·
) “

·
’ (

2
0

)

从, , _ _

E 式取极大值 a0 (v() )
.
因此得出精希

:
对

拾定的 T
,

a0 (
刀。

) 一 m ax a(夕) 一

一 夕
·

[

笼( T )
x
( o ) 一 y(一刀) ]

。
·

!
:

二( : ) x 一(
·
) B (

·
) 一(。二 , “·

’
(

2 1
)

如果 口退化成一个点
,

郎原点
,

那么就变成要求系就从 x( 0) 出发以最短时简到达原

点的快速控制简题
.
这时

,

只要在公式 (21) 中把 试一种 换成 。,

就得到相应的关系式

成。
(
刀、)

) 一 m
ax 一 夕

·

x
(
了 )

万
(
o
)

。
·

l
:

x

(

:

)

、一(
·
) B (

·
) 一( ,

, · , ‘·
‘ (

2
2

)

卜式还可以改写成

1
反( 刀

u
)

。
·

{
;

、(了 , X一(· ) B (
· ,

, ‘。

(
。, ·

) d
·

一 刃
·

x

(

丁 )
x
(
o )

( 2 3 )

对于擦制量幅值受限制情形 (郎 夕 一 + co )
,

令 亏一 X (T )
‘

刀 ( x ( T )
‘

表示 欠( T ) 的蜂置

矩阵)
,

并且假定 亏满足一亏
,

x( 0)
一 1

,

那么由上式及式 (12 )
,

从 x( 0) 以最短时尚到达

原点的快速控制
,

可以决定如下
:

尤一1
(
:
) 刀 (

:
)
“0
( 万

, 丁
) 己
: .

( 24 )

勺几
n

J

I

J

.�刃1 一 『(, 一 m i
zl

叮

上式抬出了文献【15
,

16 ] 中首先得到的拮果
.

最后
,

顺便指出
,

上述桔箫可以推广到控制量限制在某一凸阴域上取值
,

以及要求系

就以最短时简运斡到指定状态 牙或运动 目标 x1 (t) 的情形
.
这时

,

分析下述集合

。(
君
) 一

{{:

二一(
·
) B (

·
)
·
(
·
) “

一
。。

}
( 2 5 )

将比较方便
.
根据完全类似的方法

,

只要考虑 D (t) 与函数 或习~ x
一
l(t )〔x1 (t) 一 x (t)x( 0) ]

之简的关系自11可
.

二
、

具有附加很耗条件的快速挫制

在这一节里
,

除考虑控制量的幅值受限制外
,

对总的能量等捐耗还同时附加一定的条

件
.
另外为叙述筒单起见

,

我佣只尉渝要求系就以最短时简到达坐标原点的情形
.

假殷控制量必须满足下述两个条件
:
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(1)
“ 〔u

,
u 是由 }

“;
I 毛 1 (i 一 1 ,

…
, ,

) 决定的单位正方体
,

(

2

)

{ :

, (
·
, ‘r ( “

,

.

其中 必( u) 是定义在包含 U 的开域上的速擅非食凸函数
,

且在 U

值
,

特别是形式如 艺 又, }
“ ,
卜的 《

“
)

,

就属于这种类型 (其中 丸
窟= 1

并且假殷 中(的 的形式使快速最优控制唯一地被确定
.

首先我佣引进第
n + 1个坐标

,

它由下述方程确定

的每一个顶点上取极大

是非食的常数
,

p
>

1
)

,

d
x 。+ i

d
t

必(
“
)

, 二。 + i

(
o
)

=
0
.

(
2 6

)

以下用 牙 ~ ( x1
, x Z ,

…
,

介+1 ) 表示
n + 1 推向量

.
在
n 十 1 推空简中

,

定义如下点集合

。(
公
) 一

{{:

x 一(
· , B (

·
)
“
(
·
)
‘· ,

{ :

, (
·
, ‘一

〔U

}

.

(27 )

关于 D (t) 的性质[v]
,

可筒单归钠为
: ( l) D (t) 是阴的凸面体 (严格凸); (2 ) 当 t’>

t,

刀(t’) 〕 D (t) ; (3 ) 在 ‘+: ) 0 的半空简内
,

D ( t) 随着 君 的增大速擅向外扩张
.
分析了

有关 刀( t) 的性质后
,

快速周短可作如下解释
:
能 l是

n 十 1 推空固中过 一x( 0) 且平行于

介+ ,
轴的钱段

,

昆作
z ~ {牙 = (一

万
(
o
)

,

奋)
: 0 《 言成 M }

,

(
2 8

)

其中 x( 0) 是拾定的初始状态
,

M 是总揖耗容爵值
.
在

。
+ 1 推空简中

,

有一个随着
‘
增

大建糟向外扩张的阴凸面体
,

使钱段 l 与 D (t) 具有公共点的最小时简 T
。 ,

亦郎使系就 由

式0) 运搏到原点且总的捐耗不超过 M 的最小时简
.
由于 D (t) 具有凸性

,

l 和 D (几) 的

公共点一定在 D (T0 ) 的边界面 O D (T0 ) 上
.
对于 aD (T )上的每一点 尹

,

段 D (T )过蔽

点支托超平面的外法向量为 万~ (夕
, ,

,
2 ,

…
, 粉

。 ,
刀*

;
)

,

Rl] 由几何直观
,

或参看文献【7 J
,

刃。+ ;

(
o

,

并且
万

·

尹 ) 亨
·

牙,

( 29 )

其中 牙〔D (T )
.
换句韶观

,

当 x 一 尹 时
,

函数 于
·

牙在 D (T )上达到极大值
.

由公式

(27)
,

亏
·

牙可表示为

,
·

牙一

{:

。
·

X ·-1 (
· , B (

·
)
·
(
· , d · +

{ ;

。一 , (
·
, ‘

· ,

(
3 0

)

这里 , 表示一个
”
推向量

,

万一 (刀
, 刀

*
l
)

.
由于假殷上式的极大值唯一的确定

,

而与

O D (T )上的点所对应的控制是由敲点支托面的外法向量 刁完全确定
,

故可把这种控制表

示成 u0 (万
,

动
.
在这种情况下

,

D (
了) 是严格凸的

.
当 D (T ) 随着 T 的加大而扩大时

,

a D
(

T
。

) 和包合 l 的值拔只可能有一个公共点
.
这时

,

可能发生三种情形
,

自p : 曹< M
,

言一 M 或 夸> M (对于第三种情形
,

所提咫短没有解
,

以下将不加以衬渝)
.
如果言< M

,

RIJ
I 在 D (T ) 的支托面上

,

叭+
1 ~ 0 ,

故可归桔为不考虑损耗的快速简题
.
与第一节情形

相同
,

以下假定 奋一 M
.
为方便起兄

,

令
牙( o ) = (一

二1
(
o
)

,

一x
Z
(o )

· ·

一
x。

(
o
)

,

M
)

,

(
3 1

)

于是主要在于求 D (T
。

) 在 牙( 0) 点的支托超平面外法找向量
.
对于任意取定的 T

,

牙( 0)

不一定属于 口口(T )
.
这更利用

“

不变嵌入原理
” ,

考虑 武0) 沿着过原点和 武0) 的射核 L
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变化
L 一 口牙( 0 )

,

(
3 2

)

其中 。
(

云 成 + co
.
这样一来

,

虽然 牙( 0) 〔L
,

但是在 L 上一定可以找到一点 民牙( 0 )
,

使

民牙( o ) 〔O D (T )
.

(
33 )

当 T > T
。

时
,
云。

>
1

,
T

<
T
。

时
,

沙。
<

1
,

T ~ T
。

时
,
口。一 1

.
用类似于上节的方法

,

满足式(32 )的 岛
,

可用下面公式求得

丙 一 m ln d
甲

_ 。;n 。
·

{
;

X 月(
· , B ( · , 一( , 二 , ‘· + 。一

万
·

牙( 0 )

《
“。

( 亏
,

灼)女

—
,

(
3 斗)

其中 于
·

牙( 0 ) > 0.

令 云一 生
,

RlJ 公式(34)可改为

: _ _ __

_

_
万

·

牙(
0 )

万 I’T
. , 、 , 、 , 、

r
丁 _ ,

刃
‘

J

。
X
一‘

又丫) B 戈丁 ) “
u
贬,

, 丫
) J

丫
+ 刃

·
+ ‘

j

。
. (

““

( ,
, 丫

) ) d
丫

(
3 5 )

根据上式
,

求得与 而
。
~ 1 对应的 不

,

就决定了最优控制
.

对于附加捐耗不超过容辞值的快速简题
,

D ( t) 的桔构比较复杂
.
下面举一个例子来

加以靓明
.

例
:
假段被控对象的方程为

贵一
, 戈1

(
。
) 一 。1 ,

贵一
, ·2

(
。
) 一 。2 ,

控。。量
·
‘足

: (‘) ,
·
, 镇

“· ,

(
2

)

{ :

“Z d · 、 M
.
要求系 , 以最短时简到达原点

.
根据

以上分析
,

沪 必须满足

(,
i: 一 刀2)

“0 一 刀3(
“0
)
2
= m

a x
{ (
刀i丫 一 刁2)

。 一 夕3“2
}

,

式中 刀; ) 0 可以分为两种情形
:

「 ‘
,

卫2二二卫
2 异 “。

{
一

} 203

(‘) 。
3
> 0 , “。一

{
卫卫三
行卫

星,

i

卫2牛于卫
2
{
<

“。 ,

}

‘
,Is

’ ‘
仇

} _
二 ,

卫1二一 叭
‘ ,

_

} “a ,

—
、
众 — “a 亏

Z 夕3

( 2 ) , :
一 。 , 。0 一 u

。 s
i g

n

(
, i r 一 , 2

)

.

根据最优控制的形式可以画 出D (t )
,

女口图 2 所示
·

图中 “

一合
,

M 一 ‘,

戈”‘区域表示

划分控制量取值区域[z0]
.
在不同区域内

,

D ( t) 的边界拔 (或称等时拔) 由不同方程描述

(如表 i所示)
.
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表 1.

区 域
1

控 制 量 的 形 式
!

等 时 楼 方 程

l一111

I一11

11一111

I一11一111

]I

~ . C芝
L l 一 :土 , 一二

.

份“a

_ 二 c
:
干 丝产

2 斗

一 士警
了
’ 一 丁

(仇 士 “

“卜
咯(
C : 士 u

aT )
s

9(士 2
“。 C

: 一 “孟T + M )

一 干粤T 十
乙

4
(
e
:
干 tt

aT )
8

,
( 士2

“。 C
:
一 。盖T 一 M )

一 土李‘业 干 均
,

干具
。。

(典一 月
,

干李 ,
斗 、u a / 1 0 、“西 / 乙

qCICI

1 2 C 签+ 12T C
IC : + 4户 C鑫一 T 。 一 0

子分产沪卜旧斗曰油�

三
、

求最优挫制的逐次逼近法

根据以上分析
,

把求最优控制固题归拮为求公式 (21)
,

(
2 2

) 和 (35 )的极大值峋(仇)
,

风(仇) 和 瓦(如)
,

这已趣成为求 自变量在开域上变化的多元函数极值简题
.
以下考虑用快

速上升法求 a0 (仇) (求 反。与 云
。

的情形完全类似)
.
抬定T 后

, a 是 , 的函数a( 种
.
先适当

地选择一个初始的 , (
0
)

,

然后沿着 a[ , ( 0 ) 〕的梯度方向修改 , ( 0) 以保敲 “增大
.
如此

反复进行值到 专使 a( 妇 达到极大值为止
.
换句钻靓

,

把 , 看作参变量
, 的函数

,

而且满
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足方程
J刀(

,

)

d
s

一 左gr
ad a [刁(

,

) ] (
3 6

)

式中 左是正值常数
,

或者是 夕和
了

的正值函数
.
在抬出式(36)的初条件 甲( 0) 时

,

应注意

式(17)的要求
,

自p

甲( o )

·

[
义 ( T )

x
(
o ) 一 y (一泞(

o
) ) ] <

0
.

于是
a [, ] 的极大点 粉。可以 由方程 (36)的解求得 [刀

。
一 lim , (

s
) ]

.

( 3 7 )

在应用快速上升 法

时
,

要求 gl’ad a( 的 存在且建擅
.
这里可以直接利用文献 〔s] 中已趣得到的拮渝

.
由公式

(20)
,

g
r a

d
a

(
专) -

一 :、(二 )
·
(
0 ) 一 ,

(
, ) 1

一(
。)

{ :

x ( T )二一(
·
)
。(

·
) 一(。

, ·
) 己

·

。
·

{
:

x
(

T

)
x 一(

·
) B (

· ,一( 。二 , ‘·
(
3 5

)

根据式(36)
,

d
a

[ 甲(
,

) I

d
s

=
g r a

d a
[
, (

s
) ]

2

一
日D
a , [

x
( 0 )

,
T 」;

3

—
X(T)x(O)+a, +l

z
( T

,
刀‘i+

1 ,
)

;

4

—
X(T)x(0)+ai二( T , 刃‘￡)

) :

5

—
y(一 冲‘i ,

)
; 6

—
夕
(
一 刃‘￡+

1 ,
)

:

丁

—
刃(￡+

1 ) : 8 一一刀(￡+ 1 ) : 9

—
专《￡)

立鱼 一 左gr
ad “[ , (

,

) ]

.
g r a

d
“
[ , (

;
) ]

.
( 3 9 )

击
-- . _

当 , 笋 夕。 时
,

d
a/ 击 > 0

,
a 是

了

的单铡增函

数
.
当抬定满足(37 )的 甲( 0 ) 以后

,

可以征明方

程(36 )的解恒满足(37)
.
在求解方程 (36 )时

,

可以把微分方程化成差分方程
,

因此求解是反

复迭代的过程
.
用 沪)表示第 i次迭代时的 ,

值
,

则对于充分小的 △
,

刀(‘+ ‘) 一 刀(‘) + 友gr
ad a [, (

!
)
]△
.

(40 )

舒算时
,

可根据上述关系修改 粉
.

这个关系的

几何解释兑图 3
.
由于a[ , (

,

) ] 是 ; 的单调增函

数
,

因此只要△取得合适
,

就可以保征 a[ 沪+1
,

]

> 减沪)J
.
在求解过程中

,

可从 T < T
。

出发
,

并不需要求 出 li m 粉(
了

) 的值
.
当进行到

;
一
;‘

时
,

只要 a[ 刀(
介
)〕> 1

,

就不必再撇擅下去
,

因

为根据 da/ 击 > 0
,

再增大
, ,

就必然使 a 更大
.

发现 a[ 刁( 介) 」> 1 后
,

就修改 T
,

把 T 增加一个 △T 后
,

再进行豁算
.
这样交替地修改 甲

乃乙…乒
。

…l
和 T 值

,

就能较快地搜索到与 丙 一 1 对应的 枷
.
这个步

欲可以形象地用图 斗 表示
.
在图 4 中

,
T

:

<
T

:

< … <
T ,

.

可以看出
,

上述舒算步蹂特别适合于用快速电子数
口O

字补算机进行补算
.

四
、

关于过渡过程时简的估箭简题

控制量幅值受到限制时
一

,

求最优控制较繁复
.
对于 。

要求系就从初始状态 x( 0) 以最短时简到达 原 点 咫 题
,

, ( 0 )
分了一一

叮

刃

图 4
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如果能够估针出使系兢 由 x( 0) 运棘到原点的最短时简 T
。

的下界
,

那么利用上一节的方

法求最优控制时
,

将可减少针算的工作量
.
利用第一节中把控制区域加以扩大或精小的

想法
,

便可抬出由初始状态估爵过渡过程时简的表达式
.
对于总的揖耗不超过容爵值且

按制量幅值受限制的情形
,

显然若 M ~ co (这表示总揖耗没有限制 )
,

剧系统从 x( 0) 到

达原点的最短时简
,

一定要比总的揖耗有限制时所需的最短时简少
.
用 u 表示

犷

推空简

中由 }
“;

{ 提 1 (i ~ 1
,

2
,

…
, ,

) 决定的正方体
.
如果能够找到一个 v

,

使 v 〕u
,

那么

在 v 中挑选控制使系就由 x( 0) 到达原点的最短时简要比在 u 中挑选控制使系兢由 x( 0)

到达原点的最短时简小
.
利用这个明显的事实

,

便可较方便地抬出求 T
。

下界的表达式
.

以下我们对此作扼要的分析
.

为了筒单起兑
,

只考虑有一个控制量的情形
,

郎方程(l) 中
,

B(
t) 是 。 X l 阶矩障

,

且

控制量
“
满足限制条件 lul 簇 1

.
如果把

“ 的限制条件换成

生 C
。2 ‘: ( 1

,

T J O

(
4 1

)

Bl] 稍加分析
,

就会发现当
“ 为幅值等于 1的撇电式控制作用时

,

式(41 )仍然成立
.
因此满

足(41) 的最优控制
、

使系就 由 x( 0) 到达原点的最短时简
,

一定比 T
。

小
.
对于形式如 (4 1)

的限制条件
,

初始状态 x( 的 和最短过渡过程时固 T
,

的关系
,

可以表示成
x(o)

·

p
一1

(
T
i
)
x
(
o
) ~ T

i ,

(
4 2

)

式中

rTI
. , 、

_
, 、

_ , 、 . ,

p 又T
‘
) 一

)

。
X
一‘

又丫) 方又丁 ) B 又丁 ) X 一‘

又丫)
’

J 丫
·

(
4 3

)

抬定初始状态 x( 0)
,

求 出方程(斗3 )的最小正根后
,

就可得到关于 T
。

的下界估豁值
.

当被擦对象为常系数搔性环节所描述
,

而其特征方程的根都是实部为食的单根时
,

可

以求得估豁 T
。

下界的公式
.
化成标准形式后

,

被控对象方程变为

立
一 才 尤

+ 丑 “ , 二
(

, 一 。
) 一

万
(
o
)

.

d t

(
4 4

)

控制量
“
满足限制条件 1

“
} 簇 1.

\、、11l1|||/
,

尸�

一

一认

一p
l

p 1

一认

八沈J抽J/
耐

bb
。。。

b

子口户产.....,、、、

一一B

一认

一 刀2

公2

一认

一C

一妙r

p ,

一C

认r+
,

在方程 (44)中
,

用 C、
x
代换其余的 C 后

,

其系数所构成的方障用 C 表示
.
另外用

n

个独立控制分量
。;
代换 氏“

(
i ~ 1

,
2

,

…
,

n)

,

用 t, ~ (

t, l , t, 2 ,

…
,

t,n ) 表示
,
推擦制向

量
,

这样就得到新的方程
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d y _ 户
_.
上
.

一二~ ~ 一 七 y
. 双 。

4 t

( 4 弓)

考虑 V 为下列方程所确定的一个圆球体

。
·

t,

毛 、
,
一 艺 I, ,

I

’
.

(
4 6

)

换句括靓
, 。

·
t,
一 M

Z
表示长方体 1

。 ,
l 成 }b

;
} (i 一 1

,
2

,

二

厂厂厂厂0000000

包合着长方体
,

如图 , 所示
.

制向量
t,
满足条件

,

n) 的外接圆球面
,

因此 v

在方程(4匀中
,

假能
n
推控

t,
〔V

.
(47 )

如果 T
O
表示控制量 }u1 蕊 1

,

使 (44)所描述的系扰由

x( 0) 运行到原点的最短时简
,

T
,
表示控制向量满足 式

(盯)
,

使式(4 , )所描述的系兢 由 x( 0) 运行到原点的最短

时简
,

BlJ

T
。

》 TI
.

(48 )

对于 V 是圆球体的情形
,

则当 x( 0) 抬定后
,

郎可求 出 T
:.

方程(4的的解为
,

(
了, 一 Y (

君,

{

·
(
。
) +

{ :

二一(
·
)
·

(
·
) J

·

}

,

( 斗9 )

式中 Y (t ) 表示式 (4匀的基本解矩障

一
…
eosplt, s l n 梦it

一
sln ”it e o s 妙it

c o s p z t s l n p Z t

一
sln 公zt c o s 妙Zt

C o s 妙rt s l n U r t

一
sln ”rt e o s 妙 ,

t

一 。 一: m a x‘梦(
t
)
.

对于
‘,

〔v 的情形
,

最优控制可以求得如下

。o

(
,

, 丫
) ( 5

0
)

式中 , 为 n
推非零常数向量

:

梦一1(
丁
) 的斡置矩阵

.
如果 T

(50)
,

我祀甘得到

_ _ M 毋一,
(
丫
)
‘

刀 _ 一M 毋一‘
(
了
)
‘

,

1!梦
一1
(
丁
)

’

,
11 }}

刀
!}

}}
刀
}1 = (

刀
·

, )
1, 2 ,

qr
一1
(
:
) 为 梦(

:
)

一 T ;时
,

系就状态到达原点
,

武Tl )

的逆矩障
,

梦一1
(
r
)

‘

为

~ 0
,

Hl1 由式 (斗9 ) 与式

x(0 ) 一 、丁斗
下
(
。: xn 二rl 一 1)

.

‘。
: 二

}}刀}l

5 1 )

由此便得到关于 T
。

的下界的估爵公式
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二 ,

一
l-1。

(

1 + 互
」三1竺 }}

二
(
o
) r*、
.

百m
:二

\

M

/

(
弓2 )

如果把式(牡 )改成

生 以女T JOL仁或
,

圣(
:
) }

浮: ( 艺 占子
,

(
弓3 )

其中 脚(滋一 1 ,
2

,

…
,

n) 为 n 雄控制 向量
。

的分量
,

那么在式(多3 )条件下
,

可求得类似

于式(42)的表达式

艺
谊= 1

2 乙、[
x
l (
o
) +

叉
l
+ 1

(
o
) ]

e Z‘￡T i 一 1

、 ;

实
,

舞铿专
一 Tl

客
砍

(, 斗)

根据上式
,

由始定的初始状态可求得 T
。

的估舒值 TI
.

当控制量为一个
犷

推向量时
,

则用类似的方法
,

也同样可以得到关于过渡过程时简的

估爵式
.
这里对此不再加以叙述

.

五
、

例题和箭算精果

下面封输一个具体的例子
.
我佣知道

,

郎使被控对象是常系数技性环节
,

但如包含

有振淇环节
,

则具体求 出系就从初始状态到达原点的快速最优控制
,

往往也很困难
.
文

献〔11 一13 1曾用开关曲面投影法求解
,

但有很大局限性
.
现根据前几节所述方法进行舒

算
.
敲被控对象由一滑性环节和一振淇环节粗成

,

它的动态方程可用下列标准形式描述
:

.
里,

‘

一 一介
,

+
, x Z 一

卜‘“
,

止;兰互 一 一。
, 一 ‘x

Z + , “ ,

止丝乙 一 一
, x 。十 。 ,

d
t

d
t d t

控制量
“
满足条件 !

“
} 毛 l ,

初始状态为 x1 (0)
、

x2 (
0
)

、

x3
(

o
)

,

要求系就达到的指定状态

为坐标原点
.
这时

,

利用公式 (22)进行剖算
,

在选定过渡过程时简 T 后
,

取 甲 ( 0) ~

一x (T )
:
(0)

,

郎能满足 抓0)
·

x(

T

)

二
(
0
) <

o 的要求
.
每当 , 的修改值取定后

,

主要在于

求画数 ,
·

X
(

T

)
X 一(约B 的零点

.
如果利用高精度的模拟针算机求零点

,

同时用快速电

子数字舒算机修改 刀,

将更为方便
.
这种混合补算的例子

,

可参看文献[8]
.
我们对上

述三阶系航的舒算 (求零点及修改 刀值)是在 10 4 型快速电子数字舒算机上进行的
.
针

算拮果表明
,

只要选择适当的 △
,

收放是很快的
.
舒算过程中

,

采用了一串裁探性的 △ :

八; < △
:
< … < △

。 ,

由 △m 开始
,

由大到小
,

恢次贰探
.
如 果仍找不到使

“
上升的

△
,

HlJ 把所有 A 都除以N (N > 1)
,

然后再依次贰辉
,

值至找到使 a 上升的△为止
.
当

T < T O时
,

一般只要迭代一两次就会使
a > 1

,

于是郎可增大 T
.
表 2所列是对应于

‘一 0
.
2

、 , 一 丫万
一

二万乏* 0
.
9 8

、

: 一 i
、 二1

(
0
) 一

二2

(
0
) 一
3
.
52

、 二3

(
o ) 一 。 的一些数值桔果

.

在舒算中
,

当 。
> 1 时

,

郎将 T 增加 0. 01
,

而当系就状态到达原点的指定邻域内
,

郎停

止舒算
.
可以看出

,

当 T ~ 4. 36 时
,

系就状态艳对值的平均值已不超过 0. 023
,

a 和 1 之

差不超过 0
.00023. 通过以上针算

,

可得下述筒短拮渝
:
对于快速控制这类两点边值简题

,

采用快速上升法
,

用数字舒算机求解是有效的
.
主要简题在于选取适当的 △

,

但这是一推

的拭探简短
,

困难不大
.
另外

,

把过渡过程时尚取定
,

把控制量的限制嵌入到一族中
,

对

舒算也是方便和有利的
.
如果要求系就到达的状态或到达的凸面体不随时简的变化而变

化
,

则采用交替修改 , 和 丁的步骤
,

就能求得最优控制
.
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在福写本文过程中
,

岳子平
、

张宝康同志曾对补算工作进行了大力帮助
,

瑾此表示威

韵扎

!

参 考 文 献

践学森
,

工程控制希
,

科学出版社
,

北京
,

1 9
58

,

第十章
.

关于利用推电式元件改进挫制系扰的一个简题
,

力学学报
,

19 57 年
,

第 l 卷
,

掉京清
,

枝性最速控制系抚的分析与徐合理输
,

数学进展
,

1 9 6 2 年
,

第 5 卷
,

fl o H T
P 盯H 日

,

JI

.

C

.

H 及P y r “e
,

M
a T e M a T H q e e K a 只 T e o

P H
只 o n T H M a 月b H 曰x n P o 以e e e o B

第 3 期
.

第 4 期
.

中“3 M a T r“3
.
M
o e K B a

恒健周宋

飞J.IJ1
.J1.J1几

2
JI嘴
r月r.Lf.Lr.L

1 9 6 1
,

I’a M
K

r几. 1
.

p e刀职
3e,

P

.

B

. ,

T
e O

P
“只 o n T ”M a 月b H 曰x n o 6 曰e TP朗

e仑e丁B H 刃 n P o”ee eo B B 几 H “e
n
H 曰x e “e T e M a x ,

H
3 6

.

月H C C C P
,

C
e

P

.

M

a 丁e 滋
.,

2 2
(

1 9 5 8
)

,

从 4
.

N eustadt
,

L

.

W

. ,

s
y

n t
h

e s
i

:
i

n
g

T i m
e

O
p t

i m
a

l C
o n

t
r o

l S
y

s t e
m

s
,

J

.

川at人
.
A n a l

,

入p p l
.,

1
(

1 9 6 0
)

,

N
o

.

4

.

N
e u s

t
a

d
t

,

L

.

W

,

叭m
e O Ptim al System s w it卜 P o s itio n a n d In te g ra l L im its

,

j

.

八f绍t h
.

A
n ‘

1
.

A P 户l
,

3
(

1 9 6 2
)

,

N

o

.

3

.

N
e u s t a

d t
,

L

.

W

. ,

O
n

S y n t
h

e s
i

z
i

n g o p t
i m

a
l C

o n t r o
l

,

Z
n

d I F A C

,

B
a s e

l S w i
t

z e r
l

a n
d

,

1 9 6 3

.

H
o

Y
u
一c

h i

,

A S
u e c e s s

i
v e

A p p
r o 二

im
a t i

o n
T
e c
h
n
iq
u e

f
o r

o p tim
a
l C

o n t ro l S y
s te

m
s

S
u
b i
e e t to I

n p u t

S
a t u r a t

i
o n ,

T ra ns

.

A S 对E Seri es D ,

8 4
(

1 9 6 2
)

,

N
o

.

1

.

Pa
i

e
w

o n s
k

y
,

B

”

Ti m
e

O p t i m
a
l C

o n t r o l
o
f L i

n e a r
S y

s t e m
s

w i t h B
o u n

d
c
d C

o n t
ro l

s
,

I
n

t
e r n a

t 三o n a l S ym
-

P o siu m o n
N
o n 一

l i
n e a r

D i f f
e r e n t

i
a
l

Eq

u a t i
o n s a n

d N
o n 一

l i
n e a r

M

e e
h
a n

i
e s

,

A
c a

d
e

m i
。

P
re s s

,

N

e
w Y

o r
k

a n
d L

o n
d

o n
,

1 9 6 3

,

3 3 3 一365
.

FI公g ge 一 L o t z
,

1

.
a n

d M i
n

Y i
n

,

T 】飞c O P t im
a
l R

e s P o n se o
f S

e c o n
d
一

O
r
d
e r

,

V
e

l
o c

i
t

y
一

C
o n t r o l l

e
d S y s t e m

s

w i t h C
o n t r a ct

o r

肋
ntrol, T

r a n s
.

A S
M

E S
e r

ie
:

D

,

8 3
(

1 9 6 1
)

,

N

o

.

1

.

, .
J

,几
‘

J,胜.J
�
j
尹0,rrL

[

r.L

1
8

]

[
9 」

1j.., .
.

n

J .
1

月.二月.
r

.

r..L

汇12] F logge一工o tz
,

1

.

a n
d

Ti

t u s
,

H

.

A

,

Th

e
O

p
t

i m
a

l R
e s

p
o n s e o

f F
u

l l

Th

i
r

d

一

O
r
d
e r

S 夕stem s w ith C o n tro l
,

T
r a n s

.

A S
M

E S
e

ri
e ,

D

,

8 5
(

1 9 6 3
)

,

N
o

.

1

.

[
1 3 」 F I让g g e 一L o t z

,

1

.

a n
d T i

t
u s

,

H

.

A

. ,

o p t i m
a

l
a n

d
Q

u a s
i

o
p t i m

a
l C

o n t r o
l

o
f T h i

r
d

a n
d F

o u r t h o
r

d
e r

S y s t e
m

s
,

Z
n

d I F A C

,

B
a s e

l S w i
t

z e r
l

a n
d

,

1 9 6 3

.

「14) K poeo贺K“益
,

H

.

H

. ,

0
n P

H
6
月”水eH”o M B 曰, “即

eH“H o n T”M a 月b H o r o y n P a B 月e o H o n P 只M b 、M M e T o 及o M ,

II M M

,

2 4
(

1 9 6 0
)

,

冲 2
.

[15] K paeo理K。认
,

H’. H .,
K

T e o
p
。。 o

巾
。M a几、H o r o p

e r
y
二。

Po
a a 。。, ,

A
o r o 、a : u ‘a “ : e , e 邢e x a 、u 人a

,

1 8

(
1 () 5 7

)

,

从 11.

[16] K Paco 砚K H介
,

H

.

H

. ,

0 6 姐
Ho介 3a及a q e o n 丁”M 。月 b ;一o r o P

e r

卿
“
P o

B a H “穴,

刀M M
,

2 1
(

1 9 5 7
)

,

从 5
.

,1 7] Bel lman ,

R

. ,

A d
a

p
t

i
v e

C
o n

t
r o

l P
ro

c e s s e s
:

A G
u

i d
e

d

To

u r
,

p
r

i
n c e

t
o n

,

1 9 6 1

.

[
1 8 」 B

ellm an
,

R

,

o
n t h

e “
B
a n g

一

B
a n

g
”

C
o n t r o l P

r o
b l
e
m

,

Q

o a r t

.

A P 户1
.
叼ark

,

1 4
(

1 9 5 6 )

,

N
o

.

1

.

〔19] K rein dler
,

E

,

C
o n

t
r

i b
u

t
i

o n s
t

o
t

h
e

T h
e o r

y
o

f T i m
e

O
p

t
i m

a
l C

o n
t

r o
l

,

1

.

厂ra n点
lI’n 肠sri一“t e

,

2 7 5

(
1 9 6 3

)

,

N

o
.

4

·

f
2 0

] P

( 〕3 e M a H
,

E

.

A

. ,

0 n P
e 几e 月b H o M 6 曰eT P o 及e益eT B““ e几 e八只以“x c毗TeM c orPaH“q e H H bl M 110 M O 以HocT“ H

e l《o
po
e T” H e n o 几H “T e 月。H 以M 3 月e M e H T o M ,

A
6 丁。湘a 丁u 代a u 了e泥e 湘e x a 从u 人a

,

1 9
(

1 9 5 8
)

,

从 7
.

A C O M P U T IN G M E T H O D F O R L IN E A R T IM E O P T IM A L

C O N T R O L S Y S T E M S

T 人 2 J
u 一

, E x L
i

P o ,
一
s o

w

^ N e
Y

U
一丫;N

O
n

m e t h
o
d

t t a l n t s
.

th
e

b
a s i s o

f t h
e “

p
r
i
n c

i p l
e o

f i
n v a r

i
a n t i m b

e
d d i

n
g
” ,

a s u c e e s s
i
v e

1
5

p
r o

p
o s e

d
t o s o

l
v e t

h
e

l i
n e a r t i m

e o
P t i m

a
l

c o n t r o
l

s s u
b i

e e t t o

a
P P

r o x
i m

a t i
o n

V a t 1 0 U S C o n S
-

F
o r

m
u

l
a s

f
o r e s t i m

a t i
n

g t
h

e t r a n s
i
e n t t i m

e a r e a
l

s o
g i

v e n
.

A
n e x a

m P l
e

f
o r t

h
e

n o n
一
t r i

v
i
a
l C a S C 1 5

g
1 V e n

·


