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广义点变换法用于研究非挂性脉冲系枕
‘,

薛 景 暄

摘 要

广义点变换法是在差分相平面法和建技非擂性系杭的点变换法的基础上提出来的
�

它可

用来全面地研究二阶非拢性脉冲系航的自振蔫工作�也可考虑推广到三阶�
�

和所列文献中各

方法比蛟
,

不但在研究相勒迹的换接过程中要简便得多
,

而且能解决其它方法所不能解决的阴

题
,
郎确定自振蔼的稳定区域

�

本文用广义点变换法群尽地研究了二阶非拢性具有滞后环节的脉冲系杭
,

糟制了曲麟
,

利

用它可很快地钊别自振蔫
�

此外
,

还推求了自振蔫的稳定区域
�

相平面法用于研究二阶非拔性系挑是一种行之有效的方法
,

在研究非核性速擅系挑

时
,

它已成为一个完善的方法��,
� �

�

在非钱性脉冲系枕的研究工作中
,

近来也有应用相平

面法者
�

由于在相平面上利用辅助拔标出了时简简隔
,

从而能容易求出相孰迹的 换接

点��,, 〕
�

在此基础上提出了等效滞后时简和极限带的概念
,

用它来分析自振蔫
,

并得到桔渝
�

所有自振滇极圈必位于极限带之内�� 
�

�
�

�
�

卡尔曼 ��� �� ��  利用相平面法趣过大量

繁复爵算
,

找到了非钱性脉冲系枕的自振蔫工作状态
,

靓明了它的稳定性
�

由于针算工

作繁复庞大
,

他并不推荐这种方法�� 
�

�
�

�
�

艾塞尔太因 ��� ��  !�� � 从差分方程出发
,

箱

制了差分相轨迹
,

可以求出各采样时刻系就翰出歌号值 �� 
�

还可利用它来研究自振落�� !

这些方法由于爵算量大
,

使用上很多不便
�

同时一般瓮来
,

它们还无法用来判别自振

蕃的稳定性
,

无法求 自振淇稳定区域和参数的临界值
�

在研究非枝性速擅系枕时
,
�

�

�
�

安德罗带夫 ��呱脚
�阳 � 削立了点变换法

,

可不必

枪制或针算整条相轨迹
,

只填依次求 出相轨迹的换接点郎可
�

这样不但可大大缩减工作

量
,

而且能判定 自振蔫的稳定性和求 出参数的哈界值
�

这个方法不能用于研究非技性脉

冲系挑
� 、

本文吸取了所列参考文献的特点
,

截把点变换法加以扩展
,

用于研究二阶非技性脉冲

系挑
,

不但比文献中各种方法筒便得多
,

而且能解决他们所不能解决的简愚
�
确定 自振蕃

的稳定区域和求参数的临界值代

一
、

广义点变换法

以图 � 的二阶非核性具有滞后环节的脉冲系就为例
�

系就中非钱性元件具有理想推

电器特性
,

脉冲元件带有零次插补装置 核性部分由积分环节
、

非周期环节和滞后环节粗

成
,

它佣的放大系数和时简常数已归算为 � , � , 为采样周期
, � 为滞后时简

,

都以标么值

�� 本文曹在 � � �  年 �� 月中国自动化学会学术报告会上宣翻
�

�� 参数临界值简题虽曹在会上宜渡
,

但因限于篇幅
,

况已删去
�
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表示
�

于 上上上上 毋一����

���������

运动方程可写为

、�、声���
了‘、
矛

‘
、�饭�

‘
� 上 众�

��
一� � 了代丁一一 〕一

—
� �

名

� 才

它劝心分而���由于相平面的对称关系
,

们的初始值为 翔
,

为
�

当 式��

�
��� � � 时

, ‘

�� �
��� � � � 时

, � �� �

本文主要分析 式��

’ “�� �
�

� � �
�
�

� 一 �
。

�

� � � 的情况
�

取 式�� �
己� �� �

� �

� � � 时
,

式��� 的解为

� � � 一 �� 一 �� �
�一‘,

� � 。 � � 十 �� 一 �� ��
, 一了一 ��

�

由以上二式得相轨迹方程为

� 一 翔 十 � 一 �� � �� 通
二二工 � �

� 一 ��

由于脉冲元件的作用
,

相平面上存在着换接区
,

它以内
、

外换接核为界
�

内换接核和

非钱性连疲系就相同
,

表示为
二 一 �产 一 �� � � � � � 一 扩

�

�� �

外换接核考虑到由采样元件而引起的等效滞后
,

它的方程为 �� 

� 一 �
� , � 介 一 �为 � � � � , � � 一

。 � � �  �

�� �

如以
, � � , 、

�� ,

…代入式�� �和�习
,

当已知
� 。和 �� 时

,

可以分别求得不同采样时

刻翰出歌号的坐标值
�

但其中只有一点落在换接区内
,

它就是点变换法中要研究的换接

点
�

在非核性速按系就的点变换法中
,

换接点总是位于唯一的换接核上
,

因此点变换只牵

涉到一个坐标的变换 �一般是 � 的变换�
�

而在非钱性脉冲系枕中
,

由于存在着换接区
,

已

不再是单一的点变换
,

因此必镇同时实行二个坐标
� 和 � 的变换

�

在进行变换前
,

首先应敲知道描糖点由任一初始点��
。, 为�移到下一换接点 �

� , , ���

所需的时简 及� , ,

亦郎求出 及值
�

殷初始点位于左半相平面上
,

此时 式�� � 十 �
,

下一换

接点�
� � ,

�� �位于第一象限的换接区内
,

它满足下列不等式
二、一 �

� � 一 � ��
, � � � � 一 。� ,

��
�

�
二� 一 �产

� 介 一 � ��
, � � 十 � , � � 一 。 �十孙

�

��� �

以
多一 左� ,

代入式�� �和 �� �
,

得
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� � � � 一 �� 一 为�
� 一花介

,
‘

�� �
二� � 二。� 互� , � �� 一 为��

� 一灸� � 一 � �
�

�� � �

以此代入式�� �
,

得
二。一 �

� � 一戈孙 一 � �为 � � � 丫 一 左丁, 一 。� 一走、
,

�� �
�
�

二。一 �
� , 一掩介� 孙 一 � ��� � � � � 一 伏 一 ��了

, 一 , , � ��� 花��
�

�� � ��

这是二个基本的不等式
,

它划出了等时区的范围
�

当不同相轨迹的初始点位于同一等时

区内时
,

趣过同样时简 左� 冬后
,

它佣都将落在换接区内
,

进行换接
�

因此
,

利用等时区的方

法可在任何初始条件下求出描箱点由初始点移动至下一换接点 �
二 � , 为� 所需的时简 及�

, �

方法筒远如下 � 当 � ,
已知后

,

用 互� � ,

�
, � ,

…各值代入下式
二 一 �

。 , 一左� � 一 � �� � � � � 一 左� , 一 � �一无� , ,

�� � �

可得到一系列直核
,

箱于左半相平面
�

图 � 所示为 � � �� � ,

马 � �� � 的值核族 已知初

始点坐标�
二。, �� �后

,

在它左侧最近的宜枝上可查得 互值
�

例如
,

已知初始点为
二。 � 一 ��  ,

�。 � 一 �� � ,

由它左侧的值核可查得 及一 � ,

郎知描枪点从这初始点移至下一换接区需时

� 了户 � �
�

��

樱

� 二 �� � 乙, �� 

一 � � 一 �刀 一 � �� 一 ���

选封士兰矿一一
, �

�� 今
一 , � 书

一 � �

乙
一

丈万
’

鉴
� � 

图 �
�

等时区域 及� �
,
�

,
�

,
�

查得 互值后就能进一步求 出 �
二 � , � � �的坐标值

�

以 互� � , � ,

…各值代入式�� �
,

箱

出道核族�示于图 � 第四象限�
�

当 及值已知后
,

由 �。可立郎查得 � � 值
,

此时只复在图 �

上 自�句
, ��� 点作水平技向右交式 �� �宜钱族中的同一 及值钱郎可

.
上例中

,
y0 ~ 一0

.
2

处于互~ 3 的等时区内
.
作水平枝求得交点 A

,

查得 y
:~ 0. 95

.
同时由式(10) 求得 丸~

1
.
26
.
把新换接点(一

x:, 一y1 )画在第三象限
.

用同样方法可以从这个点求得再下一个换接点 (
劣2 ,

为)
,

此时只镇在式(9)至(11) 中

用 一夕,
代替 为

,

一x , 代替
劣。, 一y

:
代替 y

, ,

一二:
代替

::

婀
.
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二
、

判定自振蔼的存在和稳定性

如不需求解过渡过程
,

只为了判定 自振蕃
,

可不必按上述方法逐步求点变换
,

直接求

极圈端点坐标值自p可
.

在相平面法中已挺征明
:
非锋性建擅系挽中自振蔫存在的条件是极圈二个端点必填

位于换接核上
,

它们的纵坐标艳对值 !川 必填相等[z]
.
同理

,

在非技性脉冲系扰中
,

筒单自

振荡存在的条件是极圈二个端点必镇位于换接区内
,

它佣的撇坐标艳对值 1川 必须相等
.

这个条件可由下面三个公式表述
.

y。 + 1

= 一 夕
, ,

(
1 3

)

二。 + 1 一 (
er 一 1)夕

n + ; 妻 r + 1 一 。r ,

(
1 斗)

x 。 + 、 一 (
er+Tp 一 i )夕

。
+ :

<
r

+
i

+
T

, 一
er+Tp ,

(
1 , )

其中(介
十1 ,

y
*

;

)体于第一象限
,

(

二。 ,

儿)位于第三象限
,

它们是极圈二个端点的坐标值
.

它俩的关系可按式
·

(

9

)

、

( 10 ) 写为

y 。+ ;
= 1 一 (i 一 yn)

。一七了p
,

(
1 6

)

x
二
+ :

~

x
。

+ 左T ,
+ (

i 一 y。
) (

e 一花T p 一 i)
.

( 17 )

将式(16)和(13 )联解
,

得

_
_t
汤T

,

y
介

一 一
[u

—2
为了筒化针算和分析

,

可欲为极圈端点的横坐标相等
,

郎

(18 )

劣月十1
~ 一 X‘ (

1 9 )

将上式和式(17)
、

(
1 5

) 联解
,

得
x,

一 一
‘

鱼工立

2

十 :h 通工三
2

我们可将 !
二 ,

}

、

】y
,

! 与 友T
, 的关系画成曲拔

,

如图 3 所示
.

(14)
,

( 15 )

,

可把自振薛条件归钠为

(20 )

以式(15)和 (20 )代入式

汀
;一 th通工立、)

:+ ;一 通工之
\ 2 / 2

( 2 1
a
)

e · + : ,

(

1 一 th 五工立、<
:+ :, + 1 一 通工立

.

\ 2 / 2

i司 {习

由此
,

满足式 (21 )的 左几

期
.

(21b)

值郎为 自振淇半周

2 3 犷
丹玲

图 3
.

为了工作方便
,
按下式作辅助 曲枝

。

了
,

.
,

口、
. ,

0

‘a
1 1 一 rh 止二 1 =

a + 1 一
.
兰
_

(22 )
\ 2 / 2

-

利用此曲核 (图 4 )在 “ 一 丫 和 “ 一 r + 乃

二点找出相应的 om
i。
和 0

口。
.
凡满足下式的

友正整数就是 自振蔫半周期

0。, 。 《 友T ,
< o o

a x .

(
2 3 )

互可以有两个以上的数值
,

这意味着在非楼
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性脉冲系枕中可以存在着二个以上的自振事状态
.

举例靓明
:
已知 r ~ 0. 5

,
T

,
~ 1. 0

,

从图 3 查得 0m
;。

= 2

.

4 5
,

8
二
a :
一 4

.
53
.
满

足式(23)的 及值为

左T p ~ 3. 0 和 4. 0
,

郎 互~ 3 和 4
.

再从式(18 )和(20 )求得 互~ 3 时极圈端点

为

1
二 。

l
~

0

.

5 9
,

I
y
。

I
= 0

.

9 1

.

(
2 4

)

友~ 4 的极圈端点为

1
劣。

I =
1

.

0 4
,

l
y
。

l =
0

.

9 6

.

(
2 , )

把它们标于图 5 中
.
它们也可直接从图 3

查得
.

如 r ~ o
,

7’,
~ 1

.
0
.

查得 0m
;。

=
o

,

O ,
二

~
3

.

4 7
,

可知自振蔫半周期为(图 6 )

友T p ~ 0; L 叱 2. 0; 3. 0.

又如 r ~ 0
,

T
,

~ 0. 0 4
.

查得 om
i。

~

o
,
0
。:二

~ 0

.

6 8 5
,

具U

互T ,
~ 0 ; 0

.
0 4 ; 0

.
0 8 ; …直至 0

.
65 ,

共存在着十七个自振淇极圈
.
以上例子中

口

l.0

及几 ~ o 时 , x
。

一 0 , 夕。 一 0. 这意味着静业状态
.

现来判别这些自振蔫的稳定性
.
相平面法中关于自振蕃稳定的充要条件是

: 当 由于

某种原因而使换接点触坐标 y 发生变化
,

产生初始偏差 !△州 ~ ly。一 y * }后
,

必镇满足

下式
lim }么, .

} ~ o
,

(
2 6

)

图 5



自 动 化 学 报 2 卷

2 一 1.0 (等时区)

图 6

其中 入 为极圈端点的撇坐标
.

现检盼自振蕃是否稳定
.
由式(18 )知

}y, } ~
t h

卫二

2

取 y0 ,

为
,

… <
0,

yl

,
y 3

… > 0
,

Rl]

△夕。 ~
y 。 一

(
一th 五亚、

一 , 。十 th 五互
\ 2 / 2

k了。

名飞y l 一 yl一 tn

一2
~1一 ( 1 一 y0 )。一村, 一 th

~
塑生 ~ 八yoe一花了夕

匀
2一 yZ 十 :h

-
至工之 一

2

一 i + ( i + , 、
)
。一“T , +

: h 通工么 ~ 御
。‘一

2kT 气

类推得
J、 ~

,

k T

。 一~ ‘, *

奋y. ~ y. 十 火一 1)
‘’.
t n

一
~盛y0 己

’
~ 、 一

气
Z

( 2 7 )

辱替术(26)可举簿尽
.
甲华

,

不林中牙亨申褥琴呼 友一 ” 冬那是举牢的
.
这也意味着

更~ 0 的静业状态是不稳定的
,

只要稍有干扰
,

静业状态郎褥变为 自振薛状态
应敲指出

,

式(19 )并非是自振蔷的必要条件
.
如前所述

,

自振蕃的充要条件是式(13 )

至(15)
.
因此满足上远充要条件的将不单是如式 (2钓 和 (2的 的儿个点

,

而是一条水平

核段
.
例如图 5 中分别通过式(2的的点和式(2匀的点的水平枝段

,

它们的两端都被等时

区边界技亦郎式(14)
、

(
1 , )所限

,

因此满足以上条件
.
这些核段上的任一点都可以是稳定

自振蕃极圈的端点
,

具体情况祝初始条件而定
.

这表明在图 1 系枕中
,

除对称的自振葫外
,

尚存在着不对称的筒单自振落
.

三
、

自振蔼稳定区域的划分

稳定区域的定义是
:当相轨迹由于某种原因偏离某一 左值的自振蕃极圈后

,

只要相孰

迹初始点仍位于稳定区域内月lJ趣过一定时简后(理渝上要趣过无穷多时简)
,

系就仍回复
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至原 反值的自振落工作状态
,

而所有换接点都位于鼓等时区内
.
不同 及值有着不同稳定

区域
-

从定义可知
,

如果初始偏移点 (
x。,

y0
) 位于某一 及值稳定区域内

,

lll] 趣过 q次换接后

(自p q次点变换后)
,

它的籽点 (
二 ; ,

y 。
) 必复落在同一 及值的等时区内

. q 可为任意正整

数
.
显然

,

稳定区域一定是等时区的一部分
,

也郎式(11) 是稳定区的一个边界
.
当(

二 。 ,
y
。

)

位于第三象限内时
,

它的表示式为
二, 一 (

e
卜“T p 一 i) ,

。

)
:

+
i 一发丁

p 一 。, 一灸rP
,

(
Z s

a

)

二; 一 (
。, 一花介+r户一 i为

。
<

r + i 一 仅 一 i)T
, 一 。r 一花介+知

.
(2 8b)

当 (
二。 , 夕。

)位于第一象限时
,

它为
二, 一 (

e , 一无知 一 1为
,

《 一(r + i) + 旋丁
,

+
巴r 一乏T p ,

(
2 9

a

)

二; 一 (
e , 一灸T 户+ 知 一 i)y

,
> 一(

: + 1) + (左一 1)T
,

+
。r一乏T p+ T p

.

(
2 9 b

)

现将这二种情况分别加以研究
.

先看(
x。 ,

为)在第三象限的情况
.
从式(9)和 (10) 知

夕。 ‘ 一1 + ( 1 + 为、)e
一左TP

,

(
3 0 a

)

二。
~

二。
--l 一 互T , 一 (1 + 为一)(

e一几rP 一 i)
.

(3 ob )

在上式中取 q ~ 2又
,

并代入式(25) 倒推算得
xZ* :一 (

‘t一2无了p 一 1)为卜
卫
)

r
+ i 一 ( Z

er一之孙 一 。 ,

一好,
)

,

二2

。 一 (
e了一乏T p + T p 一 1)为卜

1
< 丁

+ i + T , 一 (2
。卜七T , + T p 一 ‘f

峨知
+介)

.
(31
a
)

(3 1b)

逐次推算出(心卜
2 , y

~
) ……直至(

二。,

为)时为业
,

二。 一 (
。r 一2孟掩rP

一左孙 一 i)y
。
)

r + i 一 互T , 一 2 [。卜毛rP 一
。 r
‘灸T , +

‘卜映Tp 一

一 … + (一 i)
孟。卜城

Tp] 一 。,

心七

扮
互T“,

.

(
3 2

a

)

二。一 (
er一从午

花介+知 一 1)为 < r + i 一 仅 一 i )T
, 一 2 [。卜花T p +孙 一

一 e
f
一知

+Tp
+ … + (一1)

孟e卜2孟走T p + T p l 一 。r 一双走T p + T尸左T p
.

(
3 2 b

)

当 孟趋向无穷大时
,

式(32 )成为

翔 + y0 ) r + 1 一 友T p 一 2
e , 一花知

1 +
e一北T夕 ’ (

3 3
a

)

二。
+

y 。
<

r
+ 1 一 伏 一 1)T

, 一 2
君, 一花T夕+ TP

1 +
e 一走rP

. (
3 3 b

)

这是稳定区域的另一个界限
.

再看(
二, ,

为)位于第一象限的情况
.
由式(9)和 (10) 知

二。
~

1 一 (l 一 为一)‘左知
,

二,
~ 介、 十 及丫, 十 ( 1 一 为一)(

e一花介 一 1 )
.

同样方法
,

以 q ~ 2孟十 1 代入上式
,

逐次倒推算得

(3粗)

(3 4b)

二。
+ y 。提 一 (r + 1 ) 十 2

er一互T户

1 +
e 一无T夕 ’

(
3 5

a

)

二。
+

y 。
> 一(丫 + 1

) 一 T
,

+ 2

e r一乏T户+ TP

1 +
e 一左T p

. (
3 5 b )

这是稳定区域的最后一个界陡 于是式(11)
、

(
3 3

) 和 (35) 共六个不等式粗成了自振落稳
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定区域的全部界限
.
实盾上

,

在不同 互值时
,

稳定区域只是由其中某三个不等式决定
.

可以靓明
,

对于周期最大的自振蔡
,

稳定区由(11b)
、

(
3 3 b

) 和 (35b)三个不等式决定
.

在图 5 例子中
,

当 丫 ~ 0. 5
,

T , 二 L O 时
,

由 图 3 查知 友m
。二

~
东。,

BlJ 它的稳定区是
:o + 0

.
92yo < 一 1

.
5 8 ,

翔 十 y。 < 一 L 65
,

x0 十 y0 > 一 2. 35
.

(36 )

在图中标以 左一 斗的阴影区
.

也可以靓明
,

对于所有周期被小的 自振荡
,

稳定区由(11
二

)

、

(
3 3

。
) 和 (3 ,

。
) 三个不等式

粗成
.
在同一例子中

,

以 友~ 3 代入上三式
,

得

翔 + 0. 92 y0 ) 一 L 5 8 ,

劣。
+ 夕。

) 一 1
.
65 ,

向 十 y0 镇 一 1. 3 5.

它是标以 友一 3 的阴影区
.

同样
,

在图 6 例子中
,

当 r ~ 0, T ,
~ L O 时

,

求得 左~ 1 的自振蕃稳定区域为
_ xo + 0

.
6 32yo ) 一 0

.
36 5 ,

’

劣。
+ y o

) 一 0
.
535 ,

二 o
+ 夕。《 一 0.465.

左~ 2 的稳定区域为
男。十 o

·

8 6 5
y

o

) 一 1
.
135 ,

x o
+

y o

) 一 1
.
2 4 ,

x o
+

夕。镬 一 0.76 .

左~ 3 的稳定区域为

(斗。)

可以看出
,

左~ 1

和 友~ 3 的工作状态
.

xo十 0
.
9 5夕。 < 一 1.13 5 ,

男。十 夕。
< 一 1

.
26 ,

x o 十 夕。
> 一 1

.
74.

的稳定区域很小
,

平时不易碰到
.
较握常出现的 自振蕴只是 左~ 2

此外
,

同一例子中作图和爵算枯果表明
:
在上

述稳定区域以外的地区内
,

凡初始条件合乎下式者
尤。

+ 夕。
) 一 1

.
24土 m T 户 ,

翔 + 为 ( 一 0. 76 士 二T , ,

它最后的工作状态一定是 左

初始条件符合下式者

向 + y。
< 一 L 26 士 m T 幻

二o
+

夕。
> 一 1

.
74 士m T , ,

}

(
m 一 0 · ‘· 2 …)(“’

~ 2 的 自振蔫
.
同时如

}
(m 一 0 , ‘

,

2 …’(‘2 ,

图 7.

它最后的工作状态一定是 友一 3 的 自振淇
.

在例子中还看出
,

除霄单自振荡外
,

还存在着复

杂的自振淇工作状态
,

它的极圈由四条相轨迹祖成

(图 7 )
,

具有四个端点
.
它的振淇周期为



期 薛景玻: 广义点变换法用于研究非核性脉冲系就

O ~ 2(2及
m:二 一 1)Tp ~ loTp

.

它的稳定区域为

x。
+

y
。

< 一 1
.
2 4 土 二外

,

劣。
+
夕。

> 一 1
.
26 士 娜TP

.
}

(。 一 0 , ‘,
2

,

…’ (43)

在图 6 上是狭长带域
,

由于竟度很小
,

一般不易产生
.
它的极圈四个端点在图 7 上标为

a ,
b

, c ,
d

.

四
、

精 希
1.广义点变换法是在速擅系就的点变换法和差分相平面法的基础上提出来的

.
它不

但能和差分相平面法一样求出相轨迹的换接过程
,

而且能解决差分相平面法所不能解决

的简题
,

郎判别自振蕃的稳定性和稳定区域
.

2
.
利用广义点变换法可以非常方便地判别自振蕃的存在并求出它的半周期

.
趣过征

明知道
,

除 互T
,

~
0 的情况外

,

所有自振蕃都是稳定的
.
分析桔果表明

,

非核性脉冲系扰

中可以存在着二个以上稳定的 自振蕃
,

同时还存在复杂自振蕃
.

3.利用式(11)
、

(
3 3

)和 (3幻中三个不等式可求出自振蔫的稳定区域
.
可以看出

,

除周

期最大和次大的二个筒单自振蕴状态具有大的稳定区域外
,

其余周期较小的筒单自振蔫

和复杂自振淇的稳定区域都很小
,

一般情况下不易遇到
.
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