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黄 琳

李雅普豁夫第二方法除可用来�� 别动力学系就的稳定性简题��,
� � , 还可用来研究系就

的品盾
,

例如估斜系就的衰减时朋 �� 
�

近年来
,

已有不少学者将其用于对系就进行殷舒
�

本文雄卡尔曼�� � � �� �等在殷豁快速系就应用李雅普带夫第二方法方面
,

始出一些回答
�

现研究常系数核性系就
无 � � � � � “ ,

�� �

其中
� 是 ”

推受控向量
, “ 是受有

�
。 ,
�成 � �� �

限制的 。推控制
, � 与 � 均是

� � � 的方障
�

对应于��� 的 自由系就是
分 � � �

�

�� �

所提出的陶题是毅舒控制器
“, � “�

�
� � , 劣� ,

⋯
, � ,

� �� 一 � , �
,

⋯
, � � �� �

可使朗合好的系枕
分 一 � 劣 � � � �� � �, �

将扰动运动较快地击中原点
�

以后
,

称包舍原点为内点的区域 � 为系就 ��� 按袋性开关的可控区
,

系指存在有糙电

器控制
、、
矛、

,
产

��
护

‘
、��、

、

、�、,
了

���了
、了、

“
�
男� �

� �� � � �
劣�

,

其中 � �劝是 , 椎的
� 的拔性函数向量

,

郎

� �劝 一 � ��

对应于孩系就
,

任何初值落在 ‘ 内的运动
,

均能在有限时简内击中原点
�

对于系就�� �
,

可考虑建立一正定李雅普错夫函数 � ,

然后按

� � �
� � � , � “ � � � ��

,

�
“�
�簇 �

来确定控制
�

显然
,

当 � 是正定二次型 � 一 了 � 二 时
,

郎有

「
,

口�

二
,

� � �
,

�

�
,

阶 � 一 �� � � �� 万 下, 十 “
’

个 刀耐 一获一一 �
。

以 一 勺
‘ , ”

’

��, �

� � 劣� � �
� �

显然
,

这就是拔性开关换下的继电器
�

�
本文于 � � �� 年 � 月攻到

�
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可以征明下述定理成立
�

「定理 �� 对于系就�� �
,

若 � 是非奇异的
,

�� 一定存在按钱性开关的可控区
�

�靓明 � 任始一正定二次型

� 一 丫� 二 一 艺 ��
, 戈 , ��

了
,

少� �

�� � �

作为李雅普带夫函数
,

并粗成 � 的全导数
,

�� 有

亡�
� 一 � ‘

� � 才 � 才
‘

� �劣 � � �
‘

刀
’

� � ,

�� � �

其中 �
‘ ,

�
’

表示 � , � 的棘置
�

现选择
二
使有

户�
, 一 � 访

,

卜
,

�成 �
�

�� � �

由此立郎有
� , � 一 ��� � 乙 ,

�
二�

,

�� � �
,

� ,

⋯
, 。 � �� � �

其中
� ‘�劣� � � , � 二 � � ⋯ � � , , � � �

�� 一 � , � ,

⋯
, � � �� � �

但
� , � � � , �� , �

� ⋯ � � , ,

� �
, ,

仁� � �

其中 矶
�是 � 的元素

,

它是完全确定的
�

显然
,

按这样殷爵的开关面
,

总一定是钱性开关面
,

且由于 � 非奇异
,

矩障 � 亦非奇

异
,

由此可知对任一非零的向量
�
总不可能使

乙 ,

�二 � 一 。 �� 一 � , � ,

⋯
, ,
� ��� �

得到满足
�

若将控制 ��� �代入式�� �� 中
,

�� 有

丝
� � 一 女 ��

、

〔劣 � �

� � 夕胃
’ ��� �

其中 � 一 �’「� � 十 �’川
� ,

而 一艺 ��
、

�幻 �总是负定的
�

� �  

由于 � 是二次型而 � 正定
,

故一定存在实数 �
,
使在全空简有不等式

� � �
��

成立
�

另一方面
,

在全空简又总有不等式

‘� � �

�·� �
�
’

、

客
〔� 了�·, ,

�

一
‘

二
�� � �

成立
�

故考虑到矩障 � 非奇异
,

得知
�

是正定的
,

从而存在 �
�
� 矿

,

使全空简有

�� 以刻 �
’

�
叔

将不等式�� � �和 �� �代入式�� � �中
,

并引入新的变数 拼

贵
簇
含
「�� ” 一 “ ,

·

�� � �

一 了万
,

具��有 产满足微分不等式

�� � �

现利用微分不等式 �� �� 就不同 �
�

的符号来加以考虑
�

�� 若 �
�
一 一� � � ,

�� 对微分不等式 �� �两边求积分
,

可知从区域 产 蕊 拜。 内任
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一点
� 。出发的运动击中原点的时简一致地满足

� � 奥�、三土丝趣
�

� 十��
�

� �
�� � �

考虑到 拜。的任意性
,

故可知全空简将是按搔性开关的可擦区
�

�� � 若 � 、 � � ,

�� 微分不等式退化为

� 产

� �

� �
二

头 一—
�

。

�� � �

由此不难得知代替不等式��� �的将是

� , �
� 足

之

— 拌。 , �� � �

显然
,

此时全空简将是按拔性开关的可按区
�

�� � 若 � � 一 � � � ,

则考虑到区域 � �

一
�

脚 咬 万丁 ,

�
�� � �

可知
,

从区域 � 一 � 。 � 要内任一点出发的运动击中原点的时咫
入

将一致地满足

� 廷 兰�� 
� 一 � 拌

。
�� � �

由此可知 ‘是按钱性开关的可控区
�

�定理 � � 若对系就��� 中的 �川 钾 。能求得一正定二次型 �
,

而其对自由系挑�� 

的全导数

gra d F
·

注二 ( 2 7 )

是食常号二次形
,

则全空简是系就按钱性开关的可控区
.

应用定理 1 中的 K
l = 0 的情形

,

郎可敲明此定理
.

〔推萧 J 若系就(1) 满足下述条件
:

(l) B 是非奇异的
,

(
2

)
A 的特征值均具有非正实部

,

而对应零实部的根均具有筒单的初等因子
,

剧全空

简是按钱开关的可控区
.

事实上
,

若系就(l) 满足上述推渝的全部要求
,

BlJ 可求出一非奇异拔性变换
y ~ c 戈

, x
~ c

一ly
.

(
2 5

)

将系就(l) 变成下述实系数的正则型

夕 ~ J y 十 刀“
,

(
2 9

)

其中 D ~ c
一
lB 也是非奇异的

.
又

(30)

0几

了

其中 J
:是对应零根的若当块的全部 (殷其为 l 阶 )

,

J

:

是对应钝虚根的若当块的全部 (毅

其为 Zm 阶)
,

它们对应的初等因子都是一次的 ;J
3
对应的是具有食实部根的若当块的全

部
.
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不难靓明
,

由于对 J
3的假定

,

一定存在正定矩障 侧
3), 使有

丽(
‘
)
J
。
+ J 盆示(

‘
)
~ 一了(

‘
)

,

其中 I(s )是与 J(s )同阶的单位矩阵
.
考虑到对称矩障

(31)

(32 )

订(
3)

I

1(0

一一
一V

可知若
亡 ~ 犷歹y

,

具11总有
grad , V

·

J
y 毛 0

成立
.
由此可知 材适合于定理 2 的全部要求

,

故推希正确
.

在一般情况下
,

若 B 是奇异的
,

则定理 1一般都不成立
,

情形
,

还是对于可测坐标
劣 , 的个数 <

n 的情形
,

均如此
.

(33)

此时
,

不希是对于 切 <
, 的

现考虑非筱性变系数受控系就
分 一 x (

x , ,
) 十 B 。

的控制受有(2)的限制
.
这里 x (

劣 , ,
) 是

,
推的向量函数

,

它对其变量速糟
.

系就 是

(3斗)

对应的 自由

分 一 X (
x . t

)
.

( 3 , )

! 定理31 对系就厂3 4 )存在按钱性开关可控区的充分条件是
:

(i) B 是非奇异的
,

(
2

)
万( o

, t

) 一 。 ,

(
3

)
X

(

丫 ,

t) 在
x 一 o 附近对

, 〔 [o
,

十 co J 有一致小
,

自口任抬
6 > o

,

总有 占 > 0 ,

使

当艺 对 < 护 时总有 !X (x
, ,

) } <
。
对一切

‘
>

“成立
.

靓明
:
任抬一正定二次型 v 一

、 ‘

v
劣 ,

它对系扰的全导数是

户一 grad F
·

x (

丫 , ,
) + g r a

d V
·

B
,

.

‘3 6 )

选择控制为
“ 一 一

sign 刀
‘

F
x 一 一

sign 乙 (
x
)

,

(
3 7

)

在此控 制
一

卜
,

有
gra d y

·

B

。
( 一。

了万
.

(38)

考虑 到 。
~ 竺

,

RlJ 按条件(3)可靓有 占 > o 。

使当 又 心《 护 时总有
2 大几

成立
.
由此不难有

!g
rad F

·

X
(

劣 , / , } 蕊号了下

夕镇 一

号丫瓦
当
答
X, 蕊 叭

(3, )

(
4 0

)
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研究极值 V 一 m in
,

艺对一 护
,

则 v < V丽
。

就是按袋性开关的可控区
,

而 v械
n
不难求得

二
= 1

是 , 护
,

其中
, 是 V 的最小特征值

.

同样
,

下述两定理亦成立
.

[定理4 ] 对任何变系数找性受按系就
分 一 刁 (

t
)
x + 刀“

(
4 1 )

存在按核性开关可控区的充分条件是
:

(1) }刀 ! 钾 。,

(
2

)
A

( t) 是有界矩障
.

〔定理 5] 对系就(34)
,

全空简是按钱性开关可控区的充分条件为:

(1 ) }川 铸 。,

(
2

) 存在有正定李雅普豁夫函数 v (
xl,
⋯

二。

)

,

它有对任何 又> 1
,

有 v (又x) > v (价

以及 gr ad V
·

X
(

二 , ,
) < 0.

三
、

现应用第一部分的精果对系枕进行粽合
.

首先需指出应用二次形李雅普带夫函数对拔性受控系就进行殷舒的全部固题
,

均归

拮为如何有效地建立李雅普带夫画数
,

这在 目前已有现成的公式可加引用 [3]
.
有了李雅

普甜夫面数
,

粽合简短就变得相当筒单了
.

对常系数钱性系就
分 ~ 刁x + B “ ( 斗2 )

的中心阴题
,

是毅法求得一正定二次形 V
,

使由
grad F

·

B
“ 一 m in

,

l

“ ,
l 毛 1 (4 3)

确定的
。 能有

gr ad V
·

A
x 十 gra d V

·

B
。
<

0 ,

当 x 铸 0. (4 4)

在
,

> m 的一般情况下
,

上述简题的解是否一定存在
,

还尚待研究
,

但下述情况
,

阴题是有

解的
.

(1) 若 A 的特征值均具有食实部
,

B 是 。 x m 矩阵
,

RIJ
V 可选为对自由系扰判定渐近

稳定的李雅普带失函数
,

而根据式(43 )确定的挂性开关总可使不等式 (44)成立
.
由此可

知
,

全空简将至少是系就关于原点的按拔性开关的吸引区
.

(2 ) 若 B 是
, x , 的非奇异方障

,

又A 满足推渝的全部要求
,

BlJ 利用第一部分 的精

果
,

上述固题也一定有解
,

且全空简总是按拔性开关的可控区
.

(3 ) B 的假定同(2 )
,

但A 并不满足推渝的要求
,

此时可选择如下具有未定参数 内 的

正定二次形
:

v 一 al 式 十 ⋯ 十 丸礁
, a ,

> 0.

按定理 ‘必能‘得按‘性开关的可”区 。 簇
骨

·

不同的
“犷,

可”区当然也将不同
·

现以可控区较大的一个来确定
a , .

a , 确定后
,

就有控制

(45 )

我们
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“,
= 一sign [boal劣; + b 二a

Z x :
+ ⋯ + 石

。
ia

, 公。

]

.

(

4 6 )

在应用二次形李雅普藉夫函数后
,

我们得到的控制器将是

“
=

sig n ‘
,
‘ 一 C 丫 ,

其中 c 是
n x 、 矩障

.
由此段豁成的系就将如图 1所示

,

图 la 中的 1 为受控对象
,

理想撇电器
,

3 为控制命合祖合器
.
图 1b 为理想撇电器的特性

.

(斗7 )

2 为

图 1

在利用拔性开关毅爵系就时
,

往往会出现开关 面两侧运动方 向相反的情况
.
此时由

于各种实际存在的扰动和时滞
,

将会产生沿开关面的高颁抖振
.
这种现象在使用理想撇

电器时常会碰到
.
为避免这种现象产生

,

可利用带有梭性段的撇电器来代替原有的理想

撇电器
.
前者的特性如 图 2所示

.
应莎指出

,

当 }川 铸 。时
,

所有带袋性段的批电器同时

在袋性范围内工作的区域
,

将只在坐标原点的附

近
.
这表明系就在大偏差时按快 速系 就 原刻工

作
,

而在小偏差时
,

可用钱性系就代替
.

在常系数钱性受控系就的粽合简题上
,

目前

比较有效的方法还比较少
.
列托夫

、

黄琳等提出

应用李推普带夫第二方法解只尔曼方程来解决最

优控制器周题卜
月
.

他们的最优指标是斜对偏差进行尉渝的
,

所得到的也是如图 2所示的

撇电控制
.

现应用前述方法尉希几个例子
.

例一 求本身不稳定的迥裤系就的可控区
.

系就方程是
分 一

a二
+ 石y + 。 1 ,

夕一 一 乡x +
a y + 二2 ,

(
4 5

)

其中
a > 0

,
b

>
0

,

而控制
“
受有 }

“ ,
} 成 1 的限制

.
为要确定可控区

,

可选李雅普甜夫

函数为
V 一 护 十 尹

.
(49 )

此时
,

V 对(48 )的全导数为

丝竺 一 2召〔二
2
+ 少」十 2劣“ ,

十 , 处
.

dt
(30 )

由此则有
“1

~

在引入此粗擦制下
,

便有在全空简
一s
lgn x , u Z

= 一s
lgn y

. (5 1)
,
一 召护 十

, ,

满足

dr

dt
一

。 ,

一 上 「卜}十 }川」
.

(52 )
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为使此式的右端为食值
,

应有
arZ一 [ !

二
l + l

y
l ] (

o
,

它在 xy 平面上是 由四个圆的内部所构成
,

其中一个圆是以‘生
,

约 为圆心
、
一

丢
~

\Za za/ 斌 Z
a

(53)

为半

径
,

其余三个圆AlJ 与之对称
,

如图 3所示
.

考虑 到 v 函数在上述区域边界上的最小值为

得知可控区域是圆

1
a2

, 十 , 2

刽月 (54)

的内部
.

若
a ( 0

,

刻不难征明全空简是按钱性开关 的 可

控区
,

并且应用上述控制将不难估算出击中原点的时

周
.
当 a ~ 一 a < o 时

,

一切初值在
/ 城

r。
内发生的

运动其击中原点的时背
T 簇 上 los 以 + 。 , 。

L
(
5 多)

而当
a
一 0 时

,

一切初值在
/ 镬

ro
内发生的运动其击中原点的时简

T 成 向
.

( 5 6 )

例二 三阶系就的粽合

现研究三阶系兢

分 一 一2劣 + y +
“i , 夕

的控制受有

的限制
.

~ 一Zy 十 “ ,
+

“2 ,
才 一 一 宕 十 2“; 十 “3

(
5 7

)

}
“ ,

1 提 1 (5 5)

若写成矩障形式
,

RlJ 对应的矩障为

(59 )

1土J1
2

一一B

00,工

一

}
一 2 ‘

A

}

“ 一2

1 O U

O 0

1 0

0 1

由于 A 的特征值是一 1
,

一2
,

且 }川 铸 0
,

故全空简必为按核性开关的可控区
.

段针系就的控制时
,

可利用对应的 自由系就是渐近稳定的
,

故可选李雅普藉夫函数为

1 , .

1

.

9
, .

1
2

犷
~ —

戈一 月-

—
xy 州卜

— y
一

个 —
z一。

4 8 3 2 2

此时它对系就(57)的全导数为

+劣
5一8

dt

由此可知

一(
, 2

+ 夕2 +
君2

) +
“i

1 1
. _

1

.

「1
.
9 1

— y 十 “ 】月
一 “2 1—

x 个 , 二 y l 个 u3z 。

1
6 」 L 8 1 6 )

( 6
0
)

控制应按
u、

~ 一sign [10二 + 1 1 y + 3 2 二 1
, 。:

~ 一sign [2
二
+ 9 夕

)
,

“a 一 一S
lgn 万

(
6 1

)

进行



刊 自 动 化 学 报 3 卷

按此控制段舒的系就精构图如图 4所示
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