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摘 要

本文利用揩波平衡法研究了有几个非钱性元件的单迥路稠节系杭
�

首先将迥路分拆为一

些简单迥路
,

其中每一个迥路只有一个非楼性元件
�

然后研究了 自振 �过去这方面的研究有

�� 及〔�」�及其稳定性
,

这时假定所有元件都是单值对称的
�

最后研究了强迫振动
,

此时有一

个非钱性元件可以是任意型的
�

一
、

自 振 研 究

�
�

求有二个非校性元件的系貌自振的
“

分拆法
”

首先将系就�图 �� 分为二个开路系兢�图 � �来加以考虑
,

�
�

及 �
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表示拔性部分
,
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�
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均为待求
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第二个开路系就的微分方程为
�

。
�

�户�夕
� � 毛�户�

� � , � � 一 �� �, � �
�

用同样方法
,

可得第二开路 �图 �� �的
“

自振预率特性方程
” �

刀
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,
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以上拮果可以用以下一劳永逸的方法来建立
�

将第一开迥路以一个假想元件 必。使之阴

合�图 ���
,

而第二开迥路 �� 利用 少�� �图 ��  
�

此二元件的频率特性分 �� 为 �

必
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于是得到的二个筒单迥路各只有一个非钱性元件
�

它们的自振频率方程可写成
�
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上述方法我们称之为
“

分拆法
,,
�

假想的元件 中。及 中二 具有明显的物理概念
,

如 叭
�

是 � ,

到 � � 的幅相变换器
,

翰入握过 叭
�

后
,

�
�

有二个非技性元件的系貌的自振求法

现从式�� �及�� �来求出 才� , 才� , 。及
� �

振幅增加少 倍
,

相位增加
“
角
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,

将之作于同一图上
,

并合实轴重合而虚轴

反向 � 过原点作一直拔并蒋动之
,

直到它与 � � 及 � � 之交点 � 及
”
有相同的 。标值

�

这个

。及道核与实轴的交角
。
�图 对

,

就是我佣要求的
�

征明是容易的
,

因为在下二向量等式

中
,
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式�劝决定着 � � 及 成
,

它又可写作
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�
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”
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,
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明它等价于
,
个筒单迥路(图 7 )

,

1
1

(
i 。
)

并可写出系枕的 自振烦率特性方程
:

ei(ai+⋯+ a , 一i+ ,
)

了2
( i
。
)

一 “1( “
·

,

贵
一 “2(‘

1
,

瓮
·

一lal ,

,
,

(
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) 一 尺 ,

(
才
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)
了玉丝

。一‘

一

(6a)

(6b)

(62)
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滩222
...
注
。。

...

H

。。

式中 A , , a ‘, 田

才
, 。

i
n

(
。t +

a l
+

成
:

图 7
.

为各坐标第一揩量
: , 、一 才l sin 。‘, , 2 一 才 Zsin (

。‘ +
a ,

)

,

⋯
, ,

。

~

⋯ + ‘
一,

) 的振幅
、

相差及频率
.
将 (6b)⋯(62) 相乘

,

式 (6) 又可写

, 1
(

i。
) 一 尺 ,

(
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) 望三 。‘
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,
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。
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了
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了2
(
i。
)⋯厂。

(
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, a

用第 2 小节的方法
,

从式(7)可求出

a (图 8 )
,

同时得到二个代数方程
:

刃 一 1

一 艺
a, ,
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尺 ~ 尺2(才
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,

) 玉
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因 。 已知
,

故研究式 (6b )⋯ (6幼 郎可求 出

A l,

A
Z ,

⋯
,

A
,

及
al ,

a Z

⋯
, 。。一1

.

例如
,

在

了2( i。) 平面上 (图 9 )
,

由求得的 。 可得 b 点
,

于是确定了
a , ,

并得到
:

_ / , 、

A
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口
b

~ 代2气双i夕一
。

戈 , 夕

A
2

用 同样的办法
,

可求得
aZ
⋯‘一1 ,

并得
:

二 , 口二 一 二
·

(
, 一 ,

份
·

上 尺:( 才
,

)
过 ,
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。
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(
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,

(
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方程粗(11) 是一递归方程祖
,

它可用作图 法或迭代法[3J 术

解
.

现考虑一个特殊情况
.
如果非挂性元件中至少有一个

筒单雄电器 (图 10)
,

例如是 H l,

fl[] 可得到 全部 最 后解

答
:

A l一 上 Rl (人)A
。
一
鱼

,

A
Z

一 ; 2(、
1
) 一 ; 2

(丝)
, ·

⋯

二
、

强迫振动研究

1.具有一个非技性元件的系状的强迫振动(图 11)
这个固题早已用作图法获得解决

,

郎便在频率特性是实盼抬出的情况下
,

亦可用
一

F 述

分析法求出嗤迫振动
.
合 y 一 A si n (。 十 a)

,

张迫振动的频率方程为
:

, / 、

S
_

、。
~

/ , 、

I 又i。 ) 一二
e一 , “

一 R 戈A )
.

A

5 51几 公t

覃
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图 11

合 双汕) ~
“

+ 妇
, “
及

,

为已知常数(图 12)
.

。 一 三
。。s 。 一 刀 ( 才 )

, ,
一

从上式可得
:

S
— -

Sln a —A

c (才 )
.

( 1 2 )
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由式(12 )可解出 A 及
a,

顺便可以看出
,

为了求弦迫振动
,

不需要知道钱性部分的全部短

率特性
,

而只要一点就够了
.
非钱性元件是任意型的

.

2
.
具有二个非挂性元件的系扰的强迫振动

第 1 小节中的分拆法不难征明仍然是有效的
.
这里可将系扰 (图 13 )分拆为二个商

单迥路 (图 抖)
,

其中仅 场 是单值对称的
.
殷 y
:
一 A , 城n (。 + a)

,
y

Z

~ A
Z ,

in ( * 十 “
+ 功

,

占sin . 亡

5 5 111 田 t

材材卜卜

月月zzz

图 13

于是弦迫振动的频率方程可写成
:

‘1(‘
曰 , 一

最
一“ 一 R l( A

Z
,
士

·‘”, ‘2( ‘
田 , 一 R Z(A

l,

瓮
一

‘”
·

(
1

3

)

阴题归拮为求出 A
」 ,

A
Z , a

及 月
.
现研究式 (13 )之第二式(图 15 )

.
因 。 为已知

,

故

可求得 月及一个代数方程
:

~ / J 、 A

、

o 切 = 找 2又左i) 一A2
或 A Z一

上凡(Al )AI
.

(1斗)

代入式(13)之第一式
,

有
:

,
1
(
‘。) 一 三

己一‘a
+ 左(左

1
)
。‘”,

左1

二(、
1
)

一
*1(、2) 丛一

二:

{止
二2(、

l
)、

11
A i L o m J

1 ~ , J
、

—
入2气搜 1夕

。

(

1 5
)

于是可用 (l) 中的方法求 出 A
l
及
a ,

然后由式(14 )始出 为
1.

当非核性元件从是篙单稚电器时
,

式(14 )中的 A
:
一生鱼

叫
,

而 式 (15 ) 中 的 R ( Al )一

4K i

介A i
于是式(15)可写成

:
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1 1气君田夕一 —Ai
_I。

_ 兰丛
。 ‘月

汀A l

令 11 (汕) 一
, ‘

+ i
。
.

分开实部及虚部后
,

得
:

A lu ~ S cosa 一
生兰1

兀

e o s
月 A i夕 一 一S

sin a 一
斗K i

汀

s
in 月
.

消去
a ,

得 才1 的二次方程
:

才子(
uZ +

。 2

) + 才
,

些 (
“ C o s 吕+

。 。
i
。 。) + 里竺呈

北

”
‘

矛
一 梦 一 0.

对 A
,

有解的条件及其筒化枯果分别为
:

粤
(“一”+ 一,·”)

’

一 (·’ +
·’
) }

s ) 丝l
。i n

(
, 一 日) }

,

1 6 K

劝
)o

一 tg 一
1
里

这就是强迫振动出现的条件
.

以上精果不难推广到有
n
个非拔性元件的系杭

.

三
、

关于 自振的稳定性

l一个非技性元件的情况(图 16 )
有一个非找性元件的系就的自振稳定性尚题

,

早已解决
.
这里再抬出一个方法

,

为

的是进一步推广
,

以便解决多个非栈性元件的情况
.
将系就开断 (图 17 )

,

合翰入及翰出

分别为
: y:一 A Zs坛 (。

,
)

,
y

l

一 A :sin (。 + 甲)
.
二振幅之简的关系为

:

,
_

。 、 , 、 ,

}
左(‘。) { _

。 : , 、 ,
1 _

。、 , 、

z 三 1

一
J、 、几2/ 月2 1 下丁 二二一下 ! 一 八 气月 2/ 月2 二一二丁 , 弋了 一

l,

\ 月 2/
l 口 气, 田) l

!1 戈
2山) !

( 1 6 )

HHHHH

’’

欢欢

HHHHH

在 成A
:
平面上作出式(16)的图

,

并称之为
“

自振时开路的振幅关系
”
.

再作出 A
:
一 A :的

值筱
,

二者的交点 (图 18 )便抬出自振振幅
.
。 为自振频率

,

是已挫求得的已知量
,

而自

振时亦有 甲 一 0
.
矛 对应之自振的稳定性可用建立类似柯尼克

一
拉麦莱梯钱 (图 15) 的方

法决定
.
这条梯栈可称之为

“

自振振幅建立梯梭
”
.

此自振是稳定的
.
这个渝断是根据如

下的物理概念得到的
.
当翰入 y

:
之振幅大于 矛 时

,
y

l

之振幅取一个较之 y
:
的振幅为小

的值
.
再以这个振幅作为 y: 的振幅作为翰入

,

于是 y ,

之振幅又变小
.
这样糙擅下去

,

y
,

及 y
;
之振幅都趋向于 矛

.
当 y
:
之振幅小于 矛 时

,
y

,

及 y
:
之振幅将逐渐增加

,

并趋 向

于 矛
.
于是可视 矛 之自振是稳定的

.
同样可看出 矛对应的自振是不稳定的

.
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不难写出判定 自振稳定性的解析式
:

‘F’( 劝 , < ‘,

或
{刽
<1. (17)

l

当 F ‘

(
搜 ) > 0 时

,

这个条件的意义郎是图 18 所示的情况
.
当 F ‘

(
A

) <
0 时

,

以同样的方

式作出
“自振振幅建立梯裁

” ,

亦可得到条件 (17)
.
F’(A )的值是在交点处静算的

.
容易

征明
,

条件(17)和 ro Jlb 八中
aP6 判据全同

.

F i(A :)

r :(才z)

图 18 图 19
.

2
.
有几个非技性元件的情况
先研究有二个非核性元件的系就

.
我们曾得到决定振幅的代数方程 (5)

.
在 A

l
及

A :平面上画出此二曲拔
,

其交点郎是 自振振幅的值
.
可以和上一小节一样作出

“自振振

幅建立梯拔
” ,

而各自振的稳定性具lJ一 目了然(图 19 )
.
尸 为稳定 自振

,

口为不稳定的自振
.

这里亦可以写出判定自振稳定性的分析条件
:

}[F ;(才
:
) ]
*
「F 三(刀

i
) ]
*
} < i

,

(
1 5

)

其中
*
号表示微分后应代入待研究的 自振振幅值

.
这个条件可以这样导出

,

却将式(的写

成复合函数形式
:
川 一 Fl (成)一 Fl 〔凡(Al )]

.
此式 与式 (1的 的情况完全一样

.
由式

(1夕)可以得到
:

1些 }一
:;
.;玉l < 1 ,

} J A
l

l

郎条件 (18 )
.
当然也可以用作

“

自振振幅建立梯钱
”

的方法
,

直观地得到条件 (18 )
.
不过

这时应考虑 式及 耳 取正及食的四种可能情况
.
不难确信

,

在这四种情况中
,

式(15) 是成

立的
.

有
n
个非技性元件的系挽的情况

,

可用各种办法加以解决
,

如对式(11) 的
”
个方程粗

可采用迭代法
.
很明显

,

用迭代法得到的 自振全是稳定的(不稳定 自振用此法一般是求不

到的 )
.
亦可用作图法分别在不同抵上画出(11 )

,

进行与上述情况类似的分析
.

四
、

举 例

1.研究系粉(图 20)
敲系就的微分方程式为

:

(户2 +
“户 + i )y

: 一 一 衍
1, x : 一 f2 (

yZ)
,
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bbbbbbb H 111

产产2 +
a户 + 1111111

月月22222 CCC

户户户户2 + 刁户 + 111

(
a
) ( b )

图 20

(声 + 己p + i )
y Z 一

‘ x Z , 工2
= f

l
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上述方程粗可写作
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如图 21 所示
.
可以求出自振频率 。
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研究参数对自振的影响
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此式有实根的条件为

:



期 高为炳: 用揩波平衡法研究具有几个非挂性元件的单迥路满节系枕

坐
兀 口

八匕O~几‘函 1 汉:
d

(
a
)

( b ) (
e
)

图 23

厂_
. , ,

B D \

“ _ _ _

、刀 十 L 一—
I一 斗乃 ‘ 夕 U.

、 A /

1 4 5

,

瓜

(2 0)

式(20 )表示图 23a 的情况
.
系就有二个自振

:当式(2的取 < o时
,

为图 23
。

的情况
,

系

兢是全局渐近稳定的 ; 当式 (20) 取等号时
,

为临界情况
.

因之
,

参数 A B c D 空 简被

(
, 十 。 一丝、

,
一 ; : 。 分成二个区域

,

其一为全局渐近稳定区
,

另一为自振区
.
如果系

\ A /

枕只有二个或三个待定参数
,

则参数空简为平面或三推空简
,

这二个区域的界面是可以作

出的
.
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