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带有迭代学习前馈的快速路无模型自适应入口匝道控制

侯忠生 1 晏静文 1

摘 要 提出了一种新的带有迭代学习前馈的快速路无模型自适应入口匝道控制算法. 模块化的前馈迭代学习和反馈

MFAC 控制器设计方案使所设计的控制系统有效地利用了交通流的周期性特征, 提高了控制品质. 严格的数学推导证明了该

方法的收敛性. 仿真研究及比较结果验证了所提算法的有效性.
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Model Free Adaptive Control Based Freeway Ramp Metering with

Feedforward Iterative Learning Controller
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Abstract In this work, a novel model-free adaptive control based freeway ramp metering strategy with feedforward

iterative learning is proposed. The modularized controller design with feedforward iterative learning controller added on

to the feedback model free adaptive control (MFAC) controller makes use of the periodicity of the traffic flow effectively

and improves the controller performance greatly. With rigorous analysis, the proposed control scheme guarantees the

asymptotic convergences along the iteration axis. Intensive simulations show the effectiveness of the proposed strategy.

Key words Iterative learning control (ILC), model free adaptive control (MFAC), freeway ramp metering, convergence
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快速路拥堵已经成为当前大城市交通的主要问

题之一, 它导致了出行延误, 使得快速路基础设施不
能得到高效率的利用, 降低了交通的安全性, 增加了
燃料消耗, 加剧了城市空气污染. 所以, 为了缓和或
防止交通拥堵, 使快速路的效率更高, 对快速路交通
流进行控制十分必要.
快速路交通控制一般可分为入口匝道控制、主

线速度控制和通道控制. 匝道控制是最常用也是最
有效的控制方法[1−2]. 匝道控制是通过在入口匝道
处设置交通信号灯, 调节流入快速路的车流量, 使得
快速路上的交通流的密度维持在一个期望的水平上,
从而可以避免和预防交通流的常发性拥堵和部分偶

发性拥堵. 匝道控制如果应用得当, 可以有效缓解快
速路拥堵并提高快速路的利用率[1].

入口匝道控制的方法已有很多, 如: 数学规划及
类似方法[3]、线性二次型调节器 (Linear quadratic
regulator, LQR)[4]、PI 型控制器[5−6]、基于神经网

络的函数逼近[7]、优化及优化控制理论[8] 等. 根据
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文献 [1], 这些方法可以归为三类: 定时控制策略、局
部动态控制策略和系统控制策略. 定时控制策略基
于简单的静态交通流模型和历史数据; 局部动态控
制策略根据某个入口匝道邻近路段的实时交通条件

而实时调整该入口匝道的流量; 系统控制策略根据
整个交通系统的交通状况来实时调整系统内多个入

口匝道的流量. 定时控制策略的效果是最差的. 局
部动态控制在设计和实施上都比系统控制要容易得

多, 并且, 实践证明在很多情况下, 局部动态控制的
效果并不比系统控制的效果差[1, 9].
在众多的控制方法中, 目前应用最广的是

ALINEA 入口匝道控制方法, 它是一种局部动态
控制策略, 属于 PI 型控制, 是无模型的控制方法, 即
不需要对交通系统建模, 控制器的设计仅用到系统
的 I/O数据,实现简单. 然而, PI型控制器对于具有
强非线性、时变、结构及参数不确定性的系统控制效

果不好, 没有理论分析结果保证其稳定性, 这就意味
着, 当交通系统的结构或参数发生变化时, ALINEA
很难保证其控制品质, 而交通系统这样复杂的系统,
在很多外界因素的影响下, 如天气的变化, 其结构或
参数会发生变化[10].

文献 [11] 将无模型自适应控制 (Model free
adaptive control, MFAC) 方法应用到入口匝道控
制中, 并将其控制效果与 ALINEA 进行了比较, 验
证了用无模型自适应控制方法控制入口匝道的效果

比 ALINEA 更好.
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无模型自适应控制是由侯忠生提出的[12], 其基
本思想是利用一个新引入的伪梯度向量 (或伪 Ja-
cobi 矩阵) 和伪阶数的概念, 在受控系统轨线附近
用一系列的动态线性时变模型 (紧格式、偏格式、全
格式线性化模型) 来代替一般离散时间非线性系统,
并仅用受控系统的 I/O 数据来在线估计系统的伪梯
度向量, 从而实现非线性系统的MFAC[12−15]. 该方
法控制器设计仅用受控系统的 I/O 数据, 不包括任
何受控系统的模型信息, 能够实现受控系统的参数
自适应控制和结构自适应控制. 目前, 此类无模型自
适应控制方法已经在铸模、电机[16−17]、化工、温度、

压力等领域[18−19]、交通控制[11]、工程结构减震[20]、

板材成形[21] 中得到成功的应用. 实际应用、仿真研
究和理论研究均已表明 MFAC 技术能够处理具有
强非线性和时变性系统的控制问题.
值得指出的是, 宏观交通流模式是具有重复性

的, 每天的拥堵往往发生在相同的时间、相同的地
点. 不同天的交通流具有非常强的重复性, 至少是每
周的同一天, 如两个星期的周一. 然而, 上面提到的
控制方法都不能充分利用交通流的这种明显的特点,
因而不能从这种重复中得到经验和使得控制方案的

效果得到改进, 每次重复的控制效果都一样.
迭代学习控制 (Iterative learning control, ILC)

最初由Arimoto于 1984年提出,是专门针对在有限
时间内具有重复性系统的一种控制方法. 迭代学习
控制的控制输入是由前几次迭代同时刻的控制输入

和前几次迭代不同时刻的输出误差的某种函数来构

造的. 迭代学习控制的收敛性是在迭代轴意义下的
收敛性, 对时间轴来说实现的是完全跟踪性能. 需要
指出的是用完全跟踪收敛性来描述交通控制系统的

性能是非常合适的, 传统的沿时间轴的渐近收敛性,
理论上讲是在时间充分大以后才收敛的, 这对交通
信号控制系统来说是不合适的, 而完全跟踪收敛则
要求从一开始就要满足收敛性的要求, 而这正是交
通信号控制系统所必须满足的. 基于迭代学习控制
的快速路入口匝道控制系统首先由 Hou 提出[22], 后
来又给出基于迭代学习控制的速度控制方案[23] 等.

另外, 对离散时间系统, 高增益反馈由于一般系
统具有饱和执行器的原因而失去实际意义[24], 因此
利用前馈补偿来设计出避免出现高增益反馈的控制

系统是一个较好的选择, 为此, 基于 ILC 和 MFAC
的无模型本质, 本文设计了基于迭代学习前馈和
MFAC 反馈的模块化方案, 该方案可使 MFAC 与
ILC 优势互补地工作, 即对于已安装无模型自适应
控制器的入口匝道, 不需要对已有的装置和系统做
任何改动, 只需在已有的反馈系统中加入一个外环
迭代学习控制器即可. MFAC 反馈控制器主要用于
实现系统镇定任务, ILC 前馈控制器负责提高控制

系统的品质并实现完全跟踪任务.
本文的结构如下: 在第 1 节中, 给出了交通流模

型及问题描述; 第 2 节提出了基于迭代学习控制的
快速路出入口匝道MFAC 方案及其收敛性分析; 第
3 节为仿真研究; 最后是结论.

1 交通流模型及问题描述

1.1 交通流模型

本文用到的交通流模型是 Papageorgiou 于
1989 年提出的[25]. 该时空离散模型将所描述的
一条快速路分为多个路段, 每个路段最多有一个入
口匝道和一个出口匝道, 如图 1 所示. 交通流模型如
下

ρi(k+1) = ρi(k)+
T

Li

[qi−1(k)−qi(k)+ri(k)−si(k)]

(1)
qi(k) = ρi(k)υi(k) (2)

υi(k + 1) = υi(k) +
T

τ
[V (ρi(k))− υi(k)]+

T

Li

υi(k)[υi−1(k)− υi(k)]−
Tν

Liτ

[ρi+1(k)− ρi(k)]
[ρi(k) + κ]

(3)

V (ρi(k)) = υfree

(
1−

[
ρi(k)
ρjam

]l
)m

(4)

式中 T 是采样周期 (小时), k = {0, 1, · · · ,K} 表示
第 k 个采样间隔, i={1, 2, · · · , N} 表示第 i 个快速

路路段, N 表示路段的总数. 模型变量的含义如下:
ρi(k) 表示路段 i 在第 k 时段的平均密度

(veh/lane/km); υi(k) 表示路段 i 在第 k 时段的

平均速度 (km/h); qi(k) 表示第 k 时段从 i 到 i + 1
路段的流量 (veh/h); ri(k) 表示第 k 时段从入口匝

道进入路段 i 的流量 (veh/h); si(k) 表示第 k 时段

从出口匝道流出路段 i 的流量 (veh/h); Li 表示路

段 i 的长度 (km); υfree 和 ρjam 分别是自由流速度

和单个车道的最大可能密度; τ, ν, κ, l, m 是常参数，

反映特定交通系统的道路几何特点、车辆特征、驾

驶员行为等.

图 1 快速路路段划分示意图

Fig. 1 A freeway segment subdivided into sections
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1.2 边界条件

边界条件如下

ρ0(k) =
q0(k)
υ1(k)

(5)

υ0(k) = υ1(k) (6)

ρN+1(k) = ρN(k) (7)

υN+1(k) = υN(k), ∀k (8)

1.3 控制目标

控制目标是寻找合适的控制输入即入口匝道流

量 ri(k), 使得入口匝道所在路段的密度收敛于期望
密度 ρi,desired(k).
很显然, 对于宏观交通流这样的强非线性、不确

定性动态模型, 即使在模型完全已知的情况下, 应用
最优控制或自适应控制等技术计算出合适的控制输

入也是很困难的.

1.4 模型转换及假设条件

将宏观交通流模型表达式 (2) 代入式 (1) 可得:

ρi(k + 1) = ai(k)ρi(k) + bi(k)ρi−1(k)+

ci(k)ri(k)− ci(k)si(k) (9)

其中

ai(k)=1− T

Li

υi(k), bi(k)=
T

Li

υi−1(k), ci(k)=
T

Li

定义

yyy(k) = [ρ1(k), ρ2(k), · · · , ρN(k)]T

uuu(k) = [r1(k), r2(k), · · · , rN(k)]T

ξξξ(k) = [s1(k), s2(k), · · · , sN(k)]T

则模型 (1)∼ (4) 可以写成如下的输入输出表达式

yyyn(k + 1) = f(uuun(k), yyyn(k), ξξξ(k)) (10)

其中 f(·, ·, ·)是相应的向量值函数. ξξξ(k) 是第 k 时

段由出口匝道流出快速路的流量, 是重复性的未知
干扰. 下标 n表示迭代次数. 在交通系统中可以理
解为天, 或者为不同周的同一天, 如不同周的星期
一.
假设 1. 函数 f(·, ·, ·) 在一个紧集 Ω 上满足一

致全局 Lipschitz 条件, 即

‖f(uuu1(k), yyy1(k), ξξξ(k))− f(uuu2(k), yyy2(k), ξξξ(k))‖ ≤
ku‖uuu1(k)− uuu2(k)‖+ ky‖yyy1(k)− yyy2(k)‖
其中 ku, ky 是 Lipschitz 常数.

假设 2. 给定期望轨迹 yyyd(k) (k ∈ [0,K]), 存在
唯一有界的控制 uuud(k) (k ∈ [0,K]), 使得

yyyd(k + 1) = f(uuud(k), yyyd(k), ξξξ(k))

注 1. 假设 1 要求交通流模型是一致全局 Lips-
chitz 的, 针对交通流系统, 这个条件是能满足的, 这
是因为交通流模型 (1)∼ (4) 在任意紧集 Ω 上对于
所有变量都是连续可微的. 系统的状态 (密度和速
度) 在实际中也不可能是无限的, 且时间间隔也是有
限的. 假设 2 的要求也是合理的, 如果这个条件不满
足, 问题的控制任务就是一个不可解决的问题.

2 基于迭代学习的无模型自适应入口匝道控

制及收敛性分析

基于迭代学习的无模型自适应入口匝道控制系

统的控制律如下

uuun(k) = uuuf
n(k) + uuub

n(k) (11)

uuuf
n(k) = uuuf

n−1(k) + βeeen−1(k + 1) (12)

uuub
n(k) =uuub

n(k − 1) +
ρφ̂n(k)

λ + ‖φ̂n(k)‖2

[yyyd(k + 1)− yyyn(k)] (13)

φ̂n,i(k) = φ̂n,i(k − 1) +
η∆ub

n,i(k − 1)
µ + ‖∆ub

n,i(k − 1)‖2
×

[∆yn,i(k)− φ̂n,i(k − 1)∆ub
n,i(k − 1)]

(14)

φ̂n,i(k) = φ̂n,i(1),若 φ̂n,i(k) ≤ ε或 | ∆ub
n,i(k−

1) |≤ ε. 这里的下标 n 表示第 n 次迭代;
∆uuub

n(k) = uuub
n(k) − uuub

n(k − 1); ∆ub
n,i(k) 是 ∆uuub

n(k)
的第 i 个元素; ∆yyyn(k) = yyyn(k) − yyyn(k − 1);
∆yn,i(k) 是 ∆yyyn(k) 的第 i 个元素; η, ρ, µ, λ 是

权重因子; ε 是一个充分小的正数; φ̂n(k) =
diag{φ̂n,1(k), φ̂n,2(k), · · · , φ̂n,N(k)} 为系统的伪偏
导数矩阵, φ̂n,i(k) 通过受控系统的 I/O 数据利用
算法 (14) 在线获取; φ̂n,i(1) 是 φ̂n,i(k) 的初值[15].
eeen(k) = yyyd(k) − yyyn(k) 表示第 n 次迭代的跟踪误

差. uuuf
n 表示前馈迭代学习控制部分, uuub

n 表示原有的

MFAC 反馈部分. 可以看出, 反馈和前馈相互独立
工作. 对于已有的MFAC 控制器 (13) 和 (14), 只需
在外环加上迭代学习控制器 (12) 即可. 前馈 ILC 控
制器具有学习功能, 负责提高控制系统的品质并实
现完全跟踪, 反馈MFAC 则负责实现系统的镇定任
务, 模块化的设计可以在不改变原有MFAC 控制器
设置的基础上直接加入迭代学习控制器.
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基于迭代学习的无模型自适应入口匝道控制系

统的结构如图 2 (见下页) 所示.
定理 1. 由式 (10) 描述的交通系统满足假设

1 和 2, 在控制算法 (11)∼ (14) 的作用下, 若 ‖I −
βfu(ζζζn)‖ < 1,则有: limn→∞ ‖uuud(k)−uuuf

n(k)‖λ ≤ σ,
limn→∞ ‖yyyd(k) − yyyn(k)‖λ ≤ σ, 其中 σ > 0 为适当
选取的常数; 当满足 ‖eeen(0)‖ = 0, ‖uuub

n(0)‖ = 0 及
yyyd(k) 为常数时, 有 limn→∞ ‖uuud(k) − uuuf

n(k)‖λ = 0,
limn→∞ ‖yyyd(k)− yyyn(k)‖λ = 0.

证明. 见附录. ¤

图 2 基于迭代学习的无模型自适应入口匝道控制

系统结构图

Fig. 2 Block diagram of iterative learning based MFAC

ramp metering control system

注 2. 从上述定理中我们可以看出控制系统
的收敛性仅与前馈迭代学习的学习增益的选择有

关, 而与宏观交通流模型中的其他参数无关, 实际
上 fu = diag{T/L1, T/L2, · · · , T/LN}, 所以, 我
们可以选取 β = diag{β1, β2, · · · , βN}, 使 βi 满足

0 < βi < 2Li/T . 这里的 Li 和 T 都是已知的.
注 3. eeen(0) = yyyd(0) − yyyn(0), 我们可以选取

yyyd(0), 使 yyyd(0) = yyyn(0), ‖eeen(0)‖ = 0 的条件即可
满足. 对交通系统来说, 初始时刻我们可以取每天的
凌晨 0 点作为每天的起点.

3 仿真研究

考虑一段单车道快速路, 长度为 6 km, 分
为 12 节路段, 每段长度为 0.5 km, 期望密度
定为 yd = 30 veh/lane/km (临界密度理论值为
36.75 veh/lane/km). 出口匝道流量视为快速路

交通系统的重复性外界干扰. 假设进入第一路

段的流量为 1 500 veh/h. 各段的初始密度和平

均速度见表 1. 模型中的参数如下: ρjam =
80 veh/lane/km, υfree = 80 km/h, l = 1.8, m =
1.7, κ = 13 veh/km, τ = 0.1 h, T = 0.00417 h,
ν = 35 km2/h[22−23].

表 1 交通流模型相关初始值

Table 1 Initial values associated with the traffic model

路段 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ρi(0) 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30

υi(0) 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50

仿真的路段仅在第 2 和第 9 节路段上各有一个
入口匝道, 第 7 节路段有一个出口匝道, 交通需求和
出口流量如图 3 所示. 梯形和谐波形状的需求和流
出量描述了交通高峰期的交通流量情况.

图 3 第 2 和第 9 入口匝道交通需求及第 7 出口匝道流量

Fig. 3 Traffic demands of on-ramps 2 and 9, and exiting

flow of off-ramp 7

仿真如下三种情况:
情况 1. 无入口匝道控制
在无入口匝道控制的情况下的仿真结果见图 4

(见下页). 从图 4 的仿真结果可以看出, 第 9 路段之
后的密度越来越高, 并已经有了向前传播的迹象, 已
经超过了临界密度, 相应的速度也很慢, 显然已经发
生了拥堵.

情况 2. 仅用MFAC 控制入口匝道
仅用 MFAC 控制器 (13) 和 (14) 进行入口匝

道控制情形, 调节参数取为 η = 0.005, ρ = 0.8,
λ = 0.001, µ = 0.04. 控制效果如图 5 (见下页)
所示. 从图 5 (a) 可以看到, 交通拥堵已经得到
明显的缓解, 跟踪效果可以接受. 但是最大密度接
近 ρ = 34 veh/km/lane, 已经明显高出期望密度.
从图 5 (b)可以看到第 9 路段的入口匝道关闭了一段
时间, 这在实际中是不允许的. 实际应用中应该设置
最小流入率和最大流入率的限制. MFAC 控制方法
相对于 ALINEA、DC 控制、OC 控制等的仿真比
较结果可参见文献 [14].
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(a) 密度

(a) Density

(b) 速度

(b) Speed

图 4 无入口匝道控制的情况

Fig. 4 Simulation results without control

(a) 路段 2 和 9 的密度

(a) Densities in sections 2 and 9

(b) 入口匝道需求量及流入量

(b) Traffic demands and entering flows of on-ramps 2 and 9

图 5 MFAC 控制入口匝道的情况

Fig. 5 Simulation results with MFAC ramp metering

情况 3. 基于迭代学习的无模型自适应入口匝
道控制

不改变 MFAC 控制器的任何参数, 直接加上
ILC 控制器, 迭代学习增益 βi = 25. 图 6 (见下页)
所示为迭代 50 次之后的效果. 图 6 (a) 显示路段 2
和 9 的密度几乎都小于等于期望密度. 路段 2 在大
约 k=0 到 k=100 以及 k=400 到 k=600 时, 密度
明显低于期望密度, 路段 9 在 k=150 到 k=300 时,
密度也低于期望密度, 其原因是由于需求不足导致
的, 相应的结果可以从图 6 (b) 看出, 这时入口匝道
处的需求车辆已全部进入快速路, 因此, 这种情况是
无法通过控制算法消除的. 事实上, 如果不考虑入口
匝道处的需求限制, 也就是有充分的交通需求等候
在入口匝道处, 而且还有充分的存储空间来用于车
辆排队的话, 基于迭代学习控制的MFAC 入口匝道
控制算法可以获得几乎完美的完全跟踪, 仿真结果

见图 7 (见下页). 而且, 从仿真结果图 7 (b) 中可以
看出其收敛速度非常快, 仅需要两次迭代就能获得
非常好的控制效果. 这里误差均方差 (Mean square
error) 的定义为

MSEn =
1
K

K∑
k=1

(yd(k)− yn(k))2

4 结论

本文提出了一种新的基于迭代学习控制的

MFAC 入口匝道控制算法. 通过严格的数学推导
证明了该方法的收敛性. 仿真实验证实了该算法的
有效性. 另外, MFAC 控制器和 ILC 控制器既可相
互独立地工作, 也可优势互补. 模块化的设计方便对
原有的MFAC 控制器进行改造. ILC 控制器的加入
可以有效利用交通流的周期性特征, 提高控制品质.
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(a) 路段 2 和 9 的密度

(a) Densities in sections 2 and 9

(b) 入口匝道需求量及流入量

(b) Traffic demands and entering flows of on-ramps 2 and 9

图 6 基于迭代学习的MFAC 入口匝道控制的情形

Fig. 6 Simulation results with ILC based MFAC ramp metering

(a) 路段 2 和 9 的密度

(a) Densities in sections 2 and 9

(b) 每次迭代的误差均方差

(b) Mean square error vs. iterations

图 7 无需求限制时基于迭代学习的MFAC 入口匝道控制的情形

Fig. 7 Simulation results with ILC based MFAC ramp metering without demand constraints

附录 定理 1的证明

证明. 本文的收敛性证明是在如下模意义下的收敛性

‖uuu(k)‖λ = sup
k∈[0,K]

a−λk‖uuu(k)‖

其中 λ > 0, a > 1.
由式 (10) 有

eeen(k + 1) =yyyd(k + 1)− yyyn(k + 1) = f(uuud(k), yyyd(k), ξξξ(k))−
fff(uuun(k), yyyd(k), ξξξ(k)) + f(uuun(k), yyyd(k), ξξξ(k))−
fff(uuun(k), yyyn(k), ξξξ(k)) = fu(ζζζn)δuuun(k)+

fy(ζζζn)eeen(k) = fu(ζζζn)δuuuf
n(k)−

fu(ζζζn)δuuub
n(k) + fy(ζζζn)eeen(k) (A1)

其中, δuuun(k) = uuud(k) − uuun(k), δuuuf
n(k) = uuud(k) − uuuf

n(k),

ζζζn = [(uuun(k)+τδuuun(k))T, (eeen(k)+τeeen(k))T, k]T, τ ∈ [0, 1].
由式 (12) 和 (A1) 得

δuuuf
n(k) =uuud(k)− uuuf

n(k) =

uuud(k)− uuuf
n−1(k)− βeeen−1(k + 1) =

δuuuf
n−1(k)− β[fu(ζζζn−1)δuuu

f
n−1(k)−

fu(ζζζn−1)uuu
b
n−1(k) + fy(ζζζn−1)eeen−1(k)] =

[I − βfu(ζζζn−1)]δuuu
f
n−1(k) + β[fu(ζζζn−1)×

uuub
n−1(k)− fy(ζζζn−1)eeen−1(k)] (A2)

对式 (A2) 两边取模有

‖δuuuf
n(k)‖ ≤‖I − βfu(ζζζn−1)‖‖δuuuf

n−1(k)‖+
‖β‖Fu‖uuub

n−1(k)‖+ ‖β‖Fy‖eeen−1(k)‖ ≤
‖I − βfu(ζζζn−1)‖‖δuuuf

n−1(k)‖+



594 自 动 化 学 报 35卷

ε1(‖uuub
n−1(k))‖+ ‖eeen−1(k)‖) (A3)

其中, Fu = supk∈[0,K] ‖fu(ζζζn−1)‖, Fy = supk∈[0,K]×
‖fy(ζζζn−1)‖, ε1 = maxk∈[0,K]{‖β‖Fu, ‖β‖Fy}.

对式 (A1) 两边取模有

‖eeen−1(k)‖ ≤Fu‖δuuuf
n−1(k − 1)‖+ Fu×

‖uuub
n−1(k − 1)‖+ Fy‖eeen−1(k − 1)‖ (A4)

由式 (13)、(A4) 有

‖uuub
n−1(k)‖ ≤‖uuub

n−1(k − 1)‖+ ε2‖yyyd(k + 1)− yyyn−1(k)‖ ≤
‖uuub

n−1(k − 1)‖+ ε2‖eeen−1(k)‖+
ε2‖∆yyyd(k + 1)‖ ≤ ‖uuub

n−1(k − 1)‖+
ε2(Fu‖δuuuf

n−1(k − 1)‖+ Fu‖uuub
n−1(k − 1)‖+

Fy‖eeen−1(k − 1)‖) + ε2‖∆yyyd(k + 1)‖ (A5)

其 中, ∆yyyd(k + 1) = yyyd(k + 1) − yyyd(k), ε2 =

supk∈[0,K]

∥∥∥∥∥
ρφ̂φφn(k)

λ + ‖φ̂φφn(k)‖2

∥∥∥∥∥, φ̂φφn(k) 的有界性参见文献 [12].

式 (A4)、(A5) 相加, 得

‖uuub
n−1(k)‖+ ‖eeen−1(k)‖ ≤ (1 + ε2Fu + Fu)‖uuub

n−1(k − 1)‖+
(ε2Fy+Fy)‖eeen−1(k − 1)‖+
(ε2Fu+Fu)‖δuuuf

n−1(k−1)‖+ε2‖∆yyyd(k+1)‖≤
ε3(‖uuub

n−1(k − 1)‖+ ‖eeen−1(k − 1)‖)+
ε3‖δuuuf

n−1(k − 1)‖+ ε2‖∆yyyd(k − 1)‖ ≤
εk
3(‖uuub

n−1(0)‖+ ‖eeen−1(0)‖)+
k−1∑
j=0

εk−j
3 ‖δuuuf

n−1(j)‖+ε2

k−1∑
j=0

εk−j−1
3 ‖∆yyyd(j+2)‖

(A6)

其中, ε3 = maxk∈[0,K]{(1 + ε2Fu + Fu), (ε2Fy + Fy),
(ε2Fu + Fu)}, 显然 ε3 > 1.

将式 (A6) 代入式 (A3) 有

‖δuuuf
n(k)‖ ≤‖I − βfu(ζζζn−1)‖‖δuuuf

n−1(k)‖+ ε1(‖uuub
n−1(k)‖+

‖eeen−1(k)‖) ≤ ‖I − βfu(ζζζn−1)‖‖δuuuf
n−1(k)‖+

ε1[ε
k
3(‖uuub

n−1(0)‖+ ‖eeen−1(0)‖)+
k−1∑
j=0

εk−j
3 ‖δuuuf

n−1(j)‖+

ε2

k−1∑
j=0

εk−j−1
3 ‖∆yyyd(j + 2)‖] ≤

‖I − βfu(ζζζn−1)‖‖δuuuf
n−1(k)‖+ ε1ε4+

ε1

k−1∑
j=0

εk−j
3 ‖δuuuf

n−1(j)‖+ ε1ε2M

k−1∑
j=0

εk−j−1
3

(A7)

其 中, ε4 = εK
3 (‖uuub

n−1(0)‖ + ‖eeen−1(0)‖), M =
maxk∈[2,K+1] ‖∆yyyd(k)‖.

对式 (A7) 两边取 λ模有

sup
k∈[0,K]

ε−λk
3 ‖δuuuf

n(k)‖≤‖I−βfu(ζζζn−1)‖ sup
k∈[0,K]

‖δuuuf
n−1(k)‖+

ε1ε4 sup
k∈[0,K]

ε−λk
3 + ε1 sup

k∈[0,K]

ε−λk
3

k−1∑
j=0

εk−j
3 ‖δuuuf

n−1(j)‖+

ε1ε2M sup
k∈[0,K]

ε−λk
3

k−1∑
j=0

εk−j−1
3 (A8)

因为

sup
k∈[0,K]

ε−λk
3

k−1∑
j=0

εk−j
3 ‖δuuuf

n−1(j)‖ =

sup
k∈[0,K]

k−1∑
j=0

ε−λj
3 ‖δuuuf

n−1(j)‖ε(k−j)(1−λ)
3 ≤

‖δuuuf
n−1(k)‖λ sup

k∈[0,K]

k−1∑
j=0

ε
(k−j)(1−λ)
3 =

‖δuuuf
n−1(k)‖λ

1− ε
−(λ−1)K
3

ελ−1
3 − 1

(A9)

以及

sup
k∈[0,K]

ε−λk
3

k−1∑
j=0

εk−j−1
3 = sup

k∈[0,K]

ε−λk+k−1
3

1−ε−k
3

1−ε−1
3

≤ εK
3 −1

ε3−1

(A10)
将式 (A9)、(A10) 代入式 (A8), 有

‖δuuuf
n(k)‖λ ≤

(
‖I − βfu(ζζζn−1)‖+ ε1

1− ε
−(λ−1)K
3

ελ−1
3 − 1

)

‖δuuuf
n−1(k)‖λ + ε1ε4 + ε1ε2

εK
3 − 1

ε3 − 1
M (A11)

由式 (A11) 可知, 可以找到足够大的 λ, 使得

‖I − βfu(ζζζn−1)‖+ ε1
1− ε

−(λ−1)K
3

ελ−1
3 − 1

= ρ < 1

从而有

‖δuuuf
n(k)‖λ ≤ ρ‖δuuuf

n−1(k)‖λ + ε ≤ ρn‖δuuuf
0 (k)‖λ + ε

1− ρn

1− ρ
(A12)

其中, ε = ε1ε4 + ε1ε2
εK
3 − 1

ε3 − 1
M .

当 n →∞ 时, 有

lim
n→∞

‖δuuuf
n(k)‖λ ≤ ε

1− ρ
(A13)

由式 (A6) 有

lim
n→∞

(‖uuub
n−1(k)‖λ + ‖eeen−1(k)‖λ) ≤

(‖uuub
n−1(0)‖+ ‖eeen−1(0)‖)+

1− ε
−(λ−1)K
3

ελ−1
3 − 1

lim
n→∞

‖δuuuf
n−1(k)‖λ + ε2M

εK
3 − 1

ε3 − 1
(A14)

由式 (A13)、(A14)可得 limn→∞ ‖uuud(k)−uuuf
n(k)‖λ ≤ σ,

limn→∞ ‖yyyd(k) − yyyn(k)‖λ ≤ σ, σ > 0 为适当选取的

常数. 当 ‖eeen(0)‖ = 0, ‖uuub
n(0)‖ = 0, ‖∆yyyd(k)‖ = 0

时, 有 ε4 = εK
3 (‖uuub

n−1(0)‖ + ‖eeen−1(0)‖) = 0, M =

maxk∈[2,K+1] ‖∆yyyd(k)‖ = 0, ε = ε1ε4 + ε1ε2
εK
3 −1

ε3−1
M =
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0. 所以, 由式 (A4)、(A5) 有 limn→∞ ‖δuuuf
n(k)‖λ = 0,

limn→∞ ‖uuub
n(k)‖λ = 0, limn→∞ ‖eeen(k)‖λ = 0. ¤
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