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含有平面结构场景的捆绑调整

谢远帆 1 吴毅红 1 范力欣 2

摘 要 捆绑调整是计算机视觉中三维结构恢复过程的重要步骤. 捆绑调整通常将空间中点与点坐标的调整视为相互独立的

过程, 但是在包含有自然物和人工物的场景中, 由于存在多余的自由度, 这种调整方法会导致优化结果偏离真值. 提出了一种

带有共面约束和平面夹角约束的捆绑调整, 用于优化带有平面的场景. 借助新的参数化方法, 共面约束和夹角约束可以方便地

进行表示, 并且带有这两类约束的捆绑调整求解过程, 仍然是一个无约束的非线性最小二乘问题. 实验结果表明, 这种带有先

验信息的捆绑调整提供了对结构的更准确估计. 由于先验信息的加入, 增强型法方程的维度变高, 借助了稀疏的求解技术和预

条件子方法, 大大降低了求解时间. 最后, 为了在实际应用中能够自动寻找出夹角约束, 提出了一种基于最大完全图的贪心方

法, 该方法尽可能多地保留了夹角约束.
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Bundle Adjustment for Scenes Containing Planes

XIE Yuan-Fan1 WU Yi-Hong1 FAN Li-Xin2

Abstract Bundle adjustment has been considered as one of the most important components in computer vision systems

where three-dimensional structures are needed. A general bundle adjustment can optimize the coordinates of space points

independently. But for a scene composed of both natural and structured objects, this often leads to an over parametrization

the result and which deviates from truth. In this paper, a bundle adjustment with planar constraints and angle constraints

is proposed for recovering the structures of environments with planes. By the aid of a new parametrization, the optimization

remains an unconstrained non-linear least squares problem even if these two kinds of constraints are added. Experiments

show that this new bundle adjustment method with prior knowledge provides an accurate estimation of the structures.

Since prior information is added, the dimensionality of the augmented normal equation increases. A sparse solver is used

after preconditioning in order to alleviate this problem. Moreover, a graph based angle constraint inference is devised for

automatically finding constraints in a greedy manner once all planes are identified. This greedy method can preserve as

many angle constraints as possible.
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在三维重建的应用领域, 恢复带有自然物和人
工物场景的结构是一个常见的问题. 处于具有先验
结构表面上的空间点坐标由于满足等式约束, 因而
自由度为 2. 但是在大部分从相机运动恢复结构
(Structure from motion, SFM) 方法中, 空间点被
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抽象为三维向量, 并且在位置估计过程中相互独立.
这使得重建结果与真实三维结构和相机运动参数

之间存在偏差. 因此, 设计一个包含有先验信息的
捆绑调整是一项值得研究的问题. 许多工作已经探
讨过在捆绑调整中通过添加约束的方式来引入先

验[1−11]. 一个直观的方法是在代价函数中引入加权
的惩罚函数. 这种方法适用性广, 能解决许多形式的
约束问题. 但是, 此类方法提供的结果往往不能严格
满足所有约束, 并且惩罚函数的形式和权值都会影
响最终结果.
如果从空间点坐标满足的等式约束出发, 可以

通过求解方程和变量替换的方法去除原始变量之间

的等式依赖关系, 进而为代价函数选择一组新的参
数. 这种重新参数化的方法可以使约束得到严格满
足, 并且最终仍然是求解一个无约束的非线性最小
二乘问题.
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这种严格满足约束的解, 在真实感建模和摄影
测量等应用中意义重大. 虽然在一般形式的约束下,
对代价函数进行重新参数化非常困难, 但对于线性
等式约束, 可以很方便地实现重新参数化的过程.
本文提出了一种新的带有共面和夹角约束的捆

绑调整方法. 首先, 根据空间点之间的共面约束, 将
共面点集参数化为所处平面的参数和所有点在该平

面上的二维坐标参数两部分; 然后, 利用平面间夹角
约束对相关平面的参数做进一步调整; 最后, 将新形
式的空间点参数、平面参数和相机运动参数代入重

投影误差之和这一代价函数中, 得到含有先验信息
的优化目标. 代价函数极值的求解可采用 L-M
(Levenberg-Marquardt) 方法, 但由于平面参数的
引入, 增强型法方程的维度比无先验的方法高, 因此
我们采用稀疏的求解方法, 以降低复杂度.
对比无约束的捆绑调整和其他融合先验信息的

捆绑调整, 本文提出的方法有以下三点优势: 1) 共
面约束严格满足, 夹角约束也得到了尽可能多的满
足; 2) 共面点的参数化方法可以同时处理共面约束
和平面间的夹角约束; 3) 优化问题的求解仍然是无
约束的非线性最小二乘, 迭代的每一步只需要求解
稀疏的增强型法方程.

1 相关工作

在场景结构或相机运动已有先验信息的情况下,
设计一个包含这些先验信息的捆绑调整是非常必要

的. 已有许多研究致力于利用先验信息来提高三维
结构或相机运动参数估计的精度. 这些方法可分为
带有约束的运动和带有约束的三维结构两类.

第一类方法根据视觉系统的相机配置或从其

他传感器获得的测量量对相机的运动参数进行约

束[1−4]. Lhuillier 提出了一种带相机位置约束的捆
绑调整用于在重建过程中融合全球定位系统信息[1].
该方法在调整过程中, 将相机位置约束在全球定位
系统提供的位置上或其附近, 通过约束相机位置参
数和空间点位置两者更新量的模, 使重投影误差的
变化在每次迭代中有上限. Wong 等充分利用了转
台重建方法对相机位置的约束[2]. 通过将相机位置
参数化在一个圆周上, 带约束的捆绑调整提供了比
无约束的捆绑调整更准确的结果. Di 等为火星探测
器着陆地点建立三维地图任务开发了带有约束的捆

绑调整[3]. 该方法从立体视觉相机位置配置出发, 导
出了两个相机之间的几何约束, 并将该约束用于参
数化相机运动参数. Börlin 等比较了在捆绑调整中
两种不同的旋转矩阵参数化对最终结果的影响[4].

第二类方法主要讨论具有先验结构信息的捆绑

调整[5−11]. Zhou 等提出了通过空间平面诱导的单
应进行内参数自标定和三维结构重建[5]. 利用该方

法避免了平面引起的退化和去除运动前景对重建的

影响, 因此达到鲁棒效果. 但其方法中并未讨论夹角
的约束. Shan 等提出了用带有约束的捆绑调整来
改进人脸建模[6]. 在这个方法中, 空间点被限制在
一张参数化曲面上. 在目标函数中引入线性化的惩
罚函数后, 用拉格朗日乘数法求解. Fua 提出了用
带正规化项的捆绑调整对人头部建模[7]. 当曲面光
滑时, 该方法通过在目标函数中加入正规化项的方
法, 避免了曲面的过度变形. 虽然该方法仅在人的头
部数据上进行了验证, 但可以应用在其他类似场合
中. Szeliski 等将平面约束用在重建过程中[8]. 该方
法首先从平面诱导的单应导出基本矩阵的形式, 其
次平面约束也作为捆绑调整的约束加入到优化过程

中, 但是该方法的捆绑调整过程将相机位置估计和
空间结构估计分为两个阶段交错进行, 因此并非最
优. Bartoli 等分析了共面约束并且对满足约束的几
何元素提出了最小化的参数化方法[9]. 由于平面结
构的参数化在射影空间完成, 因此该方法并未研究
平面夹角的约束. Gerke 提出了一种带有水平、垂
直和直角约束的捆绑调整[10]. 该方法用于从倾斜角
度拍摄的航拍图片进行三维重建. 从这些约束出发,
处于水平和垂直方向上线段的端点被重新参数化并

用于进一步的优化, 但在近景测量的情况下, 水平和
垂直约束一般不容易自动得到. McGlone 讨论了如
何通过带约束的捆绑调整对特征匹配和几何关系假

设进行验证, 进而区分内点和外点[11].
当需要从没有方位信息的图片恢复带有平面结

构的场景时, 融合有结构先验信息的捆绑调整将更
具优势. 对于度量重建问题, 本文提出了一种可以同
时表达共面约束和夹角约束的参数化方法. 将此参
数化后的空间点坐标代入重投影误差之和这一代价

函数中, 可以使平面参数、空间点参数和相机运动参
数通过 L-M 迭代过程, 同时得到优化. 较之前的融
合先验信息的方法, 我们在共面约束基础上, 进一步
引入了夹角约束, 增加了方法的精度和实用性.

2 针对包含平面结构的带约束的捆绑调整

无约束情况下捆绑调整问题定义如下[12−13]:

argmin
Xi,Cj

{∑
i

∑
j

‖Proj(Xi, Cj)−Mij‖2

}
(1)

其中, Xi 是第 i 个空间点坐标, Mij 是Xi 在第 j 个

相机 Cj 下的观测值. 本节主要讨论如何利用先验信
息将共面点进行参数化并代入式 (1) 中求解, 以达
到在优化过程中融合结构上的先验信息. 第 2.1 节
讨论如何参数化一个共面点集合与该集合确定的平

面, 并且讨论了初始化这些参数的方式. 第 2.2 节讨
论式 (1) 中的代价函数被新参数替换之后的形式以
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及求解方法. 第 2.3 节讨论如何从空间点中寻找夹
角约束.

2.1 参数化

为了能够同时处理共面约束和夹角约束, 一个
共面点集所确定的平面 p 的参数定义为如下形式:

p = {O, N0, N1} = {O, R(γ)e0, R(γ)e1} (2)

其中, O 是平面 p 上的点, N0 和 N1 是两个单位正

交向量且两者的外积是该平面的法向量, R(γ) 是旋
转矩阵, e0 和 e1 是优化过程中保持不变的两个单位

正交向量. 在本文方法中, 旋转矩阵采用指数映射表
示方式, 定义为 R(γ) = e[γ]× , 其中 γ 是该旋转矩阵

对应的角轴表示, [γ]× 是定义该旋转的 3× 3 反对
称阵. 指数形式与其他表示形式之间的关系参考文
献 [14]. 由于 e0 和 e1 是常向量, 平面 p 的法向量

(R(γ)e0) × (R(γ)e1) = R(γ)(e0 × e1) 则完全由 γ

决定. 由于 e0 和 e1 在给定 N0 和 N1 后由 R(γ) 完
全确定, 当选用另一个 γ 作为法向量参数时, 可以通
过选择相应的 e0 和 e1 保持法向量不变. 对应于这
种平面的参数化方式, 在 p 上的一点Xi 具有如下形

式:

Xi = O + ui
0N0 + ui

1N1 = O + [N0 N1 ]ui (3)

其中, ui = [ui
0 ui

1 ]T 是该点在所处平面的二维坐标
系下的坐标.
图 1 是平面的参数和其上一点的参数. 这种参

数化方法为同时处理共面约束和夹角约束提供了简

便的方法. 从式 (2) 和式 (3) 得到共面点集中的某
点 Xi 可以表示为:

Xi(O, γ, e0, e1, ui) = O + R(γ)[ e0 e1 ]ui (4)

令X1
i 和X2

i 分别是参数化为 {X1
i (O1, γ1, e1

0, e
1
1, u

1
i )}

和 {X2
i (O2, γ2, e2

0, e
2
1, u

2
i )} 的两个共面点集. 由 X1

i

和 X2
i 确定的两平面的夹角为:

θ = 〈R(γ1)(e1
0 × e1

1), R(γ2)(e2
0 × e2

1)〉 (5)

如果 γ1 和 γ2 是互相独立的变量, 则两个平面
的夹角在优化过程中将发生变化. 假如两个平面的
法向量由同一个初始化为 γ1 的 γ 参数决定, 即两个
共面点集被重新参数化为 {X1

i (O1, γ, e1
0, e

1
1, u

1
i )}

和 {X2
i (O2, γ, R′e2

0, R
′e2

1, u
2
i )}, 其 中 R′ =

R−1(γ1)R(γ2). 此时不论 γ 取何值, 两个平面的
夹角仍然保持为式 (5). 即两个法向量相对运动关系
不变, 优化过程中呈刚体形式在空间中运动. 这个例
子解释了本文方法中如何参数化需要保持夹角不变

的两个或多个共面点集. 将式 (4) 代入式 (1) 可以
得到一个新的参数下具有共面约束和夹角约束的代

价函数. 通过最小化该代价函数, 无约束的空间点、
平面上的空间点、平面参数和相机运动参数都可以

得到优化.

图 1 平面及其上的点的参数化方法

Fig. 1 Parameters for a plane and a space point on it

2.1.1 共面点集参数的初始化

在实际应用中, 如果有点集 P = {Xi, i =
1, · · · , n} 被认为是共面点集, 则平面的参数可以
按如下方式得到:

首先, O 被初始化为点集的重心, 因此

O =
1
n

n∑
i=1

Xi (6)

式中, O 仅是一个参数, 而并不一定要在优化过程中
保持是该平面的重心. 在得到 O 之后, 构建如下 P
的数据矩阵:

M = [ X̃1 · · · X̃n ] = [ X1 −O · · ·Xn −O ] (7)

设M 的奇异值分解形式为:

M = UΣV T = [ U1 U2 U3 ][ Λ3×3|03×(n−3) ]V T

(8)

N0 和 N1 可被初始化为 U 的前两列, 即:

N0 = U1, N1 = U2 (9)

假设 e0 = [1 0 0]T, e1 = [0 1 0]T, 根据式 (2)
和式 (9), 不难发现 R = U .
当平面参数 p 已经从矩阵 P 得到, 点 Xi 在该

平面上的二维坐标 ui 可由下式求得:

ui =

[
〈N0, Xi −O〉
〈N1, Xi −O〉

]
(10)

如果由该点集确定的平面与其他点集确定的平

面间没有夹角约束, 则该平面在本文中被称为自由
平面.
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2.1.2 相互间具有夹角约束的平面簇的参数化方法

一个平面簇在本文中定义为一组两两之间夹角

固定的平面, 类似于第 2.1 节介绍的例子, 其中所有
平面的法向量由同一个旋转参数 γ 以及各自的 ei

0

和 ei
1 决定. 因此, 一个平面簇的参数是所有该簇的

平面的参数 O 和所有平面共有的一个 γ. 由于 O 的

确定在这个情况下与第 2.1.1 节的方法相同, 所以本
节主要讨论如何确定公共的旋转 R(γ) 和每个平面
的 ei

0 和 ei
1. 不失一般性, 我们以法向量线性无关的

三个平面作为例子阐述参数化的方法. 这种方法很
容易扩展到多于三个平面的情况.
假设 pi = {Oi, N i

0, N i
1}, i = 1, 2, 3 是由三个

共面点集确定的三个空间平面. 三个平面两两之间
的夹角在优化过程中需要保持不变.

如图 2 所示, 三个角度约束是:

{ 〈n1, n2 ≥ cos θ12

〈n2, n3 ≥ cos θ23

〈n1, n3 ≥ cos θ13

(11)

其中, ni = N i
0 ×N i

1 = Ri(ei
0 × ei

1) 是三个平面的单
位法向量. 为了保持两两平面间的夹角不变, 三个平
面的法向量应当由同一个旋转 R(γ) 参数化. 这个
簇的旋转参数可以按如下方式得到:

图 2 三个平面的法向量配置以及相应的 e′i2
Fig. 2 The configuration of the normals of the three

planes and the corresponding e′i2
′s

假设 e′i2, i = 1, 2, 3 是三个单位向量, 使得 Re′i2
是 pi 的法向量. 将 Re′i2, i = 1, 2, 3 代人式 (11), 得:

{ 〈e′12, e′22 ≥ cos θ12

〈e′22, e′32 ≥ cos θ23

〈e′12, e′32 ≥ cos θ13

(12)

在确定满足式 (12) 的三个向量 e′12、e′22 和 e′32 后,
则:

R = [n1 n2 n3][e′
1
2 e′22 e′32]

−1 (13)

如图 2 所示, e′12 和 e′22 可以分别选为 [1 0 0]T

和 [cos θ12 sin θ12 0]T, 而 e′32 可以由 ‖e′32‖ = 1,
(n1 × n2)Tn3 = (e′12 × e′22)

Te′32 和式 (12) 确定.

对于平面个数大于 3 的情况, 首先构建矩阵 D:

D = [n1 · · ·nN ] (14)

使用如下的方法可以很容易确定含有 N 个平

面的簇的旋转参数:
1) 如果 rank(D) = 1, 即所有平面具有相同的

法向量, 此时寻找到这个簇的公共旋转矩阵与单个
平面的参数化是一样的;

2) 如果 rank(D) = 2, n1 和 n2 可以选为 D 中

两个不同的向量, 而 n3 可以选为 n1 × n2, 因此 e′32
应为 e′12 × e′22.

3) 如果 rank(D) = 3, n1、n2 和 n3 可以选为

D 中线性无关的三个向量.
4) 将簇中所有平面初始的 Ri 用新 R 替换

时, 不应改变平面 pi 的法向量, 因此将 e′ij =
R−1Riei

j, j = 0, 1 选为各个平面的新的 ei
j. 显然,

R(e′i0 × e′i1) = N i
0 ×N i

1.
属 于 这 个 簇 的 所 有 平 面 都 具 有 pi =

{Oi, R(γ)e′i0, R(γ)e′i1} 形式的参数. 由于所有平
面具有相同的旋转参数 γ, 因此在优化过程中可以
很精确地满足夹角约束.

在实际应用中, 在点集估计出来的平面法向量
之间, 往往并不严格满足从先验知识中得到的那些
约束. 所以需要将从实际数据中得到的受噪声影响
的一个平面簇法向量与先验地设定的法向量通过一

个旋转变换尽量对齐. 对齐的标准是对应的法向量
之间夹角最小. 因此, 求得每个 e′i2 对应的 ni 后, 公
共的旋转 R 可以通过求解下列问题得到:

arg min
γ

∑
i

−〈R(γ)e′i2, ni〉 (15)

得到 R(γ) 后, 平面法向量 ni 将被 R(γ)e′i2 取
代. 同时, 对应的 e′i0 和 e′i1 也需要重新计算, 使
e′i0 × e′i1 = e′i2.
至此, 我们得到了用于后续捆绑调整的满足共

面约束和夹角约束的三维结构参数集合. 对比无约
束的捆绑调整和其他融合先验信息的捆绑调整, 本
文方法有以下三点优势: 1) 共面约束严格满足, 并
且夹角约束也得到了尽可能多的满足; 2) 共面约束
和平面间的夹角约束在同一种参数化形式下得到了

处理; 3) 将具有新参数形式的空间点坐标带入代价
函数后, 优化问题的求解仍然是无约束的非线性最
小二乘.

2.2 被重新参数化后的代价函数以及求解方法

当所有共面点集按照共面约束和夹角约束参数

化成式 (4) 后, 式 (1) 中被新参数替换后的代价函数
可用无约束的方法求解. 假设空间结构由M 个无约
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束的三维点, N 个自由平面和 K 个平面簇组成, 记
Xi 是第 i 个无约束点的坐标, Y j

i 是第 j 个自由平

面上的第 i 个点, Zjk
i 是第 k 个平面簇中的第 j 个

平面上的第 i 个点. 在新的参数下, 代价函数为:

arg min
P

K∑
k=1

∑
j

∑
i

∑
l

‖Proj(Zjk
i , Cl)−M jk

il ‖2+

N∑
j=1

∑
i

∑
l

‖Proj(Y j
i , Cl)−M j

il‖2+

M∑
i=1

∑
l

‖Proj(Xi, Cl)−Mil‖2 (16)

其中, Mil、M j
il 和M jk

il 分别是相应空间点在相应图

像下匹配的特征点坐标. 由于式 (16) 中的参数 P 具

有分块结构, P = [pc pq pγ pp pv pu px], 其中 pc 是

所有相机参数的集合, pq 是所有属于某个簇的平面

的 O 参数组成的向量, pγ 是由K 个簇的K 个公共

旋转参数组成的向量, pp 是由N 个自由平面的参数

组成的向量, pv 是由所有属于某个簇的点的 u 坐标

(如式 (3) 所示) 组成的向量, pu 是由所有属于某个

自由平面的点的 u 坐标组成的向量, px 是所有自由

点的坐标组成的向量. 式 (16) 中的问题可以通过常
用的数值方法求解. 本文采用 L-M 方法, 迭代的每
一步需要求解如下增强型法方程:

(JTJ + λI)δ = −JTE (17)

其中, J 是所有空间点在相机下的投影对参数向量

的导数. 在新的参数下, JTJ 是分块稀疏矩阵, 其上
三角部分如下.




C CQ CΓ CP CV CU CX

Q QΓ QV

Γ ΓV

P PU

V

U

X




(18)

由于 V、U 和 X 都是块对角可逆矩阵, 块矩阵
diag{V, U, X} 的 Schur 补的上三角部分为:

A =




C̃ C̃Q C̃Γ C̃P

Q̃ Q̃Γ

Γ̃
P̃




(19)

其中,

C̃ = C − CV V −1CT
V−

CUU−1CT
U − CXX−1CT

X (20)

C̃Q = CQ − CV V −1QT
V (21)

C̃Γ = CΓ − CV V −1ΓT
V (22)

C̃P = CP − CUU−1PT
U (23)

Q̃ = Q−QV V −1QT
V (24)

Q̃Γ = QΓ −QV V −1ΓT
V (25)

Γ̃ = Γ− ΓV V −1ΓT
V (26)

P̃ = P − PUU−1PT
U (27)

如果没有任何先验约束加入, 式 (19) 将变成

A = C − CXX−1CT
X (28)

这就是传统无约束方法中需求解的约简相机参数系

统[12].
假设重建的场景结构和相机参数包括了 L 个具

有 n 个参数的相机, 属于K 个簇的平面共 P 个, 自
由平面共 N 个. 在这种情况下, 式 (19) 中的 A 是

nL + 3P + 3K + 6N 阶实对称阵. 随着越来越多的
平面加入到优化中, Schur 补的维度将随着平面个
数线性增长. 因此, 迭代每一步求解法方程的代价要
比无约束的相应求解代价高. 为了降低求解复杂度,
我们使用了稀疏的求解技术[15] 和基于图分割的预

条件子方法[16]. 稀疏求解技术使矩阵 A 的对称分解

复杂度仅与对称分解因子的非零元个数有关; 而基
于图分割的预条件子技术对求解变元进行重新排序,
进一步降低了对称分解的复杂度.

2.3 从点集中寻找夹角约束

共面点集可以通过平面模型拟合或手工方法选

择出来. 当所有的共面点集都找到后, 每个点集都按
照自由平面方法进行参数化. 通过测试所有平面两
两间法向量的夹角是否与先验的夹角之一接近, 可
以建立一个图 G = [V E]. 在这个图中, 每一个顶点
代表一个平面, 每一条边表示两顶点所代表的平面
之间有夹角约束, 而一个完全子图表明属于该子图
的顶点两两之间有夹角约束, 因此构成一个平面簇.
由于要找出满足所有约束的一种参数化方法非常困

难[9], 因此我们采取了一种贪心的方法来保留尽可
能多的夹角约束. 首先, 在这个图中找到最大的完全
子图, 并且将属于该完全子图的顶点对应的所有平
面作为一个平面簇进行参数化; 然后, 这个完全子图
将被移除出原有的图 G. 用贪心的方法进行迭代直
到剩下的顶点全部为孤立顶点; 最后, 所有的孤立顶
点对应的平面都作为自由平面进行参数化. 图 3 为
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一个简单的例子. {p3, p4, p5} 和 {p6, p7, p8} 分别是
两个长方体的三个面, {p1, p2} 是两个任意放置的平
面. 该例子中先验的角度是 0 和 π/2. 指定的 ei

2 是

[1 0 0]T、[0 1 0]T 和 [0 0 1]T. 对应于该配置的约束
图中的虚线边对应的夹角约束没有考虑在内.

图 3 具有先验信息的空间结构和对应的约束图

Fig. 3 A structure with a prior information and its

corresponding constraint graph

3 实验结果

包含结构信息的优化方法的有效性在模拟数据

和实际应用中都得到了验证. 无约束的捆绑调整
(BAn)、仅平面约束的捆绑调整 (BAp)、平面和夹
角约束的捆绑调整 (BApa) 三种方法在实验中进行
了比较. 三种方法的比较在具有真值的模拟数据上
进行. 评价方法优劣的标准是重建结果和真实值之
间的差. 第 3.2 节是针对标定块的实验, 进一步比较
三种方法的性能, 并且通过建筑物的重建的例子, 展
示本文方法的实用性.

3.1 模拟数据实验

模拟数据通过 SFM 方式得到. 首先, 根据空间
点位置和相机运动参数, 生成各相机下的合成图像;
然后, 对图像上空间点的投影位置加上均值为 0 的
高斯噪声的扰动. 高斯噪声的标准差为 0.5∼ 2.5, 以
0.5 为间隔, 从 0.5 变化到 2.5. 根据图像上对应点
的投影坐标以及内参数, 可以对模拟的场景进行三
维重建. 经过三种方法优化后, 各个方法给出的空
间点位置和相机运动参数估计值与真实值进行比较,
说明约束对重建结果的影响. 估计值与真实值的平
均偏差用估计参数和真实参数之间的欧氏距离的平

均值衡量. 为了去除度量重建之间相似变换的影响,
第一个相机的运动参数设置为 [R t] = [I 0], 并且第
一个与第二个相机之间的基线长度归一化为 1. 图 4
为本次实验的结果. 从图 4 可以看出, 带约束的优化
结果比不带约束的优化结果离真值更近. 不带约束
的优化结果随着噪声水平的增加也增加得更快. 随
着越来越多的约束加入到优化中, 估计值和真值之
间的偏差越来越小, 并且随噪声水平的增长速度也

变得更加缓慢, 其原因在于随着约束的增多, 场景结
构的已知成分就越大.

(a) 空间结构的平均偏差

(a) Average deviation of structure

(b) 运动参数的平均偏差

(b) Average deviation of motion

图 4 估计值与真值间的平均偏差

Fig. 4 Average deviation of estimated parameters

from truth

为了进一步说明本文方法的特性, 我们比较了
三种方法在不同视数、不同最大基线长度和不同共

面点比例下, 对同一场景的三维结构和相机运动参
数进行优化的结果. 实验中所使用的模拟数据由准
确的三维结构、相机运动参数和空间点在相机上的

投影加上 0 均值高斯噪声得到. 每组数据具有不同
的视数、最长重建基线和共面点占所有空间点的比

例. 每个配置下生成 10 次数据用于优化, 取偏差的
平均值作为测试方法的估计值偏差. 在讨论重建参
数准确度和某个因素的关系时, 将该因素相同的所
有测试结果进行平均. 例如, 当需要考察重建准确度
与最大基线长度的关系时, 是将所有具有最大基线
长度的结果进行平均. 这样处理更能说明这种关系
在各种情况下的一致性. 图 5 说明了随着视数、最
大基线长度和共面点比例的增加, 三种方法优化后
空间结构估计的准确度均会增加. 并且约束越充分,
结构估计的准确度越高. 这也是由于先验信息的加
入, 使得部分结构已知的结果. 图 6 表明了在视数、
最大基线长度和共面点比例增加的情况下, 相机运
动参数估计的准确度也有所增加. 这是由于结构的
改进, 对相机运动参数的估计有积极作用.
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(a) 受视数的影响

(a) The influence of view number

(b) 受最大基线长度的影响

(b) The influence of maximal length of baseline

(c) 受共面点比例的影响

(c) The influence of proportion of coplanar points

图 5 空间结构的平均偏差

Fig. 5 Average deviation of structure

图 7 显示了经过重新参数化后的空间结构与真
值之间的差. 值得注意的是, 图 7 (c) 反映了随着共
面点比例的升高, 初值也和真值更加接近. 因此说明
迭代次数的减少和迭代初值的改进密切相关. 从图 8
可以看出, 带约束方法比无约束方法收敛的平均迭
代次数少.
为了评估稀疏方法的时间开销, 测试有结构约

束方法的时间复杂度, 用不同视数和空间平面个数
的模拟数据. 在测试数据中, 式 (19) 中的矩阵 A 的

阶数是 7m × 6n, 其中, m 是视数, n 是平面个数.
由于在实际重建应用中, 矩阵 A 往往比较稀疏, 因
此在高斯消元或对称分解过程中可以仅针对非零元

进行操作. 本文采用对称分解方法对方程进行求解.
稠密的对称分解方法所需时间与矩阵维度的三次方

成正比, 而稀疏的分解方法与分解结果的非零元个
数成正比, 因此大幅度降低了时间复杂度. 另外, 对
矩阵行列进行重新排列可以对分解过程进行并行化

处理, 从而降低分解时间. 但是问题的性质从根本上
决定了稀疏性带来的性能提升, 因此不同问题中稀
疏解法的加速比也会相差很大.

(a) 受视数的影响

(a) The influence of view number

(b) 受最大基线长度的影响

(b) The influence of maximal length of baseline

(c) 受共面点比例的影响

(c) The influence of proportion of coplanar points

图 6 运动参数的平均偏差

Fig. 6 Average deviation of camera motion

为此, 我们对稀疏性质不同的两个问题进行了
求解时间上的比较. 问题 1 是一个法方程较为稀
疏的重建问题, 每个空间点的观测数约为总视数的
1/10. 问题 2 是一个法方程全是非零元的重建问题,
所有的空间点在所有图片下有匹配的特征点. 这两
个问题的求解时间见表 1 和表 2, 括号内数据是使用
稠密求解方法的时间. 从表中可以看出, 稠密方法的
求解时间仅与矩阵维度有关, 与问题的稀疏性无关.
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使用稀疏的求解方法可以使求解时间大幅降低, 并
且减缓所需时间随 A 阶数的增加而增加的速度.

(a) 受视数的影响

(a) The influence of view number

(b) 受最大基线长度的影响

(b) The influence of maximal length of baseline

(c) 受共面点比例的影响

(c) The influence of proportion of coplanar points

图 7 初始空间结构的平均偏差

Fig. 7 Average deviation of initial structure

3.2 实际应用测试

3.2.1 在标定块上的测试

本节利用恢复标定块的三维结构测试, 对这三
种方法进行了比较. 如图 9 所示, 标定块上的点分
为四类. 对于无约束的方法 BAn, 所有点均认为是
无约束的空间点. 对于仅具有平面约束的方法 BAp,
三个正方形框上以及内部的点被认为是三个共面点

集. 对于具有平面以及平面夹角约束的方法 BApa,
正方形框上以及内部的点被认为是三个共面点集,
并且平面的法向量两两垂直. 在后两种方法中, 框外
的点被认为是自由点集合.

(a) 受视数的影响

(a) The influence of view number

(b) 受最大基线长度的影响

(b) The influence of maximal length of baseline

(c) 受共面点比例的影响

(c) The influence of proportion of coplanar points

图 8 平均迭代次数

Fig. 8 Average steps of iteration before convergency

三个正方形框的边被用于衡量各方法对结构恢

复的准确度. 为了消除相似变换对结果的影响, 评价
中使用了图 9 中所示的线段长度比值. 这些比值的
真实值是 1. 用不同方法重建得到的结果进行该比
值的测量, 如表 3 所示. 从测量的均值和标准差可以
看出, 在使用了包含先验信息的优化后, 重建准确度
和精度都得到了提升.

3.2.2 在建筑物重建中的应用

由于许多建筑物表面是由平面拼接而成, 所以
本文方法可以用来得到一个与该建筑物先验信息相

吻合的三维结构. 在得到初始重建后, 我们通过两种
方法得到点集的共面信息. 一种是利用 J-linkage 实
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表 1 稀疏和稠密方法用于求解问题 1 的法方程时间 (ms)

Table 1 Time costs of augmented normal equation solving based on sparse and dense methods for Problem 1 (ms)

视数 \ 平面数 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

20 0.5 (0.8) 0.5 (1.1) 0.6 (1.4) 0.7 (1.8) 0.7 (2.2) 0.7 (2.7) 0.8 (3.2) 0.8 (3.8) 0.8 (4.5) 0.8 (5.0) 0.9 (5.7)

60 2.2 (20) 2.4 (22) 2.4 (24) 2.4 (26) 2.5 (29) 2.5 (31) 2.6 (34) 2.6 (37) 2.7 (40) 2.8 (42) 3.0 (45)

100 6.1 (89) 6.6 (95) 6.9 (108) 6.5 (112) 6.7 (118) 6.1 (122) 6.7 (132) 6.8 (136) 6.8 (143) 6.9 (149) 6.9 (162)

表 2 稀疏和稠密方法用于求解问题 2 的法方程时间 (ms)

Table 2 Time costs of augmented normal equation solving based on sparse and dense methods for Problem 2 (ms)

视数 \ 平面数 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

20 1.0 (0.8) 1.2 (1.1) 1.5 (1.4) 1.8 (1.7) 1.8 (2.2) 2.1 (2.7) 2.3 (3.2) 2.7 (3.8) 3.0 (4.5) 3.4 (5.3) 3.9 (6.2)

60 8.5 (20) 9.2 (22) 10 (24) 11 (26) 12 (29) 12 (31) 14 (34) 14 (37) 16 (40) 17 (43) 17 (46)

100 30 (91) 31 (96) 33 (100) 35 (106) 37 (112) 38 (120) 40 (126) 42 (132) 44 (138) 46 (146) 47 (155)

表 3 线段长度比测量值

Table 3 Length ratio of the segments measured

方法 s2/s1 s3/s1 s4/s1 s6/s5 s7/s5 s8/s5 s10/s9 s11/s9 s12/s9 均值 标准差

BAn 0.995450 1.02070 1.01465 0.975152 0.977288 0.994831 0.979676 0.974925 1.00458 0.993029 0.0174973

BAp 0.997801 1.01539 1.01206 0.983739 0.984721 0.997248 0.991344 0.986924 1.00629 0.997281 0.0117884

BApa 0.999215 1.01134 1.00870 0.989130 0.991947 0.998167 0.995963 0.991761 1.00341 0.998854 0.00771090

现共面点集的聚类[17]. 但考虑到自动方法在实际应
用中的适用性, 我们保留了手工方法, 即通过在图片
上指定共面点集投影区域来产生点集共面信息. 得
到初步的共面点集后, 进一步利用极大似然估计采
样一致方法[18] 将所选的潜在共面点集内点选出, 进
行平面拟合. 当所有平面都初始化完成, 根据第 2.3
节所述夹角约束方法将会自动获得. 在优化结束时,
每个平面都可以生成三角网格, 用于纹理映射.

图 9 用于重建的点和测量的线段

Fig. 9 Points and segments to be measured

图 10 (a) 中的教学楼具有 5 个不同朝向的外立
面. 设定的先验夹角是 0、π/4 和 π/2. 三维结构包
含了 102 个视数、1 个约 8 000 个点的平面簇和约
9 000 个自由点, 优化时间为 295 秒. 图 10 (a) 中的
商场具有 12 个平面. 先验的角度是 0 和 π/2, 设定
的 ei

2 是 [1 0 0]T 和 [0 1 0]T. 三维结构包含了 113
个视数, 9 个自由平面 (约 6 000 点), 1 个包含有三
个平面共约 3 000 点的平面簇和大约 1 万个自由点,
优化时间为 305 秒. 在实际应用中可以发现, 平面
间的夹角在矫正之前与先验的夹角之间有数度的偏

差. 本文方法可以在严格满足共面约束和夹角约束
条件下, 使相机运动参数和空间结构得到重投影误
差最小的估计.

4 结论

通过对共面点进行满足共面约束和平面间夹角

约束的重新参数化, 新的以重投影误差最小为目标
的代价函数可以在严格满足两种约束的条件下, 对
相机运动参数和包括自由空间点、共面的空间点以

及空间平面在内的空间结构进行优化. 模拟实验和
实际应用都验证了该方法的有效性. 该方法在城市
环境等具有许多平面结构的场景恢复中, 有重要的
应用价值. 这种方法也可以拓展到具有显式表达的
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参数表面重建过程中.

(a) 用于重建的图像

(a) Images used for reconstruction

(b) 人机交互恢复出具有纹理的空间平面

(b) Textured planes recovered based on human machine

interaction

(c) 自动平面模型拟合的平面恢复结果

(c) Textured planes recovered based on automatic plane fitting

图 10 应用于建筑物重建时得到的表面模型

Fig. 10 Surface model acquired when applied to building

reconstruction
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