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基于密度估计的逻辑回归模型

毛 毅 1 陈稳霖 2 郭宝龙 1 陈一昕 2

摘 要 介绍了一种基于密度的逻辑回归 (Density-based logistic regression, DLR) 分类模型以解决逻辑回归中非线性分类

的问题. 其主要思想是根据 Nadarays-Watson 密度估计将训练数据映射到特定的特征空间, 然后组建优化模型优化特征权

重以及 Nadarays-Watson 密度估计算法的宽度. 其主要优点在于: 它不仅优于标准的逻辑回归, 而且优于基于径向基函数

(Radial basis function, RBF) 内核的核逻辑回归 (Kernel logistic regression, KLR). 特别是与核逻辑回归分析和支持向量机

(Support vector machine, SVM) 相比, 该方法不仅达到更好的分类精度, 而且有更好的时间效率. 该方法的另一个显著优点

是, 它可以很自然地扩展到数值类型和分类型混合的数据集中. 除此之外, 该方法和逻辑回归 (Logistic regression, LR) 一样,

有同样的模型可解释的优点, 这恰恰是其他如核逻辑回归分析和支持向量机所不具备的.
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A Novel Logistic Regression Model Based on Density Estimation

MAO Yi1 CHEN Wen-Lin2 GUO Bao-Long1 CHEN Yi-Xin2

Abstract We propose a density-based logistic regression (DLR) model for classification to address the challenge of the

nonlinear classification problem in this domain. Based on a Nadarays-Watson density estimator, the training data is

mapped into a particular feature space. Then, an optimization model is set up to optimize the feature weights and the

width in the Nadaraya-Watson density estimation algorithm. We show that it is superior to not only standard logistic

regression but also kernel logistic regression (KLR) with radial basis function (RBF) kernels. The results show that DLR

compares favorably against other nonlinear methods including KLR and support vector machine (SVM). The introduced

approach achieves not only better classification accuracy but also better time efficiency. Another major advantage of

our method is that it can be naturally extended to cope with hybrid data with both categorical features and numerical

features. Moveover, our approach shares with logistic regression the same advantage of interpretability of the model, which

is not obtained by kernel based methods such as KLR and SVM.
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作为数据挖掘、机器学习的关键部分, 分类在
机器视觉[1−3]、药物开发[4]、语音识别、手写辨识

等方面有着广泛的应用. 它是基于已知训练集识
别一个新的实例属于哪个类别的有监督的学习问

题. 在分类算法中, 有以下五个重要的衡量指标: 非
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线性分类的能力、数据类型的敏感度、多类分类的

能力、效率、结果的可信任度. 几乎没有一种分类
算法可以完美地处理所有这些问题. 目前存在很多
分类模型, 如支持向量机 (Support vector machine,
SVM)、逻辑回归 (Logistic regression, LR)、核逻辑
回归分析 (Kernel logistic regression, KLR)、决策
树 (Decision tree, DT)、朴素贝叶斯 (Naive Bayes,
NB) 分类等, 但是它们大部分只适应于特定类型的
数据或输出. 例如, SVM 是在处理数字和非线性可

分数据方面非常有优势, 而 LR 则支持概率类型结
果的输出.
支持向量机 (SVM)[5] 是一种经典的二值分类

器, 通过解带约束条件的二次优化问题来建立数据
集之间的最佳分界线. 与其他算法相比, 其重要优势
在于: 通过使用不同的核函数, SVM 既可以用于线
性分类, 也可以用于非线性分类. 但是由于其依赖于
一对一模式, SVM 在多类分类上受到很大限制. 尽
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管在将 SVM 扩展到多类分类上做了很多努力, 众
所周知, 这些方法仍然有很多负面的影响[6−7]. 例
如, 多类别分类中, SVM 一对多的决策方法就深受

数据集类间不平衡的影响. 另一个重要的问题是它
可能将同一实例分配给多个类. 虽然许多方法被提
出来解决这些问题, 但是它们都有其他不利影响: 比
如效率. SVM 的结果是纯粹二分的, 不支持概率输
出. SVM 从一个任务的数值输出与另一个任务的数
值输出不具有可比性. 此外, 与基于信任度的分类器
相比, 这种没有限制的数值对于终端用户来讲很难
解释其背后的意义.
逻辑回归 (LR) 是分类的重要方法之一. 标准

逻辑回归使用输入变量的系数加权线性组合来分类.
相较于支持向量机, 自某一给定的类上, 标准逻辑回
归能给出相应的类分布估计, 并且在模型训练时间
上也占很大优势. 此外, 标准逻辑回归比支持向量机
更容易扩展到多类分类. 美中不足的是, 标准逻辑回
归是线性的分类器.
将核函数与标准逻辑回归相结合衍生出的核逻

辑回归 (KLR)[8−9], 与 SVM 有着类似的损失函数.
通过使用总体精度矩阵, KLR 往往能实现与 SVM
类似, 甚至更好的分类性能, 并且支持概率类型结果
输出. 但是 KLR 不能作为二次规划问题拟定, 需要
解无约束的优化问题, 从而需要非线性的迭代优化
算法, 如 Newton 和Quasi-Newton 算法. 由于计算
每次迭代的梯度代价高, 所以核逻辑回归的算法复
杂度非常高.

SVM、LR、KLR 都可以处理数值类型的特征.
当处理数值和分类型混合类型数据时, 传统方法是
将分类型数据转换为数值型数据. 对于一个有m 个

类型的分类数据, 一般需要 m 位的数值来表示[10].
m 位数值中只有一位为 1, 其余为 0. 但是, 这种预
处理方式增加了特征的数量, 特别是当一个变量的
类型多时, 很容易使算法陷入高维分类的尴尬境地.
朴素贝叶斯 (NB)分类由先验概率 p(xi|y)通过

贝叶斯法则推出后验概率 p(y|xxx). 当 xi 为数值类型

变量时, 朴素贝叶斯分类器被证明为线性分类器[11].
此外, 朴素贝叶斯分类器是基于特征条件独立的假
设. 一旦数据集不满足这一假设, 其分类准确度将会
大受影响.

为了解决以上分类模型中的问题, 在本文中, 我
们提出了一种基于密度的逻辑回归 (Density-based
logistic regression, DLR) 模型. 接下来, 我们将详
细论述所提出的新模型的理论合理性和实际应用的

有效性. 在第 1 节中, 我们将介绍传统的 LR 算法.
在第 2 节中, 我们将讨论 DLR 在二元分类特征变
量独立情况下中公式的推导表示. 然后, 在第 2.5 节
中, 将模型与 Nadaraya-Watson 密度估计中参数 h

结合, 我们提出一种基于最大化训练集整体似然函
数学习最优化参数的方法 DLRH.

1 逻辑回归 (LR)算法

假设有数据集D = {xxxi, yi}, i = 1, · · · , N , xxxi ∈
RD, yi ∈ {0, 1}, 输入向量为 xxx = (x(1), · · · , x(D)),
类标签 y 为二值函数: y 为 0 或 1. 逻辑回归 (LR)
为基于如下的概率模型:

p(y = 1|xxx) = σ(wwwTφ) =
1

1 + exp(−wwwTφ)
=

1

1 + exp(−
D∑

d=0

wdφd(xxx))
(1)

这里, www 是需要被学习的特征的权重值, 而 φ(xxx) 定
义了特征向量的转换函数. φ0 = 1 代表常数项. 本
文提出了一种对于输入向量的新的变化方式 φ.
对于每一个 i, 定义 bi = p(yi = 1|xxxi) 如式 (1).

逻辑回归最大化训练集的似然概率:

p(yyy|www) =
N∏

i=1

byi

i (1− bi)1−yi (2)

www = (w0, · · · , wD)T 是系数向量.
该问题等价于最小化负的似然概率, 或是以下

形式的熵误差函数:

E(www) =− ln p(yyy|www) =

−
N∑

i=1

{yi ln bi + (1− yi) ln(1− bi)} (3)

求 E(www) 关于www 的导数, 得到:

∇E(www) =
N∑

i=1

(bi − yi)φ(xxxi) = ΦT(bbb− yyy) (4)

建立 SVM 模型等价于最小化:

1
N

N∑
i=1

(1− yi) (5)

与 SVM 一样, 逻辑回归也可以与 “核” 结合, 产生
核逻辑回归 (KLR)[8−9, 12]. 核 SVM 与 KLR 的时
间复杂度均为 O(N 3). 核逻辑回归最小化下面的函
数:

E(www) =
N∑

i=1

{yi ln bi + (1− yi) ln(1− bi)}+ λ‖www‖2

(6)
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2 基于密度的逻辑回归 (DLR)模型

本节将描述针对逻辑回归 φ 的构造和参数自动

调节的新方法. 这里, φ 是将 xxx 映射至特征空间的映

射函数.

2.1 逻辑回归的局限性

假设输入向量是 xxx = (x(1), · · · , x(D)), 对应的
类标签 y 是二值的: y ∈ {0, 1}, 基于贝叶斯准则, 我
们得到:

p(y = 1|xxx) =
p(www, y = 1)

p(www)
=

p(xxx, y = 1)
p(xxx, y = 1) + p(xxx, y = 0)

= (7)

1
1 + exp(−τ(xxx))

(8)

其中,

τ(xxx) = ln
p(xxx, y = 1)
p(xxx, y = 0)

(9)

对比式 (1), (8) 和 (9), 能够看到在逻辑回归中
的如下关系:

D∑
d=0

wdφd(xxx)) = τ(xxx) (10)

标准逻辑回归只简单地运用了 φd(xxx) = x(d), 从
而得到:

1) 若 wd > 0, 则 p(y = 1|xxx), 且随着 x(d) 的增

长, τ(xxx) 增加;
2) 若 wd < 0, 则 p(y = 1|xxx), 且随着 x(d) 的减

少, τ(xxx) 增加.
因此, 采用简单映射函数 φd(xxx) = x(d) 的一个

弊端是: 当 p(y = 1|xxx) 和 x(d) 为单调函数的时候,
逻辑回归的建模效果很好; 而当两者关系违背这一
假设的时候, 所建模型的准确度会大打折扣.

2.2 DLR模型和单变量映射

本节将详细描述我们提出的 DLR 模型. 为简
化表示, 我们首先讨论当类标签 y 为二值的情况: y

∈ {0, 1}.
我们提出的 DLR 模型依然遵循 LR 在式 (1)

的参数模型. 但是, 它采用新的变化矩阵 φ, 我们的
特征映射函数 φd 定义如下:

φd(xxx) = ln
p(y = 1|x(d))
p(y = 0|x(d))

− D − 1
D

ln
p(y = 1)
p(y = 0)

(11)

右边第 1 项为考虑 x(d) 时 y = 1 的概率. 第 2 项
D−1

D
ln p(y=1)

p(y=0)
为数据集类别不平衡的量度. 因此, 这

里 φd(xxx) 可以认为是当 x(d) 时 y 为 1 的 “似然” 概
率的评价量度. wd 的大小评价了第 d 个特征变量对

于 y 被标记为 1 的贡献度.
引理 1. 如图 1 所示, 对于给定 y, 如果所有变

量 x 均条件独立时,

p(xxx, y) =
D∏

d=1

(
p(x(d), y)
p(y)

D−1
D

)
(12)

图 1 DLR 中的条件独立模型

Fig. 1 The independence model in DLR model

证明. 如果所有变量均条件独立时,

p(xxx|y) =
D∏

d=1

p(x(d)|y) (13)

因此,

p(xxx, y) = p(xxx|y)p(y) = p(y)
D∏

d=1

p(x(d)|y) =

D∏
d=1

p(x(d)|y)p(y)

p(y)D−1
=

D∏
d=1

p(x(d), y)

p(y)D−1
=

D∏
d=1

p(x(d), y)
p(y)

D−1
D

(14)

¤
定理 1. 对于给定 y, 如果所有变量 xxx 均条件独

立时, 映射函数 φ (对于所有 d, wd = 1) 将反映数据
的真实分布.
证明. 根据式 (9) 和定理 1, 我们得到:

τ(xxx) = ln
p(xxx, y = 1)
p(xxx, y = 0)

=

ln

D∏
d=1

(
p(x(d), y = 1)
p(y = 1)

D−1
D

)

D∏
d=1

(
p(x(d), y = 0)
p(y = 0)

D−1
D

) =
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ln

D∏
d=1

(
p(y = 1|x(d))p(x(d))

p(y = 1)
D−1

D

)

D∏
d=1

(
p(y = 0|x(d))p(x(d))

p(y = 0)
D−1

D

) =

ln

D∏
d=1

(
p(y = 1|x(d))
p(y = 1)

D−1
D

)

D∏
d=1

(
p(y = 0|x(d))
p(y = 0)

D−1
D

) =

D∑
d=1

(
ln

p(y = 1|x(d))
p(y = 0|x(d))

− D − 1
D

ln
p(y = 1)
p(y = 0)

)
=

D∑
d=1

φd(xxx)

¤
定理 1表明,在条件独立假设前提下,当所有wd

= 1 时, DLR 可以完整地描述数据的真实分布. 同
时, 我们也可以看到朴素贝叶斯和我们提出的 DLR
模型之间的联系. 朴素贝叶斯首先建立 p(x(d)|y) 模
型, 然后根据贝叶斯准则得到 p(y|xxx), 而我们提出的
DLR 直接建模得到 p(y|x(d)), 通过式 (1) 即可得到
p(y|xxx). 根据定理 1, 我们能够得到在条件独立假设
前提下, 当所有 wd = 1 时, DLR 可以完整地描述
数据的真实分布, 这与 NB 是吻合的. 虽然单变量的
DLR 模型有同样的条件独立的假设, 但是与 NB 不
同的是, 这并不是 DLR 严格限制的. 当给定的数据
集不能完全满足条件独立时, DLR 模型仍然能够通
过最大化似然概率得到权重集 www, 正如原始 LR 一
样. 所不同的是, DLR 是非线性的, 而 LR 是线性
的. DLR 包含了 LR 的处理不均衡的能力和 NB 衍
生的能力, 而NB 分类器可以看做是DLR 的一个特
例.

2.3 核密度估计函数 φφφ

在第 2.2 节中, 如式 (11) 所示, 我们提出了针
对DLR 的转换 φ. 下面将详细介绍如何估计式 (11)
中的概率. 给定训练集 D = {xxxi, yi}, i = 1, · · · , N ,
我们需要对每一维 d 估计出 φd(xxx). 将 D 分为两个
子集 D1 和 D0, 分别包含 y = 1 和 y = 0 的数据点.
φd(xxx) 的导数为 p(x(d), y) 和 p(y). p(y) 可以由简单
计算 y 在 D 中的比例得出.

p(y = k) =
|Dk|
N

, k = 0, 1 (15)

对于 p(x(d), y), 分为离散、连续变量两种. 如果
x(d) 为分类型变量时, p̃(y = k|x(d)) 仅仅为 y = k

在第 d 个变量于 x(d) 训练集中的比值. 因此, φ 在分

类型变量时可以通过简单计算得到.
定理 2. 当数据集所有变量 x(d) (d = 1, 2, · · · ,

D) 为分类型时, DLR (wd = 1) 与 NB 分类器有同
样的决策边界.
证明. 给定实例 xxx, NB 分类器采用如下准则给

出类标签:

f(xxx) = arg max
y

p(y)
D∏

d=1

p(x(d)|y) =

arg max
y

p(xxx, y)

令 τ(xxx) = ln p(xxx,y=1)

p(xxx,y=0)
,我们能够得到: 如果 τ(xxx) > 0,

输出结果为 1, 反之为 0. 从定理 1, 我们得知当所有
wd = 1 时, DLR 模型对于 τ(xxx) 有同样的决策. 此
外, 如定理 1 所示, NB 有同样的条件独立的假设.
对于分类型变量, DLR 模型和 NB 均通过计算每一
维的发生频率来计算 τ(xxx). 因此, DLR (wd = 1) 与
NB 分类器有同样的决策边界. ¤
对于所有数值变量 x(d), 我们提出使用

Nadaraya-Watson 估计器来估计 p(y = k|x(d)) (k
= 0, 1).
根据 Nadaraya-Watson 估计, 我们得到:

p(y = k|x(d)) =

∑
i∈Dk

K

(
x(d) − x

(d)
i

hd

)

N∑
i=1

K

(
x(d) − x

(d)
i

hd

) (16)

K(x) 为核函数, 并且满足 K(x) ≥ 0,
∫

K(x)dx =
1. hd > 0 为和密度函数的宽度系数. 本文, 我们采
用 Gaussian 核函数来构造K(x),

K(x) =
1√
2π

exp
(
−x2

2

)
(17)

将式 (16)替换为式 (11), 得到第 k 维上的变换:

φd(xxx) = ln

∑
i∈D1

K

(
x(d) − x

(d)
i

hd

)

∑
i∈D0

K

(
x(d) − x

(d)
i

hd

) −

D − 1
D

ln
p(y = 1)
p(y = 0)

(18)

运用 Gaussian 核函数, 得到:
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φd(xxx) = ln

∑
i∈D1

exp

(
−(x(d) − x

(d)
i )2

2h2
d

)

∑
i∈D0

exp

(
−(x(d) − x

(d)
i )2

2h2
d

) −

D − 1
D

ln
p(y = 1)
p(y = 0)

(19)

φd(xxx) 为数据变量 x(d) 的转换. 本质上, 我们用
式 (11) 给出了贝叶斯在 DLR 上的解释, 然后运用
式 (11) 中基于核的方法来估计密度.

2.4 hdhdhd 参数自调整

在 Nadaraya-Watson 估计中, hd 作为自由参

数, 仍然需要调节. 尽管有很多迭代算法来调节 hd,
但是均与数据集本身无关. 本文提出一种基于最大
化训练集整体似然函数学习最优化参数的方法, 其
等价于优化式 (3) 中的 E. 为了解决这个优化问题,
我们需要计算 E 关于 hd 的导数

∂E
∂hd

.
令

rd = − 1
2h2

d

(20)

根据式 (19), 得到:

φd(xxx) = ln

∑
i∈D1

exp(rd(x(d) − x
(d)
i )2)

∑
i∈D0

exp(rk(x(d) − x
(d)
i )2)

−

D − 1
D

ln
p(y = 1)
p(y = 0)

=

g1 − g0 − S (21)

这里

gj = ln
∑
i∈Dj

exp(rd(x(d) − x
(d)
i )2) (22)

S =
D − 1

D
ln

p(y = 1)
p(y = 0)

(23)

因此, E 关于 hd 的导数为

∂φd(xxx)
∂rd

=
∂g1

∂rd

− ∂g0

∂rd

(24)

对于 j = 0, 1,

∂gj

∂rd

=
∑

i∈Dj

[(x(d) − x
(d)
i )2 · exp(rd(x(d) − x

(d)
i )2)]

∑
i∈Dj

exp(rd(x(d) − x
(d)
i )2)

=

∑
i∈Dj

[(x(d) − x
(d)
i )2 ·K(x(d)−x

(d)
i

hd
)]

∑
i∈Dj

K(x(d)−x
(d)
i

hd
)

(25)

下面计算 ln bi 和 ln(1− bi) 关于 rd 的导数, 也就是
∂E
∂rd
的导数, 根据式 (1), 得到:

∂ ln bi

∂rd

=
exp(−

D∑
d=1

wdφd(xxxi))

1 + exp(−
D∑

d=1

wdφd(xxxi))
wd

∂φd(xxxi)
∂rd

=

(1− bi)wd

∂φd(xxxi)
∂rd

(26)

以及,

ln(1− bi) = ln
exp(−∑D

d=1 wdφd(xxxi))

1 + exp(−∑D

d=1 wdφd(xxxi))
=

−
D∑

d=1

wdφd(xxxi) + ln bi (27)

∂ ln(1− bi)
∂rd

= − wd

∂φd(xxxi)
∂rd

+
∂ ln bi

∂rd

=

− biwd

∂φd(xxxi)
∂rd

(28)

将式 (28) 和 (26) 代入式 (3), 得到如下表达式:

∂E

∂rd

=−
N∑

i=1

{
yi

∂ ln bi

∂rd

+ (1− yi)
∂ ln(1− bi)

∂rd

}
=

N∑
i=1

(bi − yi)wd

∂φd(xxxi)
∂rd

(29)

从式 (20), 我们得到:

∂E

∂hd

=
∂E

∂rd

· ∂rd

∂hd

=

1
h3

d

N∑
i=1

(bi − yi)wd

∂φd(xxxi)
∂rd

(30)

最终, 将式 (24) 和 (25) 代入式 (30), 从而得到 ∂E
∂hd

的完整表达式.

2.5 算法描述

令 hhh = (h1, h2, · · · , hD), 式 (30) 梯度函数 hhh 即

可得到. 然而, hhh 的二阶偏导数却很难计算, 最终导
致在 www 和 hhh 的联合空间中 Newton 算法很难实现.
这里, 我们提出一种学习包括 www 和 hhh 所有参数的分

层优化框架, 如算法 1 所示. 整个优化框架包含两
层. 与 SVM 超参数优化相似[13], 我们将整个数据
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集分为三部分: 训练集、验证集和测试集. 首先, 在
外层, 特征矩阵 φ 根据新的 hhh (第 4∼ 8 行) 更新数
据. 如果变量是分类型数据时, 相应的特征通过计算
(x(d)

i , y = 1) 和 (x(d)
i , y = 0) 频率得到. 对于数值

型数据 x(d), 我们运用式 (19) 的核密度估计算法来
计算相应的特征 φd(xxx) (第 9∼ 11 行). 在内层循环
中, 我们固定 hhh, 根据训练集中的数据通过 Newton
算法来优化 www. 最终, 根据式 (30) (第 12∼ 16 行)
通过计算导数的下降方向来优化 hhh.

算法 1. DLR分层优化学习

1. Initialize www

2. Initialize hhh

3. repeat // Outer level

4. for i = 1 to N do // Feature mapping

5. for d = 1 to D do

6. Φi,d ← ln
p(x

(d)
i ,y=1)

p(x
(d)
i ,y=0)

// Φ is feature matrix

7. end for

8. end for

9. repeat // Inner level. Fix hhh and optimize www

10. www ← www − ∇E
∇2E

// Newton′s method

11. until www converges

12. for d = 1 to D do // Fix www and tune each hd

13. if x(d) is a numerical variable then

14. hd ← hd − γ ∂E
∂hd

// Gradient descent.

15. end if

16. end for

17. until hhh converges

通过算法 1, 我们能够推导出 DLR 中的两个重
要变量. 我们将整个完整的算法称为 DLRH, 因为
算法本身自动选择 hhh. 如果我们在初始值时固定 hhh,
去掉第 12∼ 16 行的优化步骤, 则称此算法为 DLR.
因为它与传统 LR 算法一样, 只是在特征映射的时
候才用了不同的算法. 在实验部分, 我们将对 DLR
与 DLRH 分别进行评估.

3 讨论: 一种新的概率鉴别核

本节我们将从核方法的角度来讨论 DLR 模型,
从而说明 DLR 不仅是一个正定的核算法, 更是一种
鉴别的核算法. 我们将通过与现有的核比较来阐述
这一点. 众所周知, LR 和 SVM 模型可以在一个统
一的视角下研究. 它们都可以理解为优化下面这个
函数:

min
www

E =
1
2
‖www‖2 + C

∑
i

g(−yi ·wwwxxxi) (31)

LR 模型采用 LOG 损失函数

g(η) = log(1 + eη) (32)

SVM 模型利用 hinge 损失函数

g(η) = max(1− η, 0) (33)

由 Representer 定理, 两个模型都是利用核函数来
获得非线性分离. 从这个角度看, 提出的 DLR 模型
可以看作是采用 LR 模型中 LOG 损失函数, 但是
DLR 采用了如下的核模型:

kDLR(xxx,xxx′) = φ(xxx)φ(xxx′) =
D∑

d=1

φd(xxx)φd(xxx′) =
D∑

d=1

kd(xxx,xxx′)

(34)

这里, φd 采用式 (11) 中的变换, 并且 kd(xxx,xxx′) =
φd(xxx)φd(xxx′). 在某种程度上, 一个内核定义了两个
数据实例之间的相似性. 例如, 高斯内核解释基于距
离的相似性. 根据式 (11) 和第 2.2 节中的讨论, 每
个 φd 代表当给定 x(d) 时, y 和标签 1 之间的似然概
率. 特别是, kd(xxx,xxx′) 代表两个实例第 d 个变量之间

的相似度, 而整体的相似度有每一维的相似度的整
合来定义. 我们能够从下面的例子中得到上述事实.

1) 如果 x(d) 和 x(d)′ 均有很高的概率被标记为
1, 那么 φd(xxx) 和 φd(xxx′) 均为正, 而且它们的乘积
(即 kd(xxx,xxx′)) 应较大;

2) 如果 x(d) 和 x(d)′ 均有很高的概率被标记为
0, 那么 φd(xxx) 和 φd(xxx′) 均为负, 而且它们的乘积应
较大;

3) 如果 x(d) 和 x(d)′ 有很高的概率被标记为不
同的类别, 那么对应的 φd 应为一正一负, 而且它们
的乘积应为负.
显然, DLR 在式 (34) 中的核是一个正定的核,

因为它在特征空间的内积核矩阵总是正定的. 如
文献 [14] 所述, 对于一个良好的核函数, 我们需要
k(xxx,xxx′) 满足条件当 y = y′ 时, k(xxx,xxx′) > 0 和当 y

6= y′ 时, k(xxx,xxx′) < 0. 当一个核函数严格满足以上
条件时, 数据集中的实例将有可能被完全分类正确.
通过上面的分析, 我们能够看到, 我们提出的 DLR
非常接近这个条件, 所以说我们的核函数不仅是一
个正定的核, 而且是一个良好的核函数. 与现存的核
函数, 比如 Polynomial 核、Gaussian 核相比, 我们
提出的核函数通过鉴别性的条件概率考虑到了类别

中隐藏的信息, 从而使得相似性的衡量更加准确. 而
这一点在其他的核函数, 比如 Gaussian 函数中均没
有考虑到.

3.1 时间复杂度分析

核 SVM与KLR的时间复杂度均为O(N 3). 其
中 N 为数据集的大小. 逻辑回归的时间复杂度与
其使用的具体优化算法有关, 一般来讲, 其时间复杂
度为 O(M)[15], 其中 M 为优化矩阵中非零元素的
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个数. 在贝叶斯算法中, 模型训练的时间复杂度为
O(N). 本文提出的算法 DLRH 复杂度主要由三部
分决定: 核密度转换的时间、逻辑回归的时间和训
练H 的时间. 核密度转换的时间与数据的特征量D

成正比, 训练 H 的时间与算法的收敛度有关 (算法
中每次都采用上一次优化得到的参数作为下一步的

初始点, 大大加快了收敛的速度), 所以本文的时间
复杂度为 O(M) + O(D). 而一般情况下 D ¿ M ,
所以忽略非主要项的时间复杂度为 O(M), 远远低
于核 SVM 与 KLR 的时间复杂度.

4 相关工作

逻辑回归 (LR) 仍然是数据挖掘、数据分类中
应用最常用的方法之一[15]. 在语义网服务匹配[16]、

流行病研究[17]、预测地质灾害[18−19] 等方面都有着

广泛的应用. Das 等[20] 提出将协变量与逻辑回归结

合来解决逻辑回归在有缺失的数据集中预测偏差的

问题. 多元逻辑回归 (Multinomial logistic regres-
sion, MLR) 模型作为一种推广的具有两个以上离
散结果的逻辑回归模型[21], 在实际建模中也得到了
广泛的应用. 文献 [22] 利用正规划逻辑回归对脑磁
图 (Magnetoencephalography, MEG) 数据进行特
征选择.
逻辑回归还可以从贝叶斯的角度来进行研究,

尽管确切的贝叶斯推理是不可行的, 或仍然需要一
些近似, 如拉普拉斯近似[23]. KLR 中的对偶算法
与 SVM 中的串行最小优化 (Sequential minimal
optimization, SMO) 算法[12] 的思路基本相似. 在
KLR 损失函数中引入导入向量机 (Import vector
machines, IVM), 使其具有了 SVM 的框架[9]. 导入
向量 (IVM) 具有逻辑回归很多有利的特性, 包括估
计隐藏概率和推广至多类问题的能力. 与其他复杂
的算法相比, 如贝叶斯逻辑回归和 SVM, 我们的算
法仅仅需要一个简单的预处理, 将输入向量变换为
特征, 并且如逻辑回归一样只需要解一个无约束优
化问题. 它仍然继承着逻辑回归相对 SVM 的优势.

Raina 等提出一种用于分类的混合生成/鉴别
模型[24]. 同样地, 他们将每个变量 xk 变换为特征

φk = ln(p̂(x, y = 1)) − ln(p̂(x, y = 0)). 但是, 它
只考虑到 x 取离散值的情况. 并且, p̂(x, y = 1) 和
p̂(x, y = 0) 概率是从贝叶斯模型学习得到, 需要大
量采样. 这对于连续型 x 并不适用. 与此不同, 我们
利用一个平滑的核密度估计算法, 从而使得对于连
续 x 仅需少量的采样点. 与此同时, 我们的核宽度
hk 可以自动优化生成.
在已有文献中, 还有其他相关的结合生成和鉴

别的概率核. Jaakkola 等提出了在有识别力的分类
模型中使用生成技术[25]. 他们提出使用 Fisher 分

数从生成模型来生成一个内核, 从而可以用于区别
模型, 例如 SVM 和 LR. 但是, 这种 “生成” 核仅仅
适合于一些特定域的任务, 比如分类结构化数据, 并
且对不同的任务要求不同的生成模型. 例如, 顺序
数据如蛋白质和 DNA 的 Fisher 核通常由隐马尔
可夫模型 (Hidden Markov model, HMM) 生成[26],
而文本分割的核通常来源于线性判别分析 (Linear
discriminant analysis, LDA)[27]. 另外一种更普遍
的概率核是文献 [28] 中描述的用来分类标记图像的
边缘内核. 然而, 它仍然需要一个特定域的生成模
型. 文献 [29] 引入鉴别核, 这里映射函数也是基于
log(p(y|xxx, θ)). 并且, 它仍然依赖于一个特定的生成
模型, 如 HMM, 因为 θ 取决于 HMM. 与其他基于
模型的内核相比, 我们的 DLR 内核不需要对数据集
假设任何底层模型, 而直接使用 Nadaraya-Watson
密度估计量在每一维中来近似 p(y|xxx), 从而使得我
们的算法不受数据集的限制, 有着更广泛的应用空
间.

5 实验结果

本节我们将对本文提出的基于密度的逻辑回归

(DLR) 和自调节 “hhh” 的 DLR (DLRH) 模型进行评
估. 当比较本文算法与其他算法的有效性时, 在不同
的数据集上, 我们采用其他 5 个主要的分类方法作
为我们的比较对象. 实验结果主要集中在以下三个
问题: 分类精度、执行速度和不同的基准数据集的鲁
棒性. 用于比较的数据分类算法包括逻辑回归、支
持向量机和内核逻辑回归. Polynomial 和径向基函
数 (Radial basis function, RBF) 内核均被用于支
持向量机和内核逻辑回归分类算法中来评估算法.

5.1 归一化

假设 φ(x)min 和 φ(x)max 分别为数据集中的最

大值和最小值. 对于一个实例, 归一化算法如下:

φ(x)nor =
φ(x)− φ(x)min

φ(x)max − φ(x)min

通过这种方式, 式 (11) 中的数据贡献不均衡将
被取出, 所以对每一个实例做如下的归一化:

φ(x)nor =
φ(x)
‖φ(x)‖

5.2 简单构造数据集上的实验结果

首先我们在如图 2 和图 3 所示的简单一维和二
维数据上比较实验结果. 一维数据在 [0, 1]; [10, 12];
[20, 21] 三个区间随机产生. 每个区间随机产生 100
个点, 其中第一个区间和第三个区间的数据有相同
的类标签, 共计 300 个点, 两个大类. 二维数据从均
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值为 [100], [−100], [0, 10] 和 [0,−10] 这 4 个多变量
标准分布中产生, 共计 1 200 个点. 前两个分布的协
方差为 σ = [1, 0; 0, 100], 后两个分布的协方差为 σ

= [100, 0; 0, 1].

图 2 一维数据集分布

Fig. 2 1-D dataset

图 3 二维数据集分布

Fig. 3 2-D dataset

从表 1 的分类准确度比较结果中, 我们能够看
到, 与其他算法相比, DLR 方法有相同甚至更好的
分类精度. 特别当数据集为非线性分布时, DLR 与
传统的逻辑回归算法相比, 分类精度大大提高. 相比
RBF 核的 KLR, SVM 分类算法有着更好的分类精
度. 同时, DLRH 模型将精度从 0.865 进一步提升至
0.893, 从而证实了调节 hhh 的有效性. 除此之外, 从
表 2 可以看出, 与 RBF 核的 KLR、SVM 分类算法
相比, DLR 和 DLRH 的算法运行时间也大大缩减.
因此, 虽然我们的算法与线性逻辑回归有着相同的
算法复杂度, 但是比很多先进的非线性分类算法有
着更好的分类准确度和更短的分类时间.

5.3 UCI数据集上的实验结果

为了进一步检验算法的鲁棒性, 我们将 DLR 和
DLRH 用于 UCI 数据集中[30]. 表 3 列出了这些数
据集的主要特征, 包含了实例数、特征数量、正实
例的个数. 第二个数据集有 167 个缺失数据, 可以
用来进一步检验算法的鲁棒性. 缺失的数据用原始

数据集中的特征期望值来替代. 表 4 和表 5 比较
了 DLR、DLRH 与其他算法的分类精确度和 AUC.
表 6 为各个算法在 UCI 数据上的运行时间比较.
SVM、KLR 非线性分类器往往比线性分类器, 如
LR、NB 分类效果更好. 并且, 我们能够看到与其他
算法相比, DLR、DLRH 有着更好的分类精度, 同
时和 LR 有着相近的执行时间. 如表 4 所示, DLR
对于不完整数据集有着更好的鲁棒性. KLR、SVM
对于核的选择有着相当的敏感性. 在大多数情况下,
RBF 核比 Polynomial 核有着更好的分类精度, 但
是对于 Hepatitis domain 数据集, Polynomial 核却
有着更好的表现. 由于数据分布的差异性, 很难判断
哪种核函数更合适, 除非将所有核函数一一试过. 而
我们新提出的逻辑回归算法的优势在于: 我们对于
数据集不假设核, 取而代之, 我们用核密度估计来发
现数据集背后的分布.

5.4 分类型数据集上的实验结果

分类数据是一种统计的数据类型组成的分类变

量, 用于观察到的数据, 它的值是固定数目的标称
类别之一, 或已被转换成这种形式的数据, 例如, 分
组数据. 当处理分类型 (Categorical data) 混合类
型数据时, 传统方法是将分类型数据转换为数值型
数据. 对于一个有 m 个类型的分类数据, 一般需
要 m 位的数值来表示[10]. m 位数值中只有 1 位为
1, 其余为 0, 从而使得同一类之间的距离为 0, 不同
类的距离为 1. 在我们提出的 DLR 算法中, 我们可
以轻易跳过数据转换, 不用将特征空间扩展为 m ×
num. 我们在 UCI 的分型数据上测试了我们的算
法. 从表 7 和表 8 可以看到, 与其他基于核的分类
器相比, 在保持高分类精度的基础上, DLR 可以大
幅度降低训练时间.

6 结论

作为模式识别、数据挖掘的重要分支, 分类越来
越广泛的应用领域, 使之成为医疗、航空电子侦察等
系统的核心和关键技术. 本文提出了一种基于密度
的逻辑回归模型. 该方法基于逻辑回归的二元基本
模型, 构建了一种非线性的新型分类器. 实验结果表
明其不仅在分类精度、分类鲁棒性上比传统分类方

法有优势, 而且在训练时间上也明显优于其他算法.
除此之外, 该算法可以很自然地扩展到数值类型和
分类型混合的数据集中. 并且其训练得到的模型比
SVM、贝叶斯等方法具有更强的解释性. 但是, 目前
算法在算法优化时间上仍然有很大的优化空间, 在
以后的工作中将尝试探寻压缩运行时间的方法. 和
现有的工作[31−32] 相结合, 我们也将进一步研究新
密度模型在流数据中的应用.
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表 1 算法精度比较

Table 1 Accuracy of various methods

Accuracy (%)

Data set LR NB KLR (Polynomial) KLR (RBF) SVM (Polynomial) SVM (RBF) DLR DLRH

1-D data set 63.33 67.02 96.67 96.67 96.67 96.67 96.67 96.67

2-D data set 50.3 54.0 52.5 86.3 52.5 83.5 86.5 89.3

表 2 运行时间比较

Table 2 Running time of various methods

Time (ms)

Data set LR NB KLR (Polynomial) KLR (RBF) SVM (Polynomial) SVM (RBF) DLR DLRH

1-D data set 46.8 54.6 78.5 140.4 889.2 390.0 62.4 62.4

2-D data set 31.2 124.8 187.2 3 868.8 140.4 2 808.0 109.2 249.2

表 3 UCI 数据集

Table 3 UCI dataset

Data set #Instances #Attributes #Positive

Breast cancer wisconsin 699 9 239

Hepatitis domain 155 19 32

Ionosphere 351 33 126

Cleveland heart disease 297 13 137

Pima indians diabetes 768 8 268

表 4 UCI 数据集上算法精度比较

Table 4 Accuracy of various methods on UCI dataset

Accuracy (%)

Data set LR NB KLR (Polynomial) KLR (RBF) SVM (Polynomial) SVM(RBF) DLR DLRH

1 93.9 94.3 93.0 96.5 93.9 96.2 96.5 96.5

2 85.2 82.4 80.4 84.3 84.6 84.3 86.2 88.2

3 85.1 77.8 82.8 93.1 84.6 94.3 93.1 93.1

4 84.5 81.6 79.7 83.8 75.0 77.7 85.1 85.1

5 74.7 74.4 74.0 75.0 70.8 71.1 75.5 77.8

表 5 UCI 数据集上算法 AUC 比较

Table 5 AUC of various methods on UCI dataset

AUC

Data set LR NB KLR (Polynomial) KLR (RBF) SVM (Polynomial) SVM (RBF) DLR DLRH

1 0.9923 0.9690 0.9534 0.9835 0.9890 0.9860 0.9960 0.9960

2 0.8004 0.8040 0.5000 0.5207 0.8049 0.8512 0.8732 0.8781

3 0.8711 0.7980 0.9264 0.9635 0.7994 0.9610 0.9695 0.9695

4 0.8060 0.8040 0.5000 0.6053 0.8217 0.8168 0.8128 0.8134

5 0.7602 0.7642 0.5000 0.6322 0.5949 0.7740 0.7665 0.7873
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表 6 UCI 数据集上算法运行时间比较

Table 6 Running time of various methods on UCI dataset

Time (ms)

Data set LR NB KLR (Polynomial) KLR (RBF) SVM (Polynomial) SVM(RBF) DLR DLRH

1 46.8 249.6 1 700.4 312.2 2 620.8 1 716.1 296.4 702.0

2 62.4 156.0 842.4 124.8 93.6 93.6 78.5 249.5

3 62.4 140.4 1 154.4 1 201.2 421.2 3 822.0 124.8 546.0

4 31.2 124.8 1 060.8 1 154.8 499.2 93.6 124.8 604.2

5 62.4 140.4 3 042.0 3 556.8 22 245.7 5 772.0 452.4 764.4

表 7 分型数据集上算法精度比较

Table 7 Accuracy of various methods on categorical dataset

Accuracy (%)

Data set LR NB KLR (Polynomial) KLR (RBF) SVM (Polynomial) SVM (RBF) DLR DLRH

SPECFT heart data 57.8 65.4 65.6 74.5 63.3 76.7 77.8 87.6

Tic-tac 95.9 96.0 98.1 97.5 98.1 91.5 98.1 98.1

Monk problem 69.8 67.1 97.3 97.3 97.3 96.2 97.3 97.3

表 8 分型数据集上算法训练时间比较

Table 8 Training time of various methods on categorical dataset

Time (ms)

Data set LR NB KLR (Polynomial) KLR (RBF) SVM (Polynomial) SVM (RBF) DLR DLRH

SPECFT heart data 187.2 280.4 530.4 171.6 1 716.0 280.8 46.8 62.4

Tic-tac 218.4 256.8 8 907.6 1 872.0 11 548.7 764.4 46.8 46.8

Monk problem 187.2 124.8 1 388.4 795.6 12 230.4 390.0 31.3 31.3
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