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Non-Markovian开放量子系统的特性分析与状态转移

丛 爽 1 胡龙珍 1 杨 霏 1 刘建秀 1

摘 要 针对时间无卷积的二能级 Non-Markovian 开放量子系统, 分别研究了环境截断频率、耦合系数和系统振荡频率对系

统衰减系数、相干性和纯度的影响, 并根据不同数值对系统性能影响的分析结果来确定合适的系统仿真实验的参数; 基于李雅

普诺夫稳定性定理设计了用于系统状态转移的控制场; 在 Matlab 环境下进行了系统数值仿真实验, 研究了 Non-Markovian

系统自由演化轨迹的特性, 以及在所设计的控制器作用下纯态到纯态的状态转移, 并通过性能对比实验, 验证了所提出的量子

李雅普诺夫控制方法应用于 Non-Markovian 系统状态转移的有效性, 同时分析了控制参数、截断频率参数对控制系统性能的

影响.
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Abstract The weak-coupled two-level open quantum system described by non-Markovian time-convolution-less master

equation is investigated in this paper. The system characteristics with respect to the decay rate β(t), coherence factor

Coh and purity p in terms of the cut-off frequency ωc, coupling constant α and transition frequency ω0 are investigated,

respectively. The appropriate parameters used in system simulation experiments are determined by analyzing results

of different values of parameters for the effects of system performance. The control laws used to transfer the system

states are designed on the basis of the Lyapunov stability theorem. Numerical simulation experiments are implemented

under the Matlab environment. The features of the free evolution trajectory of the non-Markovian systems and the state

transfer from a pure state to a desired pure state under the action of the proposed control laws are studied, respectively.

By comparing the experimental results, the effectiveness of the proposed quantum Lyapunov control method applied to

the state transfer in non-Markovian open quantum systems is verified. Meanwhile, the influences of different control

parameters and cut-off frequencies on the system performance are analyzed.
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量子系统根据是否与外界环境有相互作用, 可
以分为封闭量子系统和开放量子系统. 封闭量子系
统是处于绝对零度条件或不与外界环境发生相互

作用, 其系统状态演化是幺正的量子系统. 而在实
际的量子信息处理和量子计算中, 系统往往难以达
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到封闭量子系统的理想条件, 会与外界环境进行相
互作用而成为开放量子系统[1−3]. 对于忽略环境
记忆效应的开放量子系统, 可以通过 Born 近似或
Markovian 逼近得到 Lindblad 型的Markovian 主
方程[4−5], 这种模型广泛应用于量子光学的很多领
域[6]. 但在另一些情况下, 比如初态的相关与纠缠、
量子系统与一个具有纳米结构环境的相互作用等都

会导致较长的环境记忆效应, 此时的Markovian 近
似失效, 系统会呈现出 Non-Markovian 特性, 这种
特性广泛存在于自旋回波[7]、量子点[8]、荧光系统[9]

中. 由于具有记忆效应的 Non-Markovian 量子系统
呈现出较复杂的系统特性, 对其状态的操纵和控制
也更困难. 近年来, 人们关注的重点主要集中在有关
Non-Markovian 系统物理特性和系统模型的研究
上, 例如, Non-Markovian系统的动力学特性[10−12],
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Non-Markovian 环境下量子信道中的纠缠动力学
特性[13−15] 以及 Non-Markovian 开放量子系统动
力学模型[16] 等. 随着量子控制理论与量子信息技
术的发展, 有关 Non-Markovian 开放量子系统控制
问题也开始展开. 如采用最优控制[17]、最优反馈控

制[18]、相干反馈控制[19] 等系统控制方法以及通过

量子广义测量[20] 来抑制消相干; 基于 GRAPE 算
法[21]、基于 Krotov 方法[22] 等搜索算法的最优控制

用来寻找制备单量子门的最优控制脉冲. 不过人们
对 Non-Markovian 开放量子系统状态转移的控制
研究比较少, 主要有: 基于微扰理论的最优控制的状
态转移[23] 和基于啁啾快速绝热过程 (Stark-chirped
rapid adiabatic passages, SCRAP) 技术的布居数
转移[24]. 对于实际中普遍存在的开放量子系统, 如
何操控系统的状态, 使之能在环境的影响下, 依然能
够演化到人们期望的状态是一项更加具有实际应用

价值和挑战性的研究. 从控制方法上来看, 基于李雅
普诺夫稳定性定理设计控制律的过程相对简单, 所
设计出来的控制律具有解析形式, 从而能够避免迭
代计算, 并且可以保证系统在李雅普诺夫控制下至
少是稳定的. 量子李雅普诺夫控制方法已经广泛应
用于封闭量子系统的状态制备与操控, 例如, 叠加态
的制备[25]、状态轨迹跟踪[26−27]、状态转移[28−30] 和

系统平衡态的布居控制[31] 以及不同李雅普诺夫函

数下系统收敛性[32−33] 问题研究等. 此外, 还有一些
学者研究了量子李雅普诺夫控制在Markovian 系统
的应用[34−35]. 然而, 就目前所知, 没有发现有关量
子李雅普诺夫控制应用于 Non-Markovian 系统状
态转移方面的研究.
本文期望采用基于李雅普诺夫稳定性定理设计

控制律, 来操控 Non-Markovian 系统纯态到纯态的
状态转移. 研究对象是与高温环境弱耦合的 Non-
Markovian 开放二能级量子系统. 采用时间无卷积
(Time-convolution-less, TCL) 形式的动力学主方
程, 在假设相互作用哈密顿量为双线性的前提下给
出控制系统模型. 在固定其他参数下, 分别研究了
环境截断频率、耦合系数和系统振荡频率对系统衰

减系数、相干性和纯度的影响, 以便能够为系统仿
真实验提供具有 Non-Markovian 特性的参数; 设计
了一组基于李雅普诺夫稳定性定理的控制场, 通过
调整相应的控制参数来有效地使系统状态向期望的

状态演化, 在给定的转移误差允许范围内, 实现了
Non-Markovian 系统从一个给定的初态转移到期望
目标态的控制任务; 最后, 在Matlab 环境下进行了
两组数值仿真实验: Non-Markovian 系统状态自由
演化和李雅普诺夫控制下的状态转移, 研究了系统
自由演化轨迹的特性, 并通过分析实验结果, 验证
了所提出的量子李雅普诺夫控制方法应用于 Non-
Markovian 系统状态转移的有效性, 并且分析了控

制参数、截断频率参数对控制系统性能的影响.
本文结构安排如下: 第 1 节采用 TCL 形式的

主方程给出高温环境下系统的控制模型; 第 2 节分
别分析环境截断频率、耦合系数和系统振荡频率对

系统特性的影响; 第 3 节进行控制器设计; 第 4 节在
Matlab 环境下进行了系统仿真实验, 分析实验结果
以及控制参数、截断频率参数对控制性能的影响; 第
5 节对全文进行总结.

1 系统模型的描述

考虑二能级开放量子系统, 假设系统与环境为
弱耦合, 且相互作用哈密顿量是双线性的, 采用的
Non-Markovian 动力学主方程是 TCL 形式的主方
程[5], 系统的模型可以写为[17]

ρ̇s =− i
~
[H, ρs] + Lt(ρs) (1)

Lt(ρs) =
∆ (t) + γ (t)

2
×

([
σ−ρs, σ−

†] +
[
σ−, ρsσ−

†]) +
∆(t)− γ (t)

2
([

σ+ρs, σ+
†] +

[
σ+, ρsσ+

†])

(2)

其中, ρs 是系统状态密度矩阵; H = H0 +∑2

m=1 fm(t)Hm 为系统总哈密顿量; H0 = 1
2
ω0σz

是系统自由哈密顿量, ω0 为系统的振荡频率; Hm 为

控制哈密顿量; fm(t) 是随时间变化的外部控制场;
H1 = σx, H2 = σy; σx, σy, σz 是 Pauli 矩阵 σ; σ±
= (σx ± iσy)/2 是产生和湮没算符. 为了简单起见,
我们取普朗克常数 ~ = 1. Lt (ρs) 描述了系统与环
境的相互作用.
在欧姆环境[17] 下, Lt (ρs) 中的耗散系数 γ(t)

和扩散系数 ∆(t) 的解析表达式[36] 可以表示为

γ(t) =
α2ω0r

2

1 + r2
{1− e−rω0t×

[cos(ω0t) + r sin(ω0t)]} (3)

∆(t) =
α2ω0r

2

1 + r2
{coth(πr0)− cot(πrc)e−ωct×

[r cos(ω0t)− sin(ω0t)] +
cos(ω0t)

πr0

×
[F̄ (−rc, t) + F̄ (rc, t)− F̄ (ir0, t)−

F̄ (−ir0, t)]− sin(ω0t)
π

×

[
e−v1t

2r0(1 + r0
2)

[(r0 − i)Ḡ(−r0, t)+

(r0 + i)Ḡ(r0, t)]+
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1
2rc

[F̄ (−rc, t)− F̄ (rc, t)]]} (4)

其中, 常数 α 为耦合强度, r0 = ω0/2πkT , rc =
ωc/2πkT , r = ωc/ω0, kT 是环境温度, ωc 是高频截

断频率; F̄ (x, t) ≡ 2F1(x, 1, 1 + x, e−v1t), Ḡ(x, t) ≡
2F1(2, 1 + x, 2 + x, e−v1t), 2F1(a, b, c, z) 是 Hyper-
geometric 函数[37].
在高温近似下, 扩散系数的表达式 ∆(t) 可以写

成如下形式[36]:

∆(t)HT =
2α2kTr2

1 + r2
×

{1− e−rω0t[cos(ω0t)− 1
r

sin(ω0t)]}
(5)

通过分析式 (3) 和式 (5) 可以得出: 在高温环
境下耗散系数 γ(t) ≈ 0, 并且 |∆(t)| À γ(t). 这
说明扩散系数 ∆(t) 在高温情况下对系统动力学特
性的影响占据着主导性作用. Markovian 和 Non-
Markovian 系统的本质区别在于是否存在环境的记
忆效应.定义衰减系数 β1,2(t) = (∆(t)± γ(t))/2,则
二者的区别就表现在 βi(t) 的符号上: 当 βi(t) ≥ 0
时, 系统主要呈现Markovian 特性; 当 βi(t) < 0 时,
系统呈现出 Non-Markovian 特性[38]. 由分析可知:
在高温环境下, 由于有 γ(t) ≈ 0, 所以有 β1(t) ≈
β2(t) = ∆(t)/2 = β(t). 值得注意的是: 当系统处于
中温或者低温环境时, 高温近似条件及其结果式 (5)
将不再适用, 此时 ∆(t) 的解析表达式需要重新推
导, γ(t) 将不能再忽略不计, βi (t) 与 ∆(t), γ(t) 都
相关.

2 参数对系统特性的影响

在高温环境下, 通过分析控制系统 (1), 可以发
现环境截断频率 ωc、耦合系数 α 和系统振荡频率

ω0 是影响系统性能的重要参数. 本节将研究各参数
对系统相干性和纯度性能的影响.

二能级量子系统的状态密度矩阵 ρ 与 Bloch 矢
量 rrr 的关系为: ρ = (I + rrr · σ)/2, 其中 rrr = (x, y, z)
= (tr(ρσx), tr(ρσy), tr(ρσz)), 且满足 ‖rrr‖ ≤ 1, 此时

ρ = 1
2

[
1+z x− iy

x + iy 1− z

]
. 定义相干性为: Coh =

‖x− iy‖ = ‖x + iy‖ =
√

x2 + y2; 定义纯度为: p =
tr(ρs

2), 那么, 纯度的变化率 ∂p
∂t
为

∂p

∂t
= 2tr(ρsρ̇s) =

2tr(ρs(−i[H, ρs] + Lt(ρs))) =

2tr(ρsLt(ρs)) (6)

将式 (2) 代入式 (6), 则有:

∂p

∂t
= 2tr(ρsLt(ρs)) ≈
− 4β(t)tr(XX† −XY − Y X + Y Y †) =

− 4β(t)
∥∥X − Y †∥∥2

= −4Kβ(t) (7)

其中, X = ρsσ−, Y = ρsσ+, K =
∥∥X − Y †∥∥2 ≥ 0.

由式 (7) 可以看出, Non-Markovian 系统中状
态纯度的变化 ∂p

∂t
与 β(t) 相关, 并且 β(t) 可正可

负, 即纯度的变化是非单调的; 而封闭量子系统中的
β(t) 为零, 纯度是保持不变的; Markovian 系统中
的 β(t) 是一个正值, 纯度的变化是单调的. 所以纯
度的变化体现出了 Non-Markovian 系统与封闭系
统、Markovian 系统特性的差异.

2.1 截断频率 ωcωcωc 对衰减系数 β(t)β(t)β(t)特性的影响

在保持温度 kT、系统振荡频率 ω0 不变的情况

下, 截断频率 ωc 对系统动力性特性的影响体现在参

数 r = ωc/ω0 上, 并且高温环境下有: β1(t) ≈ β2(t)
= ∆(t)/2 = β(t), 对式 (5) 进行整理, 可得衰减系
数 β(t) 为

β(t) =
α2kTr2

1 + r2
+

α2kTr√
1 + r2

e−rω0t sin(ω0t− arctan r) (8)

由式 (8) 可以发现: β(t) 是一个随时间振荡衰
减的曲线, 且随时间 t 的增加, β(t) 逐渐衰减, 并
最终稳定在一个正值 βM = β(t → ∞) = α2kTr2

1+r2

上; r 值决定了该曲线的包络线 Γ(t) = α2kTr2

1+r2 +
α2kTr√

1+r2 e−rω0t 的幅值、衰减速度以及这个正值 βM 的

大小. 当设置参数为: ω0 = 1, kT = 300ω0, α = 0.1
时, 对 r 分别取 0.05、0.1 和 1 时, β(t) 在 50 a.u. 时
间内的变化曲线如图 1 所示. 从图 1 可以发现: r =
0.05 时, β(t) 以较小的幅值在正负值之间随时间缓
慢衰减, 需要较长时间 (t ≈ 125 a.u.) 才能到达稳定
值 βM ; r = 1 时, β(t) 恒为正值并在较短的时间 (t
≈ 9.80 a.u.) 内很快衰减到稳定常值 βM . 此外, 高
温情况下, 当 r ≈ 0.274 时, β(t) ≥ 0 恒成立, 此时
系统 (1) 退化为一个Markovian 系统.

由第 1 节的分析和图 1 可知, r 取值不同, 系
统呈现出的特性有明显的差异: 当 r < 0.274 时,
Non-Markovian 特性和 Markovian 特性交替出现,
但 Non-Markovian 特性会随着时间演化逐渐消失,
系统退化为Markovian 系统, 并且 Non-Markovian
特性存在时间的长短取决于 r 值的大小; 当 r >

0.274 时, β(t) 会很快到达稳定值, 系统主要呈现
Markovian 特性.
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图 1 不同 r 值下 β(t) 的变化曲线

Fig. 1 Plots of β(t) with different r values

2.2 截断频率 ωcωcωc 对系统相干性和纯度的影响

由第 2.1 节的分析可知, r 值直接决定了 β(t)
的变化趋势, 本节将进一步研究 r 值, 也就是截断频
率 ωc 的值对状态相干性和纯度的影响. 选用系统初
态为叠加态 ρ0 = [1/3

√
2/3;

√
2/3 2/3], 其他参

数设置与第 2.1 节中相同, 参数 r = ωc/ω0 分别取

值为 0.1 和 1 时, 系统相干性 Coh 和纯度 p 随时间

的变化曲线如图 2 所示, 其中实线表示相干性变化
曲线, 虚线表示纯度变化曲线.
从图 2 中可以看出: 不同 r 值下系统相干性有

明显区别. 当 r = 0.1 时, 系统相干性随时间振荡
缓慢衰减; 当 r = 1 时, 系统相干性很快消失衰减
为零, 系统状态演化到平衡态, 此时系统主要呈现
Markovian 特性. 图 2 中系统状态纯度 p 的变化可

以结合图 1 来解释: 当 β(t) > 0 时, 导致纯度 p 单

调递减, 当 β(t) < 0 时, 纯度 p 单调增加, 系统状
态的纯度演化遵循式 (7), 对于 Non-Markovian 系
统, 纯度 p 的大小是在上下波动, 这种上下波动的
变化在演化过程中会逐渐消失, 此时 β(t) > 0 恒
成立, 系统的 Non-Markovian 特性消失, 系统退化
为 Markovian 开放量子系统, 这就会使纯度 p 不

断衰减, 状态向着平衡态演化. 为了能够对 Non-
Markovian 量子系统进行状态转移控制, 本文系统
仿真实验中的系统参数值取为 r = 0.05.

2.3 耦合系数 ααα对系统相干性和纯度的影响

本文所研究的Non-Markovian系统 (1)是通过
对耦合项进行二阶微扰展开的方式获得的, 其限制
条件是环境与系统为弱耦合, 本节我们将研究耦合
系数 α2 对系统性能的影响. 设置系统初态同第 2.2
节为 ρ0 = [1/3

√
2/3;

√
2/3 2/3], 参数为: ω0 = 1,

kT = 300ω0, r = 0.1, 耦合系数 α2 取不同数值下

系统状态相干性及纯度的变化情况如图 3 所示, 其
中点线、直线、点划线和虚线分别对应的是 α2 取值

(a) r = 0.1 时 Coh 和 p 的曲线

(a) Plots of Coh and p with r = 0.1

(b) r = 1 时 Coh 和 p 的曲线

(b) Plots of Coh and p with r = 1

图 2 不同 r 值下系统相干性 Coh 和纯度 p

随时间的变化曲线

Fig. 2 Plots of the coherence factor Coh and

the purity p with different r values

为 0, 0.001, 0.01, 以及 0.05. 从图 3 (a) 中可以看
出: α2 = 0 时, 为系统与环境无耦合作用的情况,
此时为一个封闭系统, 系统状态的相干性始终保持
一个常值不变, 在图 3 (a) 中为一条水平点线. 由式
(3) 和式 (5) 可知, 不管是对于 γ(t) 还是 ∆(t), 耦
合系数 α2 与两者都成正比例关系, 耦合系数增大,
则衰减强度以同等幅值增大. 因此状态的退相干特
性表现为同频率, 但不同幅值的特性. 从图 3 (b) 中
可以看出: α2 = 0 时, 系统状态的纯度不变, 在图
3 (b) 中表示为一条幅值为 1 的水平点线, 所以此时
系统是以幺正形式演化; 随着耦合强度 α2 的增加,
系统状态趋于稳态的速度越快, 但在趋于稳态的过
程中, 其纯度值也是在上下波动的过程中逐渐减小,
而不是单调地减小, 这表明: Non-Markovian 系统
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的记忆特性能够使系统失去的信息 (纯度减小) 部
分地又被补偿回来 (纯度增大), 并且耦合强度越大,
Non-Markovian 特性越明显, 信息的补偿能力越大.
需要特别指出的是: 实验表明, 当耦合强度 α2 不断

增大, 如 α2 = 0.1, 系统将出现非物理行为, 其表现
为状态正定性不再保持, 二阶系统的数值实验表现
出状态跑出 Bloch 球外, 这表明耦合系数不再满足
系统 (1) 的限制条件. 基于以上分析结果, 在本文的
系统仿真研究中, 参数 α 值取为 α = 0.1.

(a) 耦合系数对相干性 Coh 的影响

(a) Curves of the coherence factor Coh

(b) 耦合系数对纯度 p 的影响

(b) Curves of the purity p

图 3 不同耦合系数对系统相干性 Coh 和纯度 p 的影响

Fig. 3 Curves of the coherence factor Coh and

the purity p with different α2 values

2.4 振荡频率 ω0ω0ω0 对衰减系数 β(t)β(t)β(t)特性的影响

通过前面对同一个系统不同环境参数对其特性

影响的分析可知: 高频截断频率 ωc 决定了系统衰减

幅值的大小, 但不改变衰减频率. 从式 (5) 中亦可得:
决定衰减频率的是系统振荡频率 ω0. 本节我们将
通过考察不同的振荡频率对系统衰减系数 β (t) 的

影响来观察系统性能. 参数分别选为: α = 0.1, r =
0.1, 振荡频率 ω0 为 1、5 和 10 时, 衰减系数 β(t) 的
变化曲线如图 4 所示. 从图 4 中可以看出: 改变系
统振荡频率 ω0, 只能改变 β(t) 的振荡频率, 而不会
改变其幅值, 并且 ω0 越大, β(t) 的衰减振荡频率越
大. 当 ω0 = 1 时, 在系统仿真实验中会发现在基于
李雅普诺夫方法设计出来的控制律的作用下, 可能
未等系统出现 Non-Markovian 性质, 就已经完成了
状态转移的过程. 为了研究 Non-Markovian 性质对
状态转移的影响, 在本文的系统仿真研究中, 振荡频
率 ω0 的值选为 ω0 = 10.

图 4 不同系统振荡频率 ω0 对 β(t) 的影响

Fig. 4 Plots of β(t) with different ω0 values

3 控制器设计

采用基于李雅普诺夫稳定性定理的量子控制方

法的基本思想是: 通过构造一个李雅普诺夫函数
V (x), 同时使其满足三个条件: 1) V (x) 在定义域内
连续且具有连续的一阶导数; 2) V (x) 是半正定的,
即 V (x) ≥ 0 当且仅当 x = x0 时 V (x0) = 0; 3)
V̇ (x) ≤ 0. 根据李雅普诺夫稳定性定理设计的控制
律总能保证系统至少是稳定的. 该控制律设计方法
的关键在于选出合适的李雅普诺夫函数[39].

选取基于状态距离的李雅普诺夫函数为

V =
1
2
tr

(
(ρs − ρf )2

)
(9)

其中, ρs 是系统状态; ρf 是目标状态.
记 rrr, rrrf 分别是 ρs, ρf 的 Bloch 矢量, 度量两

个单量子比特状态 ρs, ρf 的接近程度常用的是迹距

离D(ρs, ρf ) = 1
2
tr |ρs − ρf | = 1

2
|rrr − rrrf |, 其几何解

释为 Bloch 球上两矢量之间的 Euclid 距离的一半.
将式 (9) 用 Bloch 形式表示为: V = 1

4
|rrr − rrrf |2 =

D2(ρs, ρf ), 因此可以用李雅普诺夫函数 V 的值来

度量 ρs 与 ρf 的距离, 并定义系统的转移误差为 ε,
ε 为一个给定的充分小的正值, 在系统状态转移实验
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过程中, 当 V ≤ ε 成立, 则认为此时系统状态从给
定的初态转移到了目标态.

对 V 求时间的一阶导数:

V̇ = tr(ρ̇s(ρs−ρf )) (10)

将式 (1) 代入式 (10), 可得:

V̇ = tr(ρ̇s(ρs − ρf )) =
2∑

m=1

fm(t) · tr(i[Hm, ρs]ρf )+

tr((Lt(ρs)− i[H0, ρs])(ρs − ρf )) =

f1(t) · T1 + f2(t) · T2 + C (11)

其中, Tm = tr(i[Hm, ρs]ρf ), m = 1, 2, 是一个关
于 ρs 的实函数; f1 和 f2 分别为待求控制律; C =
tr((Lt(ρs)− i[H0, ρs])(ρs − ρf )), 称为漂移项, 其符
号是不能确定的.
为了得到一个合适的控制律, 希望式 (11) 满足

李雅普诺夫定理的条件 3, 即 V̇ (x) ≤ 0. 本文设计
控制律的主要思想是: 通过施加其中一个控制作用
来抵消漂移项 C 的影响, 设计另一个控制作用来使
V̇ ≤ 0 成立. 由于控制律中存在分数表达式, 为了
避免数学计算上的奇异性的出现, 我们在控制律设
计过程中引入了一个阈值 θ, 通过判断 Tm 与 θ 的大

小关系, 同时分为 3 种情况来决定设计哪个控制作
用来抵消漂移项 C, 控制律的具体设计过程如下:

1) 在式 (11) 中, 当 |T1| > θ 时, 设计控制律: f1

= −C/T1 用来抵消漂移项; 设计控制律: f2 = −g2 ·
T2, g2 > 0, 则可使 V̇ = −g2 · T2

2 ≤ 0 成立. 控制律

可以写为: f =

[
f1

f2

]
=

[
−C/T1

−g2 · T2

]
, 其中 g2 是

正的可调控制参数.
2) 在式 (11) 中, 当 |T1| < θ, |T2| > θ 时, 则用

控制律 f2 来消除漂移项, 同 1), 设计的控制律为: f

=

[
f1

f2

]
=

[
−g1 · T1

−C/T2

]
, 其中 g1 为正的可调控制

参数, 可以保证 V̇ = −g1 · T1
2 ≤ 0.

3) 在式 (11) 中, 当 |T1| < θ, |T2| < θ 时, 计算
李雅普诺夫函数 V 的值来判断系统状态对目标态的

逼近程度, 若达到了转移误差 ε, 则认为控制目标实
现, 否则重新选取控制参数 g1 和 g2 的数值.
控制律的设计过程中, 在决定设计哪个控制作

用来抵消漂移项 C 时, 引入了变量 θ 而不直接以

Tm 6= 0 为依据, 其主要原因解释如下: 分析系统
状态在 Bloch 球上与 Tm = 0 的对应关系, 记 rrrf =

(xf , yf , zf ), 则 ρf = 1
2

[
1 + zf xf − iyf

xf + iyf 1− zf

]
. 对

T1 和 T2 的表达式进行整理, 得到:

T1 = yfz − zfy (12)

T2 = zfx− xfz (13)

由式 (12) 和式 (13) 可知, 当系统状态在转移过
程中落在平面 O1: zfy = yfz 或者平面 O2: zfx =
xfz 上时, 这会使相应的 Tm (m = 1, 2) 为零, 此时
与之相乘的控制律 fm 不论设计为何值,都只能使 V̇

= 0 成立, V 值保持不变; 当系统状态转移到平面
O1 和 O2 的交线 L (其方向向量为 rrrf ) 上时, T1 和

T2 均为零, 计算 V̇ = C, 而 C 的符号是不确定的,
基于李雅普诺夫稳定性定理设计控制律的方法则不

再适用, 此时状态只有满足 V ≤ ε 时, 才能认为完
成了初态转移到目标态的控制任务, 否则只能重新
选取控制参数. 因此, 若直接以 Tm 6= 0 为依据来决
定设计哪个控制作用来抵消漂移项 C, 当且仅当 Tm

(m = 1, 2) 均不为零时, 设计的控制律才能严格保
证 V̇ < 0. 故在控制律设计过程中引入了阈值 θ, 通
过判断 Tm 与 θ 的大小关系来保证所设计出的控制

律能够有效驱使系统状态不落在平面 O1 和平面 O2

上, 尽可能满足 V̇ < 0, 使李雅普诺夫函数 V 的值

是不断减小, 从而能够达到期望的控制精度 ε. 根据
上述思想设计出的控制律的流程图如图 5 所示, 其
中虚线箭头的执行条件需要满足以下两种情况: a)
当 |T1| < θ, |T2| < θ 同时成立时, 系统状态位于交
线 L 附近, 若转移误差未能达到 ε, 则需要重新选择
控制参数. b) 当系统按照情况 1) 和情况 2) 下设计
的控制律演化时, 若仍无法达到控制要求, 则需要重
新选择控制参数.

图 5 控制律设计流程图

Fig. 5 The flow chart of designing control laws

需要说明的是, 从控制理论角度来看, 本文基于
李雅普诺夫稳定性定理设计的控制律属于反馈控制,
但是反馈状态是通过计算机对系统模型进行仿真获

取的, 并不涉及到测量等问题, 因此我们称这种控制
策略为 “带有反馈的程序控制”[32].
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4 系统仿真实验及其结果分析

本节将采用由第 3 节所设计出的控制律进行系
统仿真实验, 同时对 Non-Markovian 开放量子系统
在状态转移控制过程中所表现出的特性进行观察与

分析. 系统仿真实验分为两部分: 1) 未加控制时, 系
统的自由演化. 研究以本征态、叠加态为系统初态
的自由演化轨迹, 通过观察转移过程中系统状态的
纯度变化情况来了解 Non-Markovian 系统不同于
封闭量子系统以及Markovian 开放量子系统自由演
化的特性, 并以自由演化轨迹为对比实验来验证所
提出的控制策略的有效性. 2) 在所提出的量子李雅
普诺夫控制作用下, 系统状态转移仿真实验. 由于通
过对包括从本征态到本征态、本征态到叠加态、叠加

态到叠加态以及叠加态到本征态四种情况的状态转

移仿真实验结果的分析发现: 纯态与纯态之间的状
态转移实验所体现的系统控制特性是相似的, 所以
我们以叠加态到叠加态的状态转移仿真实验结果为

例进行控制系统的特性分析和讨论. 依据第 2 节中
各参数对系统特性影响的分析, 仿真实验中系统与
环境参数设置如下: r = 0.05, ω0 = 10, kT = 30ω0,
α = 0.1. 考虑到 Bloch 球能够使二能级系统状态可
视化, 故系统仿真实验中状态演化轨迹均在 Bloch
球上表示.

4.1 未加控制作用时系统状态自由演化轨迹的实验

选用两组系统初态分别是本征态 ρs01 =
diag{[0, 1]} 和叠加态 ρs11 = [15/16

√
15/16;√

15/16 1/16] 来进行实验, 采样周期为 ∆t =
0.1 a.u.. 在状态自由演化的仿真实验中, 为了能
够观察到状态自由演化的终态, 设置了足够长的系
统仿真时间, 当系统状态不再变化时认为到达了系
统稳态. 图 6 为时间为 600 a.u. 时的系统状态的自
由演化轨迹, 其中 “◦” 表示初态, “×” 表示终态. 图
6 (a) 和图 6 (b) 分别是初态为本征态 ρs01 和初态为

叠加态 ρs11 时在 Bloch 球上的自由演化轨迹. 从图
6 中可以看出: 初态为本征态 ρs01 时, 其演化轨迹是
在 Bloch 球上的 z 轴运动; 而初态为叠加态 ρs11 时,
其演化轨迹类似螺旋形渐近到达 ρf .

系统仿真实验中, 以本征态和叠加态为初态的
自由演化最终达到的状态均为 ρf = diag{[0.4917,
0.5083]}. 在时间 t 足够的大, 由式 (3) 和式 (5) 可
得系统的耗散系数 γ(t) 和扩散系数 ∆(t) 到达的稳
定值分别为

γM = γ(t →∞) =
α2ω0r

2

1 + r2
(14)

∆M = ∆(t →∞) = 2α2kT
r2

1 + r2
(15)

未加控制作用时, 由 ρ̇s = 0 可得:

(a) 本征态的自由演化轨迹

(a) The free evolution trajectory starting from ρs01

(b) 叠加态的自由演化轨迹

(b) The free evolution trajectory starting from ρs11

图 6 系统不同初态的自由演化轨迹

Fig. 6 The free evolution trajectories starting from

different states




−(γM + ∆Mz)
−1

2
[∆Mx + y+

i(x−∆My)]

−1
2
[∆Mx + y−

i(x−∆My)]
(γM + ∆Mz)




= 0

(16)
可得稳态解的坐标为

x = 0, y = 0, z = − γM

∆M

= − ω0

2kT
(17)

由式 (17) 可知, Non-Markovian 开放二能级量
子系统的稳态是由系统本身的振荡频率 ω0 和系统

所处的环境温度 kT 所决定的, 而与系统自由演化
的初态无关. 在所设定的参数下, 可以由式 (17) 计
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算得出系统稳态的密度矩阵为 ρf = diag{[0.4917,
0.5083]}, 这与系统数值仿真实验所获结果完全吻
合.
在第 2 节中我们得出 Non-Markovian 系统状

态纯度变化是非单调的特性, 下面以本征态为例来
说明 Non-Markovian 系统自由演化过程中纯度 p

与 β(t) 的关系以及演化轨迹呈现的特性. 图 7 是初
态为本征态 ρs01 时, 系统在仿真时间为 6 a.u. 时自
由演化过程中纯度 p, β(t) 以及 z 坐标的变化曲线.
从图 7 中可以看出, 在初态为本征态 ρs01 自由演化

过程中, 状态在 z 轴上并非是从 Bloch 球南极单向
转移到系统稳态 ρf 的, z 坐标是振荡增加的, 纯度 p

是振荡衰减的, 且两者变化的时间转折点是一致的,
都是: 当 β(t) > 0 时, p 是递减的, z 是递增的; 当
β(t) < 0 时, p 是递增的, z 是递减的, 其中纯度 p

与 β(t) 的变化关系验证了第 2 节的结论.

图 7 p, β(t) 和 z 坐标随时间变化曲线

Fig. 7 Curves of p, β(t) and z axis

4.2 李雅普诺夫控制作用下的系统状态转移实验

本节主要对叠加态与叠加态之间的状态转移

进行数值仿真, 选用的系统的初态和终态分别为叠
加态 ρs11 =

[
15/16

√
15/16;

√
15/16 1/16

]
与叠

加态 ρs12 =
[
3/8 −√15/8; −√15/8 5/8

]
, 采样

周期均为 ∆t = 5 × 10−4 a.u., 阈值均选定为 θ =
1 × 10−4. 图 8 为两组不同控制参数下, 系统不同
状态之间的转移轨迹, 其中 “◦” 表示初态, “×” 表
示目标态, “□” 表示系统状态转移的终态. 图 8 (a)
是从 ρs11 到 ρs12 的状态转移轨迹, 在选定的控制参
数为 g1 = 10, g2 = 30, 仿真时间为 0.6385 a.u. 情
况下, 系统状态与目标态之间的转移误差达到 ε =
1.24× 10−4 的性能; 图 8 (b) 是从 ρs12 到 ρs11 的状

态转移轨迹, 在选定的控制参数为 g1 = 4, g2 = 12,
仿真时间为 0.714 a.u. 情况下, 系统状态与目标态
之间的转移误差达到 ε = 1.03× 10−4 的性能. 从图
8 可以看出, 在李雅普诺夫控制律的作用下, 通过调

整控制参数可以实现所期望的控制性能下的不同初

态和目标态之间的状态转移. 图 9 是控制律的变化
曲线, 其中图 9 (a) 和图 9 (b) 分别是从 ρs11 转移到

ρs12 以及从 ρs12 转移到 ρs11 状态的控制律变化曲

线. 图 9 中采用的是双 y 坐标: 横坐标的标度相同,
均为仿真时间, 纵坐标有两个, 左纵坐标表示控制律
f1 (实线) 的大小, 右纵坐标表示控制律 f2 (虚线)
的大小.

(a) ρs11 到 ρs12 的状态转移轨迹

(a) State-transfer from ρs11 to ρs12

(b) ρs12 到 ρs11 的状态转移轨迹

(b) State-transfer from ρs12 to ρs11

图 8 系统不同状态之间的转移轨迹

Fig. 8 Two state-transfer trajectories under

the designed control laws

对比系统自由演化轨迹和外加控制作用下状态

转移轨迹, 可以发现: 在外加控制的作用下, 可以有
效地改变状态演化轨迹, 在给定的转移误差性能指
标下, 实现 Non-Markovian 开放量子系统纯态与纯
态之间的状态转移.
现以 ρs12 到 ρs11的状态转移为例来具体说明纯



368 自 动 化 学 报 39卷

(a) 从 ρs11 转移到 ρs12 的控制律

(a) Control fields corresponding to Fig. 8 (a)

(b) 从 ρs12 转移到 ρs11 的控制律

(b) Control fields corresponding to Fig. 8 (b)

图 9 控制律的变化曲线

Fig. 9 Control fields

态到纯态的状态转移过程中, 控制参数的大小对控
制性能的影响.图 10是在相同的仿真时间 6 a.u. 内,
在两组不同的控制参数下, ρs12 到 ρs11 的状态转移

轨迹,其中 “◦”表示初态, “*”表示的是运行 0.1 a.u.
时系统的状态, “×” 表示目标态, “□” 表示系统状
态转移的终态. 图 10 (a) 中的控制参数设置为 g1 =
4, g2 = 2, 所达到的转移误差最小值为 0.0012; 图
10 (b) 中的控制参数设置为 g1 = 4, g2 = 30, 所达
到的转移误差的最小值为 0.0014.
从图 10 中可以很清楚地看到: 两种情况下, 系

统的终态都未能较好地逼近目标态, 并且发现即使
延长仿真时间也不能使转移误差继续减小. 比较图
10 (a) 和图 10 (b) 中的状态转移路径, 可以发现控
制参数的大小对初始时间段 [0, 0.1]的状态转移路径
有明显的影响. 随着控制参数 g2 的增大, 在初始时
间段内系统状态会以较快的速度向目标态转移.
比较图 10 (a) (g1 = 4, g2 = 2)、图 10 (b) (g1 =

4, g2 = 30) 和图 8 (b) (g1 = 4, g2 = 12) 三种情况,

(a) 控制参数为: g1 = 4, g2 = 2

(a) Control parameters: g1 = 4, g2 = 2

(b) 控制参数为: g1 = 4, g2 = 30

(b) Control parameters: g1 = 4, g2 = 30

图 10 不同控制参数下 ρs12 到 ρs11 的状态转移轨迹

Fig. 10 State-transfer from ρs12 to ρs11 with

different control parameters

可以发现图 10 (a) 的控制参数 g2 过小, 状态转移轨
迹以类螺旋形旋转靠近目标态, 状态转移路径最长;
图 10 (b) 的控制参数 g2 过大, 状态在初始阶段的变
化加快, 状态转移路径缩短, 但仍未能实现控制, 只
有图 8 (b) 的参数选择合适, 达到了性能指标 ε. 通
过多次实验我们还发现, 可以达到性能指标 ε 的控

制参数 g1 和 g2 的组合有很多, 同时导致系统控制
量很大的参数组合也很多.

通过实验我们还研究了 r = ωc/ω0 值的大小对

状态转移控制性能的影响.取 r = 0.05时,从 ρs12到

ρs11 的状态转移作为对比, 进一步进行当 r = 0.01
时的实验, 调整控制参数为 g1 = 4 和 g2 = 10, 可以
发现: 在仿真时间为 0.512 a.u. 时系统能够以 ε = 2
× 10−5 更小的转移误差实现了控制要求; 当取 r =
0.1 时进行实验, 较好的一组控制参数为 g1 = 4 和
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g2 = 8, 系统状态在仿真时间为 0.675 a.u. 时达到
转移误差最小值 ε = 5.1× 10−4, 对目标态的逼近程
度明显下降; 当取 r = 1 时进行实验, 此时被控系统
主要呈现出Markovian 特性, 通过加大控制作用量,
调整控制参数为 g1 = 4 和 g2 = 80, 所获得的转移
误差仅达到 10−2 量级, 对目标态的逼近程度大大降
低.

5 结论

本文主要研究了量子李雅普诺夫控制应用于

Non-Markovian 开放二能级量子系统纯态到纯态的
状态转移问题. 采用 TCL 来描述高温环境下系统的
控制模型, 分别研究了环境截断频率、耦合系数和系
统振荡频率对系统特性的影响; 基于李雅普诺夫稳
定性定理设计了一组控制律; 在Matlab 环境下, 对
系统状态自由演化和不同纯态到纯态的状态转移控

制进行了数值仿真实验的性能对比与分析, 得出以
下结论: 系统自由演化轨迹振荡特性是由非单调的
纯度变化导致的; 所设计的控制律能够有效地实现
Non-Markovian 系统从一个给定初态到期望目标态
的状态转移; 控制参数、截断频率参数对控制性能有
显著的影响.
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